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2 Spezielle Relativititstheorie

Wir rufen uns nochmal die Definition eines Inertialsystems in Erinnerung: Dies ist ein Bezugssy-
stem, in dem sich ein Korper, auf dem keine Kraft wirkt, mit konstanter Geschwindigkeit entlang
gerader Linien bewegt.

Wir hatten in der klassischen Mechanik das Galileische Relativititsprinzip kennengelernt: Na-
turgesetze gelten in jedem Inertialsystem in gleicher Form.

Wir hatten aulerdem gelernt, daf in der Newtonschen Mechanik ein Intertialsystem aus einem
anderen Inertialsystem durch eine Galileitransformation hervorgeht. Dies waren Raum- und Zeit-
translationen, Rotationen des Raumes, Zeitumkehr, Raumspiegelung und Transformationen, in
denen sich ein Inertialsystem gegeniiber dem anderen mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.
Betrachten wir die letzteren etwas genauer: Bewegt sich das System S’ gegeniiber dem System
S mit konstanter Geschwindigkeit v, so transformieren sich die Zeit- und Ortskoordinaten wie
folgt

! =1,

¥ o= X— \7()t .
Betrachten wir ein Teilchen, daf sich im System S’ mit Geschwindigkeit V| bewegt. Im System
S gilt dann

-/ —
Vi = Vi +Vo,

d.h. die Geschwindigkeiten addieren sich. Diese Beziehung kann man nun experimentell iiber-
priifen. Man findet, daf} diese Beziehung fiir kleine Geschwindigkeiten in der Tat experimentell
verifiziert wird. Betrachtet man hingegen Geschwindigkeiten in der Groenordnung der Licht-
geschwindigkeit, so stellt man fest, daf} diese Beziehung modifiziert werden muss. Insbesondere
findet man, daB die Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen den Wert

c = 2.99792458-10°m/s

hat. Damit kann eine einfache Addition der Geschwindigkeiten natiirlich nicht richtig sein.

Dariiberhinaus findet man, daf} in jedem Inertialsystem die maximale Signalausbreitungsge-
schwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit ist. Auch dies steht im Widerspruch zur New-
tonschen Mechanik. In der Newtonschen Mechanik geht man davon aus, da eine Anderung der
Position eines Teilchens am Orte X; das Kraftfeld am Orte X, instantan beeinflufit. Auch diese
Aussage mull modifiziert werden. Man stellt fest, dal eine BeeinfluBung frithestens nach einer
Zeit

At = 2 — %]

c

auftritt.



2.1 Postulate

Die spezielle Relativititstheorie von A. Einstein (1905) basiert auf den folgenden zwei Postula-
ten:

1. Die Gesetze der Mechanik sind in allen Inertialsystemen gleich.

2. Die Signalgeschwindigkeit ist gleich der Lichtgeschwindigkeit. Diese Geschwindigkeit ist
endlich und hat in jedem Inertialsystem den gleichen Wert c.

Bemerkung: Wir erhalten die klassische Mechanik durch den Grenzfall ¢ — oo. In der Newton-
schen Mechanik ist die Signalausbreitung instantan, also ¢ = co. Aullerdem werden wir spiter
feststellen, dal} sich im Grenzfall vi,v, < ¢ die Formel der speziellen Relativititstheorie fiir die
Addition zweier Geschwindigkeiten auf die einfache Addition der Newtonschen Mechanik redu-
ziert.

Wir bemerken gleich zu Beginn, daf eine endliche Signalausbreitungsgeschwindigkeit wichti-
ge Konsequenzen fiir das Konzept der Zeit hat: In der Newtonschen Mechanik unterscheidet sich
die Zeitkoordinate in verschiedenen Inertialsystemen hochstens durch eine Zeittranslation und
der Zeitumkehrtransformation. In allen Fillen gilt aber im Rahmen der Newtonschen Mechanik:
Finden in einem Inertialsystem S zwei Ereignisse an den Orten X und X, gleichzeitig zu der Zeit
t =t = tp statt, so finden diese Ereignisse auch in allen anderen Initialsystemen, die aus S durch
eine Galileitransformation hervorgehen, zu einer gleichen Zeit statt. Diese Aussage gilt in der
speziellen Relativitiitstheorie nicht mehr, wie die folgende Uberlegung zeigt: Wir betrachten zwei
Inertialsysteme S und S, wobei sich " gegebiiber S mit konstanter Geschwindigkeit v entlang der
x-Achse bewegt. Zum Zeitpunkt # = 0O sollen die beiden Koordinatensysteme zusammenfallen.
Wir betrachten nun im System S’ zwei Raumpunkte, die vom Urpsrung gleichweit entfernt sind,
wobei der erste Raumpunkt A auf der positiven x-Achse mit den Koordinaten ¥; = (1,0,0) liegt,
wihrend der zweite Raumpunkt B auf der negativen x-Achse mit den Koordinaten ¥, = (—/,0,0)
liegt. Senden wir zu der Zeit 1 = 0 ein Lichtsignal vom Ursprung in alle Richtungen aus, so
erreicht dieses Signal im System S’ die Punkte A und B gleichzeitig. Im System S dagegen wird
das Lichtsignal den Punkt B friiher erreichen als den Punkt A. Wir sehen also, daf der Begriff der
Gleichzeitigkeit in der speziellen Relativitidtstheorie abhingig vom gewihlten Bezugssystem ist.

2.2 Abstand, Metrik und Vierervektoren

In der speziellen Relativititstheorie ist ein Ereignis durch den Ort an dem es stattfindet und
durch den Zeitpunkt an dem es geschieht charakterisiert. Wir konnen also ein Ereignis durch die
Angabe von drei Ortskoordinaten und einer Zeitkoordinate in einem vier-dimensionalen Raum
beschreiben.

Wir betrachten wieder zwei Inertialsysteme S und §’, die sich moglicherweise gegeneinander
mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Wir betrachten zunéchst im System S ein erstes Er-
eignis, das darin besteht dal vom Punkt (x,y;,z;) zur Zeit ¢; ein Lichtsignal ausgesandt wird.



Dieses Signal trifft zur Zeit t, am Punkt (x,y2,72) ein (Ereignis 2). Da sich das Signal mit
Geschwindigkeit ¢ ausbreitet, hat es die Entfernung

C(tz—tl)

zuriickgelegt. Anderseits ist die Entfernung natiirlich

\/(xz —x1)2+ (2 —y1)?+(z2—2)%
Daher gilt:
At —0)—(x1—x) = 01-n)*—(z1—-2)* = 0.

In S’ seien die Koordinaten des ersten Ereignisses x/,y|,2},7] und die des zweiten Ereignisses
xh,¥h, 25, t5. Wegen der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit gilt auch in diesem System

Aty —15)? = (¥ —xp)* = 0 —h)° = (& =) = 0.

Diese Gleichungen motivieren die folgende Definition: Sind x1,y1,z1,# und x2, 2,22, die Ko-
ordinaten von zwei beliebigen Ereignissen, so hei3t die Grofle

sty = At—0)— (i —x) =1 —»)—(a1—2)°

das Abstandsquadrat zwischen diesen beiden Ereignissen.

Bemerkung: Wie man unmittelbar sieht, kann nach dieser Definition das Abstandsquadrat posi-
tiv, negativ oder Null sein. Das Abstandsquadrat ist Null, falls die beiden Ereignisse durch einen
Lichtstrahl verbunden werden konnen.

Wir verwenden die folgenden Sprechweisen:

s%z >0 zeitartiger Abstand;
s%z < 0 raumartiger Abstand;

53, =0 lichtartiger Abstand;

Aus den obigen Uberlegungen beziiglich der Invarianz der Lichtgeschwindigkeit in den Syste-
men S und S’ folgt: Verschwindet das Abstandsquadrat zwischen zwei Ereignissen in einem
Bezugssystem, so auch in allen anderen.

Es gilt sogar die folgende allgemeinere Behauptung: Das Abstandsquadrat zwischen zwei Ereig-
nissen ist in allen Bezugssytemen gleich.

Beweis: Wir unterteilen das endliche Intervall zwischen der Ereignissen 1 und 2 in unendlich
viele infinitessimale Intervalle und zeigen zunéchst, dal das infinitessimale Abstandsquadrat in
allen Inertialsystemen gleich ist. Sind zwei Ereignisse infinitessimal benachbart, so ist das Ab-
standsquadrat

ds’> = c*di* —dx® —dy? —dZ*.

9



Gilt ds = 0 in einem Inertialsystem, so verschwindet ds’ in einem anderen System ebenfalls. ds
und ds’ sind infinitessimale GroRen gleicher Ordnung. Aus diesen beiden Umstinden folgt, dal
sie zueinander proportional sein miissen:

ds®* = ads*

Die Proportionalitdtskonstante a kann nicht von den Raum- und Zeitkoordinaten abhiingen, da
dies der Homogenitit von Raum und Zeit widersprechen wiirde. a kann auch nicht von der Rich-
tung der Relativgeschwindigkeit anhingen, da dies im Widerspruch zur Isotropie des Raumes
stehen wiirde. Daher kann a nur vom Betrag der Relativgeschwindigkeit der beiden Inertialsy-
steme abhingen. Betrache die Bezugsysteme S, S| und S3. Sei V| die Geschwindigkeit von S
relativ zu S, v, die Geschwindigkeit von S relativ zu S und V|, die Geschwindigkeit von S,
relativ zu S;. Dann gilt

ds®> =a(v)ds?, ds*=a(vy)ds3, dsi=a(vi2)ds,
und daher
a(v2)
a(vi)
Nun hingt v auch vom Winkel zwischen V| und v, ab, die linke Seite dagegen nicht. Daher

muB a(v) gleich einer Konstanten sein, die wie aus derselben Gleichung folgt, gleich 1 sein muf.
Daher

= a(via).

ds* = ds”,
und aus der Gleichheit infinitesimaler Abstinde folgt auch die endlicher Abstéinde:
2 12
s° o= s

Wir bemerken noch, dal zwei Ereignisse nur dann kausal miteinander verbunden sein konnen,
falls der Abstand zwischen ihnen > 0 ist. Dies folgt unmittelbar daraus, dafl sich keine Wirkung
mit einer Geschwindigkeit ausbreiten kann, die groer als die des Lichtes ist. Man kann dies
auch graphisch darstellen. Hierbei verwendet man der Einfachheit halber oft nur 1 4 1-Raum-
Zeit-Dimensionen. Die Zeit (multipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit) wird nach oben aufge-
tragen, der Ort nach rechts. Dies ist in Abbildung 1 gezeigt. Ein Teilchen das ruht, wird durch
eine senkrechte Gerade x = const beschrieben. Im Allgemeinen wird in diesem Diagramm ein
Teilchen durch eine Weltlinie beschrieben. Die Weltlinie eines Teilchens gibt zu jeder Zeit den
Ort des Teilchens an. Da sich ein Teilchen hochsten mit Lichtgeschwindigkeit bewegen kann,
folgt fiir die graphische Darstellung einer Weltlinie, da der Betrage der Steigung einer Weltlinie
nie kleiner als 1 ist.

Wir betrachten noch alle Punkte, die vom Ursprung einen lichtartigen Abstand haben. In 1 + 1-
Raum-Zeit-Dimensionen sind dies alle Punkte, die auf den beiden gezeigten Diagonalen in Ab-
bildung 1 liegen. In 2 + 1-Raum-Zeit-Dimensionen sind dies alle Punkte, die auf einem Kegel-
mantel liegen. In 3 + 1-Raum-Zeit-Dimensionen sind dies alle Punkte, fiir die

2 2 2 2 0

c*t XT=y =z =

10



zeitartig lichtartig
v Cl -

raumartig

> X

Abbildung 1: Darstellung zeitartiger, raumartiger und lichtartiger Abstinde in 1 4 1 Raum-Zeit-
Dimensionen. Die gestrichelte Kurve zeigt die Weltlinie eines Teilchens.

gilt. In Anlehnung an die Situation in 2 4 1-Dimensionen spricht man von der Menge dieser
Punkte als die Menge der Punkte die auf dem Lichtkegel liegen. Gilt

2 2 2 2

APy -2 > 0,

so sagt man, daf} dieser Punkt im Lichtkegel liegt. Ist dariiberhinaus ¢ > 0, so spricht man vom
Vorwirtslichtkegel, ist dagegen ¢ < 0, so spricht man vom Riickwirtslichtkegel. Es ist nun un-
mittelbar einsichtig, daBl ein Ereigniss im Ursprung nur die Raum-Zeit-Punkte beeinflussen kann,
welche im oder auf dem Vorwirtslichtkegel liegen.

Es ist naheliegend, ein Ereigniss, welches durch die Angabe einer Zeitkoordinate und durch
drei Raumkoordinaten beschrieben wird, als einen Punkt in einem vier-dimensionalen Raum zu
betrachten. Diesen Raum bezeichnet man als die Raumzeit. Man faBt die Koordinaten(ct,x,y, z)
eines Ereignisses zu einem Vektor zusammen, der als Vierervektor bezeichnet wird. Es ist {ib-
lich die Zeitkoordinate mit der Lichtgeschwindigkeit zu multiplizieren, so daf3 alle Eintrige die
gleiche Dimension beziiglich der Einheiten haben.

Die Komponenten eines Vierervektors werden von 0 bis 3 durchnummeriert und mit oberen In-
dizes geschrieben:

X =cr, x'=x, x2:y, ¥ =z

Man verwendet griechische Indices y, v, ..., die die Werte 0, 1,2,3 annehmen, um die Kompo-
nenten eines Vierervektors zu bezeichnen:
1.2
X = (xo,x X ,x3)
O —

= (x,X).
Lateinische Indizes i, j, ... werden verwendet, um die Komponenten eines rdumlichen Dreiervek-
tors zu bezeichnen. Sie nehmen die Werte 1,2, 3 an.

Das Abstandsquadrat zweier Ereignisse x, und x; ist:

2 0 0\2 1 1\2 2 2\2 3 3\2
Sab = (xa_xb> _(xa_xb> _(xa_xb) _(xa_xb> :

11



Wir definieren den metrischen Tensor g, durch

1 0 0 0
o -1 0 o0
v = 10 0 -1 0
00 0 -1

Das Abstandsquadrat 146t sich dann schreiben als:

3 3
Sib = Z 8uv (Xﬁ—x/i,') (XZ—XZ)-

u=0v=0

Einsteinsche Summenkonvention: Solche Summen werden iiblicherweise unter Fortlassung
des Summenzeichens geschrieben. Allgemein soll die Regel gelten, da$} iiber Indizes, die paar-
weise auftreten, summiert wird, das Summationszeichen aber nicht aufgeschrieben wird. Dabei

mulB in jedem Paar der eine Index oben stehen, der andere unten stehen.
Also:

2 v
Sap = 8uv (Xa —xp)" (Xa —xp)" .
Wir nennen einen Vierervektor x* mit einem oberen Index einen kontravarianten Vektor, ein

Vierervektor x, mit einem unteren Index wird kovarianter Vektor genannt. Der Zusammenhang
zwischen ko- und kontra-varianten Vektoren ist durch

Xy = &uX'
gegeben. Damit hat man
kontravariant: = (x°,x",x%,x%),
kovariant:  x, = (x0,X1,%2,X3) = (xo, —xt =X, —x3) )
Somit 146t sich das Abstandsquadrat auch schreiben als
s2 = (% —xp), (Xa —xp)" = (xg = xp)" (%0 — Xp) .-

Wir definieren noch den inversen metrischen Tensor gV durch
gupg pv = 6(uv

Wie man leicht nachrechnet, ist g¥ durch

1 0 0 0
w |0 =10 o0
§ T 1o o -1 o

00 0 -—I

12



gegeben. Aus xy = gypxP folgt nun durch Multiplikation mit g*¥ (und Summation iiber v, so daf}
dies einer Matrizenmultiplikation entspricht) die Umrechnungsformel eines kovarianten Vektors
in einen kontravarianten Vektor:

o= gVxy.

Wir fassen zusammen: Die Umrechnung von kontravarianten und kovarianten Vektor geschieht
durch

_ v o
Xy = uv X, = g xy.

Man sagt auch, dafl mittels des metrischen Tensors g,y bzw. des inversen metrischen Tensors g"
die Indizes nach unten bzw. nach oben gezogen werden konnen. Dies gilt auch fiir Objekte mit
mehreren Indizes. So ist zum Beispiel

gtitp3ta g,UIVI g,uz\’z g,U3V3 g,u4V4 Ev1VVaVa-
Objekte mit r Indizes bezeichnet man als Tensoren r-ter Stufe und werden spiter noch ausfiihr-
licher diskutiert.

Bemerkung: Die durch die quadratische Form g,y = diag(1,—1,—1,—1) definierte Geometrie
ist keine euklidische Geometrie. Man nennt sie pseudoeuklidische Geometrie. Der spezielle Fall
eines vierdimensionalen Raumes mit der Metrik diag(1,—1,—1,—1) wird auch als Minkowski-
Raum bezeichnet.

2.3 Die Lorentztransformation

Gesucht: Formel, die es uns gestattet, aus den Koordinaten x, y, z, ¢ eines Ereignisses in einem Be-
zugssystem S die Koordinaten x’,y’,7,#" desselben Ereignisses in einem anderen Inertialsystem
S” zu berechnen.

Insbesondere suchen wir die in der speziellen Relativititstheorie korrekte Transformationsfor-
mel fiir den Fall, daB sich das System S’ mit konstanter Geschwindigkeit gegeniiber dem Sy-
stem S bewegt. Nehmen wir an, daB sich das System S” mit der Geschwindigkeit v entlang der
x-Achse gegeniiber dem System S bewegt. Wir rufen nochmals in Erinnerung, da3 die Galilei-
Transformation

X=x—vt, y=y, =2 t' =t
zum Widerspruch fiihrt, da in diesem Fall sich die Geschwindigkeiten addieren wiirden.

Um die korrekte Transformation zu finden, nutzen wir aus, dafl das Abstandsquadrat vom Be-
zugssystem unabhingig ist:

Sop = 8uv (g —xp)" (xa —xp)" .

13



Die gesuchten Koordinatentransformationen miissen also dieses Abstandsquadrat invariant las-
sen. Man sieht sofort, dafl die Operationen der Zeitranslation, der Ortstranslation, der Zeitumkehr
sowie der Raumspiegelung das Abstandsquadrat invariant lassen. Diese Operationen @ndern sich
beim Ubergang von der Newtonschen Mechanik zu der speziellen Relativititstheorie nicht. Das
gleiche gilt auch fiir Drehungen der Ortskoordinaten. Betrachten wir den Fall, daB das System S’
gegeniiber dem System S in den Ortskoordinaten um den Winkel ¢ um die z-Achse gedreht ist,
so lautet die Transformation

¥ = xcos@-+ysing,
Yy = —xsing+ycoso,
7 = gz

t t.

Betrachten wir das Abstandsquadrat des Punktes (ct,x,y,z) vom Ursprung, so 146 diese Trans-
formation das Abstandsquadrat

2 2

A —x —y2—z

invariant, da

x/2 12

+y° = ¥ (cosz(p-i— sin’ (p) +y? (cosz(p—I— sin’ (p) = x>+

Hier haben wir eine Drehung in der x-y-Ebene betrachtet. Gleiches gilt fiir die beiden anderen

unabhingigen Drehungen in der x-z-Ebene bzw. in der y-z-Ebene.

In der vier-dimensionalen Raumzeit suchen wir nun zunichst ein Analogon dieser Drehungen
in der t-x-Ebene. Diese Transformation soll die y- und die z-Koordinaten invariant lassen. Ge-
sucht ist also eine Transformation der Koordinaten ¢ und x, welche

C2t2 — X2

invariant 14Bt. Aufgrund der pseudo-euklidischen Metrik mit negativen Vorzeichen erhalten wir
hier hyperbolische trigometrische Funktionen:

ct’ = ctcosh¢ —xsinh¢,

/

x = —ctsinh¢+ xcosh¢.

Man iiberzeugt sich leicht, da3 diese Transformation tatsdchlich die gewiinschte Eigenschaft hat:
AP = P (cosh” ¢ —sinh?¢) —x* (cosh? ¢ — sinh* ) = c#* —x*.

Man schreibt diese Transformation in Viererschreibweise auch als

/
= ALY,
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mit
cosh¢ —sinh¢p O
AL —sinh¢ cosh¢ O
Vo 0 0 1
0 0 0

- o O O

Analog gibt es zwei weitere Transformation in der 7-y-Ebene und in der 7-z-Ebene.

Bestimmung von ¢: Betrachte hierzu den Koordinatenursprung des Systems §’ im System S:

0 = —ctsinh¢+xcosh¢.
und daher
tanh¢p = Y
c
Somit
v 1
sinhp = ———, cosh¢ = ——.
/1% /12
6'2 6'2
Im Grenzfall v < ¢ gilt

3

2
sinhq):g—i—o(%), Coshq):l-i—O(%),

und somit erhilt man in diesem Grenzfall die Galilei-Transformation zuriick:

1
¢ = t+0|( =
ro()

Ubliche Abkiirzungen:

Damit lassen sich die Koordinatentransformation und die Riicktransformation wie folgt aus-
driicken:

ct' =vyet —Byx,  ct =yet' + Pyx,
¥ = —PByct +yx,  x=Pyct’ +yx.

Die obige Koordinatentransformation in der 7-x-Ebene bezeichnet man als einen Lorentz-Boost.
Dariiberhinaus gibt es die entsprechenden Transformationen fiir die #-y-Ebene und die #-z-Ebene.
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2.4 Die Lorentz- und die Poincaré-Gruppe

In der Newtonschen Mechanik hatten wir die Galilei-Gruppe als die Gruppe der Koordinaten-
transformationen betrachtet, die die Gesetze der Newonschen Mechanik invairant lassen. Wir
ibertragen dies nun auf die spezielle Relativititstheorie. Die entsprechende Gruppe in der spe-
ziellen Relativititstheorie bezeichnet man als die Poincaré-Gruppe. Im wesentlichen miissen wir
hierbei die Galilei-Transformation zwischen zwei zueinander bewegten Bezugssystemen durch
einen Lorentz-Boost ersetzen. Wir haben bereits gesehen, dafl sich ein Lorentz-Boost und ei-
ne Drehung einfach durch eine Matrizenmultiplikation schreiben lassen. Die Untergruppe der
Poincaré-Gruppe, die sich durch Matrizenmultiplikation darstellen 148 bezeichnet man als die
Lorentz-Gruppe.

Wir beginnen mit der Definition der Lorentzgruppe: Dies ist die Matrixgruppe von 4 x 4-
Matrizen A", welche den metrischen Tensor guv = diag(1,—1,—1,—1) invariant 148t:

ATgh = g,
oder, etwas ausfiihrlicher mit Indizes:
A'ucg,uVAv'c = &or-

Diese Definition hat die folgende Motivation: Die Matrix A", definiert eine Koordinatentransfor-
mation

= A
Fiir das Skalarprodukt zweier Vierervektoren gilt
Aoy = gy = (N x®) gu (A% YT) = 2° (NoguvA%:) y° = x%g0ry" = x-.

Ein Element der Lorentz-Gruppe ld6t also das Minkowski-Skalarprodukt zwischen zwei Vierer-
vektoren invariant. Diese Lorentz-Gruppe wird auch mit O(1,3) bezeichnet. Wie leicht zu sehen
ist, gilt

(detA)? = 1,
und daher
detA = =+1.

Gilt zusitzlich det A = 1 bezeichnet man die Gruppe mit SO(1,3) und spricht von der eigentli-
chen Lorentzgruppe.

Eine weitere Unterscheidung ergibt sich dadurch, ob die Zeitrichtung erhalten bleibt oder umge-
kehrt wird. Gilt

AO() Z 1 )
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so ist die Zeitrichtung erhalten und man spricht von der orthochronen Lorentzgruppe. Gilt
dagegen

so wird die Zeitrichtung umgekehrt.
Bemerkung:

folgt aus A'gguwAY; = gor fiir 6 =T =0:

02 v i\
(M%) =Y (a%) = 1.
j=1
Zusammenfassend 148t sich sagen, daf} die Lorentzgruppe aus vier Komponenten besteht, jenach-
dem welche Werte
det A und AOO
annehmen. Hiervon ist die eigentliche orthochrone Lorentzgruppe, definiert durch
AycguvAVr = got, detA=1, AO() > 1,

am interessantesten. Die drei anderen Komponenten lassen sich durch ein Element der eigentli-
chen orthochronen Lorentzgruppe und den beiden diskreten Transformationen der Zeitumkehr

-1 000
0 100

L
Ay = 0 010
0 001

und der Raumspiegelung
1 0 0 O
0 -1 0 O
[

Av = 0 0 -1 O
0 0 0 -1

darstellen.

Die Poincaré-Gruppe: Die Poincaré-Gruppe besteht aus den Elementen der Lorentzgruppe und
den Translationen. Die Koordinaten transformieren sich wie folgt

o= A XY+

Die Poincaré-Gruppe wird durch zehn kontinuierliche Parameter (3 Lorentz-Boosts, 3 rdumliche
Drehungen und 4 Translationen) und zwei diskrete Transformationen (Zeitumkehr und Raum-
spiegelung) beschrieben.

17



2.5 Die Lingenkontraktion

Wir betrachten zwei Inertialsysteme S und §’, wobei S’ sich mit konstanter Geschwindigkeit v
gegeniiber S liangs der x-Achse bewegt. Der Ursprung und die Orientierung der Achsen sei in
beiden Systemen S und S’ gleich.

Im System S’ ruht ein Stab der Linge I’. Er liege entlang der x'-Achse, wobei sich der
Anfangs- bzw. Endpunkt des Stabes bei x' = 0 bzw. x’ = [’ befindet.

Die Koordinaten in S und S" gehen durch einen Lorentzboost auseinander hervor:

ct’ =vyet —Byx, ot =yt +Pyx/,
X =—Byer+yx,  x=Byer’' +y,

wobei

v 1
= e

Wir wollen nun die Stablidnge im System S bestimmen. Hierzu betrachten wir die Position des
Anfangs- und des Endpunktes des Stabes im System S zu ein und demselben Zeitpunkt 7 in S.
Betrachten wir zunichst den Anfangspunkt des Stabes mit den Koordinaten ¢ und X' =0 in §'.
Dieser Punkt hat in S die Koordinaten

xg = Byct’, ot =yt
Somit ergibt sich fiir die Weltlinie des Anfangspunktes in S:
xa(t) = Pet=vt.

Als nichstes betrachten wir den Endpunkt. In S’ hat dieser die Koordinaten ' und X' =1'. In S
findet man

xg = Byct’ +yl',  ct =yet' + Byl

Fiir die Weltlinie des Endpunktes findet man daher im System S

/

xp(t) = B(ct—ﬁyl')+yl':vt—|—y(l—Bz)l’:vt—i—%.

Somit hat der Stab im System § die Linge

ro, V2
[ = XB(I)—XA(I):§:Z 1—C—2

Der Stab erscheint also im System S um den Faktor /1 —v?/c? verkiirzt. Dies bezeichnet man
als die Langenkontraktion.
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2.6 Die Zeitdilatation

Wir betrachten wieder zwei Inertialsysteme S und S’, wobei S’ sich mit konstanter Geschwindig-
keit v gegeniiber S ldngs der x-Achse bewegt. Der Ursprung und die Orientierung der Achsen
sein in beiden Systemen S und S’ gleich.

Im System § befinden sich ruhend entlang der x-Achse eine Anzahl von Uhren, die mitein-
ander synchronisiert sind.

Wir betrachten nun eine weitere Uhr, die im System S” im Ursprung ruht und daher sich im
System S mit konstanter Geschwindigkeit entlang der x-Achse bewegt. Diese Uhr wird zum Zeit-
punkt 7 = #{, = 0 mit der Uhr die sich ruhend im Urpsrung des Systems S befindet synchronisiert.

Betrachten wir zunichst die Uhr im System S. Da sie sich mit der Geschwindigkeit v bewegt,
hat sie zum Zeitpunkt #; den Ort x; = vt erreicht.

Andererseits ruht die Uhr im System §’. Der Raumzeitpunkt (cf1,x;) im System S hat also im
System S’ die Koordinaten (cz{,0). Wir mochten nun 7| bestimmen. Aus der Invarianz des Ab-
standsquadrates folgt

2
A —xr = A,
und somit
t t —x% t v2
l p— l — == l — T A .
c2t? c?

Die bewegte Uhr zeigt also eine um den Faktor /1 —v2/c? verkiirzte Zeit an. In anderen Wor-
ten: Bewegte Uhren gehen langsamer. Diesen Effekt bezeichnet man als Zeitdilatation.

Wir kénnen dies etwas verallgemeinern und eine Uhr betrachten die sich beliebig bewegt (nicht
notwendiger Weise mit konstanter Geschwindigkeit). Sei S’ das Koordinatensystem, in dem die
Uhr ruht. Dies ist dann nicht notwendigerweise ein Inertialsystem. Die Bewegung der Uhr kon-
nen wir niherungsweise durch eine Sequenz geradliniger-gleichformiger Bewegungen beschrei-
ben. In einem Inertialsystem S legt die Uhr in einem infinitessimalen Zeitintervall dt die Strecke

\/ dx? + dy* + dz?

zuriick. Gefragt wird, welches Zeitintervall dt’ sie danach anzeigt. Aus der Invarianz des Abstan-
des folgt:

Adr? —dx* —dy* —d7? = A2dr”?
und daher
dx> +dy* + dz 2
i’ = dt\/l— LY T gy f1- 2
c2dt c

19



Integration liefert fiir eine beliebige Bewegung

wobei wir 1, = tp = 0 gesetzt haben. Man bezeichnet ¢] als die Eigenzeit der Uhr bzw. des
Systems S’. Man verwendet oft den Buchstaben 7 fiir die Eigenzeit. Fiir die infinitessimale GroBe
gilt

dt = di\/1——.
Durch Multiplikation mit ¢ rechnet man auf eine Grée mit der Dimension einer Linge um:
s = cT.

Ebensogilt fiir die infinitessimale Grofe

V2

ds = cdt=cdi\/1-—.

c

Bemerkung 1: Die Eigenzeit eines sich bewegenden Gegenstandes ist immer kleiner als das ent-

sprechende Zeitintervall im unbewegten System.

Bemerkung 2: Die ist kein Widerspruch zum Relativititsprinzip, da zum Vergleich eine Uhr
im “bewegten” System, aber mehrere Uhren im “unbewegten” System notwendig sind.

Bemerkung 3: Auch eine Uhr, die auf einer geschlossenen Kurve bewegt wird, stellt keine Wi-
derspruch dar, da sie sich nicht dauernd in einem Inertialsystem befinden kann.

2.7 Transformation der Geschwindigkeit

Das System S’ bewege sich relativ zum System S mit der Geschwindigkeit V lings der x-Achse.
Die Geschwindigkeit eines Teilchens in S sei

_dx o _dy - dz
S YT T ar

die entsprechenden GroBen in S seien

/ / /
p_dx o, _dy _dz
g T g Vi g

Die infinitessimalen GroBen stehen mittels der Lorentztransformation

dx:y(dxl—l—de‘/)7 dy=dy, dz=d7, dt:Y(dt'—l—%dx')
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in Verbindung. Divison der ersten drei Gleichungen durch die vierte liefert:

V. +V V/, Vv
Vy = X V;CV , vy — )V;V , vZ — ZV;V .
1+ Y(1+ %) Y(1+ %)
Spezialfall: v, =V, v =V, = 0:
V4V
1+
C

Die nach dieser Formel berechnete Summe zweier Geschwindigkeiten ist immer kleiner als c.

2.8 Die Vierergeschwindigkeit

Die Vierergeschwindigkeit eines Teilchens ist der Vektor
dx*
I
Um die Komponenten zu finden erinnern wir uns, daf}

/ 2
ds = cdt l—v—z,
c

wobei v die gewohnliche dreidimensionale Geschwindigkeit des Teilchens ist. Man findet
0o d_xo B cdt B 1

S canfi-%  \J1-5
Fiir die rdumlichen Komponenten gilt zum Beispiel

I dx! dx

—_ _ ! J— Vx
S canf1-% e f1-5

und analoge Beziehungen ergeben sich fiir > und «>. Man findet letztendlich das folgende Er-
gebnis:

T

u

u

Die Komponenten von #* sind nicht unabhéngig sondern erfiillen die Relation
u'u, = 1.

Die Vierergeschwindigkeit 146t sich daher geometrisch als Einheitsvektor auffassen, der die Welt-
linie des Teilchens tangiert.

Analog definiert man die Viererbeschleunigung durch
d d?

= —uHt=——x"
W dsu ds?
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2.9 Die relativistische Mechanik

In diesem Abschnitt wollen wir die Verallgemeinerung des zweiten Newtonschen Gesetztes

EP
im Rahmen der speziellen Relativitétstheorie betrachten. Wir haben im letzten Abschnitt bereits
die Vierergeschwindigkeit

d P

dx* 1 v
u' = — =

a5 \J1-5 eyf1-%

kennengelernt. Dies legt die folgende Definition des Viererimpulses nahe:

u dxH dx* u
Pt = m— =mc— = mcu.

drt ds

Wir erhalten somit

Schreiben wir aulerdem

wobei E die Gesamtenergie des Teilchens und p dessen Dreierimpuls bezeichnet, so gilt

2 —
mc . my
E:72’ :72‘
/ Vv / V

Wir betrachten diese Ausdriicke fiir kleine Geschwindigkeiten. Fiir den Dreierimpuls gilt

V2

Somit geht p fiir kleine Geschwindigkeiten in den nicht-relativistischen Ausdruck mv iiber. Zu
beachten ist jedoch daf fiir Geschwindigkeiten in der Groendordnung der Lichtgeschwindig-
keit der Faktor 1/4/1 —v?/c? nicht mehr vernachldBigt werden kann. Dies hat zur Folge daB der
Impuls p stirker als linear mit der Geschwindigkeit anwichst. Man sagt auch, daf die “relativi-
stische” Masse des Teilchens zunimmt:

Ml =
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Entwickelt man E fiir kleine Geschwindigkeiten, so findet man

1 4
E = mc2—|——mv2+m620 v .
2 4

Man findet also die nicht-relativistische kinetische Energie 1/2mv? plus einen konstanten Term
mc?, den man als die Ruhenergie des Teilchens bezeichnet. Um m von der relativistischen Masse
mye) Zu unterscheiden, verwendet man auch den Begriff “Ruhemasse” fiir m. Befindet sich ein
Teilchen in Ruhe (v = 0), so gilt fiir die Energie des Teilchens

E = mc.
Dies ist wohl die bekannteste Formel Albert Einsteins.
Aus u*> = 1 und p* = mcu* folgt
P o= m2
Setzen wir nun die Komponenten p* = (E/c, p) ein, so folgt
E’>— P = mPct

Dies ist die relativistische Energie-Impuls-Beziehung.

Die relativistische Verallgemeinerung des zweiten Newtonschen Gesetzes lautet:

d
el - KM
d"cpﬂ 9
wobei man K* als Viererkraft bezeichnet. Fiir die riumlichen Komponenten der Viererkraft gilt
K = L_pi
1 v

Fiir kleine Geschwindigkeiten gilt also wieder

. . v2
K' = F'+0 <—2) .
C
Eine Beziehung fiir die nullte Komponente der Viererkraft findet man durch die Kontraktion der

Bewegungsgleichung mit der Vierergeschwindigkeit: Es ist

d d
uﬁ,%p" = uﬁ,%mcu" = imc%uﬁ,u“ =0,

und somit

1 1 -
7<K0——17K) = 0.
/12 c
6‘2

23



Also folgt

[S=Y
<!
i

Somit ist

K* = Fl.

1
.F,
vz C 1 V2
—a s

Wir fassen nun zusammen: Die relativistische Verallgemeinerung des zweiten Netwonschen Ge-
setzes ist die Vierervektorengleichung dp* /dt = K*, wobei p* der relativistische Viererimpuls, T
die Eigenzeit und K die Viererkraft ist. Betrachtet man die rdumlichen Komponenten und setzt
man p' = ymv', dt = dt/yund K' = yF"' ein, so findet man

Voo 1

d =d
- 7)) = wF
o (ymv) YF,
bzw.
d . .
o (meV) = F.

In der Bewegungsgleichung ist also die relativistische Masse zu beriicksichtigen.

2.10 Tensoren

Sei V ein Vektorraum und G eine Gruppe. Man sagt, G wirkt auf V, falls eine Abbildung gegeben
1st,

GxV =V
die
g1(g2v) = (g182)v

erfiillt. In diesem Fall nennt man V eine Darstellung von G.

Beispiel 1: Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und G = GL(n,R). Die Abbildung G xV —V
ist durch die Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor gegeben:

n
o .
Vi = ZMUVJ
=1

Beispiel 2: Sei V der Minkowskiraum und G die Lorentzgruppe.

K" = AfxY, (Einsteinsche Summenkonvention)
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Beispiel 3: Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und G = GL(n,R). Elemente aus V schreiben
wir als v;; mit 1 <i, j < n. G wirkt auf V wie folgt:

n n
/
vii = Y Y MaMjvy
k=11=1
Man nennt v;; einen Tensor zweiter Stufe.

Beispiel 4: Sei V ein 16-dimensionaler Raum und G die Lorentzgruppe.
v
T/,u — A:UPAVGTPG

TH ist ein Tensor zweiter Stufe.

Beispiel 5: Sei V ein 64-dimensionaler Raum und G die Lorentzgruppe.
v A
T P A,“GAVKAP)\‘TGK
THVP ist ein Tensor dritter Stufe.
Allgemein: Ein Tensor ist ein Element eines Vektorraums, auf den eine Gruppenwirkung ge-

geben ist. Die Anzahl der Kopien des Gruppenelements, die zur Definition der Gruppenwirkung
bendtigt werden, bezeichnet man als Rang des Tensors.

Pseudotensoren verhalten sich bei allen Transformationen, die sich auf Drehungen zuriickfiih-
ren lassen, wie Tensoren. Sie verhalten sich allerdings anders bei Spiegelungen (Raumspiege-
lung, Zeitumkehr), d.h. Transformationen, die sich nicht auf Drehungen zuriickfiihren lassen:
Hier unterscheiden sie sich von den Tensoren um ein Minuszeichen.

Pseudotensoren nullter Stufe nennt man Pseudoskalare. Pseudotensoren erster Stufe nennt man
auch axiale Vektoren.

In der speziellen Relativititstheorie unterscheiden wir aulerdem zwischen oberen und unteren
Indizes (kontravariante und kovariante Komponenten). Der Zusammenhang ist wieder durch den
metrischen Tensor bzw. den inversen metrischen Tensor gegeben:

Th = g™, T = gup&vsT*C, T,uv =g¢"PTp, T =g"®g"T.

Tensoren mit bestimmten Symmetrieeigenschaften: Ein Tensor zweiter Stufe heifit symmetrisch
falls gilt

S —  §VH

Ein Tensor r-ter Stufe heiflt symmetrisch, falls er symmetrisch in allen Indexpaaren ist. Ein
Tensor zweiter Stufe heiBt antisymmetrisch, falls

o ——
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gilt. Insbesondere gilt fiir einen antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe A% = Al = A2 =
A% = 0. Ein Tensor r-ter Stufe heift antisymmetrisch, falls er antisymmetrisch in allen Index-
paaren ist.

Beispiele fiir Tensoren in der speziellen Relativitétstheorie:
Rang 1: Ortsvektor x*, Impulsvektor p*.
Rang 2: Metrischer Tensor g"¥.

Rang 4: Total antisymmetrischer Tensor (Levi-Civita-Tensor) €“P°. Der total antisymmetri-
scher Tensor ist definiert durch

g3 = 1,

€wvps = 1 falls (u,v,p,o eine gerade Permutation von (0, 1,2,3) ist,
€wvps = —1 falls (u,v,p,0o eine ungerade Permutation von (0, 1,2,3) ist,
€vps = O sonst.

Der total antisymmetrische Tensor ist ein Pseudotensor, er dndert bei Raumspiegelung und Zeit-
umkehr seine Komponenten nicht.

Das Produkt VP99 hildet einen Tensor achter Stufe, wobei dieser Tensor echt ist. Durch
Verjiingung beziiglich ein oder mehrerer Indexpaare erhalten wir Tensoren sechster, vierter oder
zweiter Stufe. Alle diese Tensoren haben dieselbe Gestalt in allen Koordinatensystemen. Daher
lassen sie sich durch &} ausdriicken, des einzigen echten Tensors, dessen Komponenten in allen
Koordinatensystemen dieselben sind.

58 & o
oy, OF &Y oY
Elv‘VPGﬁ(xB'yﬁ - - 6& SE 8% 8§ )
& g 8$ Sg
o 8 o
E'UVpcgocByc = —| 8 SE 8¥ )
& 5 o
&% g = —2 gé gé )
a "B
8'Ll\)pci':ocvpcs = _68"&7
% s = —24.
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3 Die Maxwellschen Gleichungen

Wir behandeln nun die Elektrodynamik. Die Elektrodynamik wird durch die Maxwellschen Glei-
chungen beschrieben. Wir werden die Maxwellschen Gleichungen in drei verschiedenen Formen
préasentieren: In der ersten Version schreiben wir die Maxwellschen Gleichungen in der integra-
len Form auf. Diese Form hat einen direkten Bezug zu den experimentell erwiesenen Fakten und
Grundlagen der Elektrodynamik. In einem zweiten Schritt erhalten wir mit Hilfe der Integralsitze
von GauB3 und Stokes aus der integralen Form die lokale Form der Maxwellschen Gleichungen.
In der lokalen Form sieht man, da3 die Elektrodynamik durch partielle Differentialgleichungen
beschrieben wird. In der dritten und letzten Version der Maxwellschen Gleichungen verbinden
wir die Elektrodynamik mit der speziellen Relativititstheorie und prédsentieren die Maxwellschen
Gleichungen in einer manifest kovarianten Form.

3.1 Die Maxwellschen Gleichungen in integraler Form

Vorbemerkung: Historisch begriindet sind die folgenden Bezeichnungen:

elektrische Feldstidrke

magnetische Induktion (magnetische Fludichte)
dielektrische Verschiebung

magnetische Feldstirke

allwliiv e

Der Zusammenhang zwischen D und E, bzw. zwischen B und H ist allgemein durch
D=¢E, B=uH

gegeben. Wir werden spéter sehen, dal im Allgemeinen in polarisierbaren Medien bzw. magne-
tisierbaren Medien € und u (3 x 3)-Matrizen sein konnen. Im (wichtigen) Spezialfall, in dem sich
€ und u auf Vielfache der Einheitsmatrix reduzieren, betrachtet man sie der Einfachheit halber
als skalare Grofen und bezeichnet € als Dielektrizititskonstante und y als Permeabilitit. Im
Vakuum verwendet man die Notation €y und ug. Man nennt €y die elektrische Feldkonstante
bzw. die Influenzkonstante und man nennt uo die magnetische Feldkonstante bzw. die Induk-
tionskonstante. In der theoretischen Physik verwendet man oft das GauB3sche MaBsystem. Im
Gaullschen Maf3system setzt man

ego=1, po=1, (GauBsches MaBsystem)
so daB} wir im Gauf3schen MafBsystem im Vakuum den Zusammenhang

D=E , H= E, (GauB3sches Mal3system)
haben. Im SI-System gilt hingegen im Vakuum:

D= SOE, B= yOFI, (SI-System)
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wobei € und uo die Werte
g0 =28.8542-107"2CVv!m !,  puy=4n-107"VsA !m~!,  (SI-System)

haben. Die folgende Tabelle liefert einen Vergleich zwischen dem GauB3-System und dem SI-
System:

GauB3-System  SI-System Vergleich
Lénge I cm I m Im=1-10>cm
Masse lg 1 kg lkg=1-10°g
Zeit Is Is
Kraft 1 dyn IN IN=1-10°dyn
Energie 1 erg 1] 17=1-10"erg
Leistung 1 erg/s I1W IW=1-10"ergs™!
Ladung I esu 1C 1C=3-10"esu
Stromstirke 1 esc 1A 1A=3-10%esc
Potential 1 esv 1V 1 V=1/300esv
Elektrisches Feld 1 esv/cm 1 V/m 1Vm~!=1/30000esvcm™!
Magnetisches Feld 1 Oersted (Oe) 1 A/m 1Am~!'=47-10730e
Magnetische Induktion | 1 GauB} (G) 1 Tesla 1 Tesla=1-10* GauB

Bemerkung: In der Elementarteilchenphysik verwendet man oft ein weiteres Einheitensystem,
daf als System der natiirlichen Einheiten bezeichnet wird. Hierbei sind die Einheiten so gewihlt,
daf

h

:1 = — =
¢ ’ 2

gilt. Faktoren von 471 verschwinden, indem sie in die Felder und Quellen absorbiert werden:

= 1 -
E| =—E — V4 .
nat i 1Gaus’ Plnat TP|GauB

3.1.1 Das Induktionsgesetz

Es sei (’ eine glatte Kurve endlicher Linge, ds = 7ds das Linienelement entlang dieser Kurve
und sei E(z,X) ein elektrische Feld. Dann nennt man das Wegintegral

/ d5-E(1,3)
C/

die elektromotorische Kraft.
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Sei nun ( eine glatte, geschlossene Kurve im R, die eine glatte Fliche A berandet. Wir schreiben
auch

d.h. C ist der Rand von A. Sei weiter 7(z,X) die Flichennormale. Dann ist der magnetische Fluf3
durch die Fldche A als das Flichenintegral

®(1) — / S B(1,3)-At, %)

definiert. Das Faradaysche Induktionsgesetz (1831) verkniipft die zeitliche Anderung des ma-
gnetischen Flusses mit der entlang der Randkurve induzierten elektromotorischen Kraft:

— d —
fdf.E(t,z) _ —fFE/dSBa,z).ﬁ(t,z)
C A

Hierbei ist der geschlossene Weg ( so orientiert, so daf3 72 und C eine Rechtsschraube bilden. Der
Faktor fF ist reell-positiv und hingt von der Wahl der physikalischen Einheiten ab. Im SI-System
ister fr = 1, im GauBischen Mafsystem ist er fr = 1/c.

Bemerkung: Das negative Vorzeichen der rechten Seite enthilt eine physikalische Aussage: die
Richtung des in der Kurve C induzierten Stroms ist derart, dass der von diesem Strom erzeugte
magnetische Fluf der zeitlichen Anderung des Flusses der rechten Seite entgegen wirkt. Das ist
der Inhalt der Lenzschen Regel.
3.1.2 Das GauBsche Gesetz
Dielektrische Verschiebung D(z,¥): Im Vakuum gilt
D(1,¥) = E(1,%).

In polarisierbaren Medien sind die beiden Vektorfelder iiber die Relation

D(1,X) = e(X)E(1,%)

verkniipft, wobei €(X) ein Tensor zweiter Stufe ist und die eigenschaften des Mediums — hier
seine elektrische Polarisierbarkeit — beschreibt.

Das GauBlsche Gesetz setzt den FluB der dielektrischen Verschiebung durch eine geschlossene
Flache in Beziehung zur gesamten, durch diese Fliche eingeschlossenen elektrischen Ladung.

Es sei A eine geschlossene glatte Flache, und V das von A eingeschlossene raumliche Volumen.
Es gilt



d.h. die Fliche A ist der Rand des Volumen V. Wenn p(z,X) eine vorgegebene elektrische La-
dungsdichte beschreibt, so gilt

[dsDles)i = fo [ dxp5) = foov.
A \%

Qy ist die im Volumen V eingeschlossene Gesamtladung. Die Konstante f; hat den Wert fg =1
im SI-System und den Wert f; = 47 im GauBBschen MaB3system.

Anwendung des GauBschen Gesetzes auf magnetische Ladungen und die von ihnen erzeugte
magnetische Induktion: Das Experiment sagt uns, daf} es keine freien magnetischen Ladungen
gibt. Deshalb hat man

/dSE(t,fc’)ﬁ = 0.
A

3.1.3 Das Gesetz von Biot und Savart

Das Gesetz von Biot-Savart (1822): Die Stromdichte j(z,X) liege ganz im Endlichen und sei ein
glattes Vektorfeld. Dann ist das durch diese Verteilung erzeugte Magnetfeld gegeben durch

— =/

= JBs 3.0 7, o —X
AR — E/dxj(t,x)xﬁ_w.

Dieser Ausdruck gilt im AuB3en- ebenso wie im Innenraum der Quellverteilung j.Hund B hingen
wie folgt zusammen

B(1,X) = uH(t,%).

u nennt man die magnetische Permeabilitdt. Im Vakuum gilt y = 1 (im Gauf3schen MaBsystem).
Die Konstante fgg hat den Wert fgg = 1 im SI-System und den Wert fps = 471/c im GaufSschen
Malsystem.

3.1.4 Die Lorentz-Kraft

Eine weitere wichtige, vom Experiment bestitigte Erfahrungstatsache steckt im Ausdruck fiir die
Kraftwirkung von beliebigen elektrischen Feldern E (¢,X) und Induktionsfeldern B(,X) auf ein
Punktteilchen, das die elektrische Ladung ¢ trdgt und sich mit der Geschwindigkeit v relativ zu
demjenigen Bezugssystem K bewegt, beziiglich dessen die Felder E und B definiert sind:

F.3) = ¢ (E(:,f) . E(t,)?)) .

Die Konstante fr ist wie im Faradayschen Induktionsgesetz definiert.
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3.1.5 Die Kontinuititsgleichung

Eine weitere, fundamental wichtige Aussage ist die Erhaltung der Ladung: Die elektrische La-
dung ist unter allen Wechselwirkungen erhalten. In integraler Form 148t sich dieser Sachverhalt
wie folgt formulieren: Eine zeitabhingige Ladungsdichte p(z,X) , die ganz im Endlichen liegt,
und eine von den Bewegungen der in p enthaltenen Ladungen erzeugte Stromdichte f(t,)_c’) seien
vorgegeben. Fiir jede glatte geschlossene Fliche A und dem von ihr eingeschlossenen Volumen
V gilt die Bilanzgleichung

. d
/de(:,x’)-ﬁ = —E/d3xp(t,5c’).
A |4

3.1.6 Zusammenfassung der Gleichungen in integraler Form

Faradaysches Induktionsgesetz:
R s d = — A —
fds-E(t,)o - —fFE/a’SB(t,x)-n(t,x)
C A

GauBsche Gesetze:

Biot-Savartsches Gesetz:

Kontinuititsgleichung:

Lorentzkraft:
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3.2 Die Maxwellschen Gleichungen in lokaler Form

Wir erinnern uns an die Sitze von Gaull und Stokes:
Der GauBische Satz lautet:

/d3x d1VF /dSn 17“

Hierbei ist A ein Gebiet im R? mit glattem Rand. Der Rand von A wird mit A bezeichnet. 7 ist
das duflere Einheitsnormalenvektorfeld auf dem Rand, d.h. 7i(X) zeigt vom Rand dA nach auBien
und ist auf Eins normiert. Der GauB3sche Satz besagt, daf} das Integral iiber ein 3-dimensionales
Gebiet der Divergenz eines Vektorfeldes gleich dem 2-dimensionalen Integral {iber dem Rand
des Gebietes der Normalkomponente des Vektorfeldes beziiglich des Randes ist.

Der Satz von Stokes besagt

/dSﬁ( - TotF (¥ /dst ) F (X
B

Hierbei ist B eine kompakte Fliche im R> mit glattem Rand. Den Rand wird mit 0B bezeichnet.
Weiter ist 7 (X) der Einheitstangentialvektor im Punkte ¥ an den Rand dB. Diese Orientierungen
sind so korreliert, daB die geschlossene Kurve dB die in Richtung von 7(¥) durchlaufen wird und
7l eine Rechtsschraube bilden.

3.2.1 Das Induktionsgesetz

Das Induktionsgesetz in integraler Form lautet:
— d —
%di-E(r,)?) - —fFE/dSB(t,)‘c’) At )
c A
Wir wenden nun den Stokeschen Satz auf die linke Seite an:
fdi-ﬁ(t,x’) _ /dS (V% E(,9) 40,9,
c A
Daher
— — d —
/dS (V% Ew.) a(.5) = —fFE/dSB(z,x’) A, R)
A A

Diese Gleichung gilt fiir jede Fliche A. Wir konnen die Flache auch auf eine Punkt zusammen-
ziehen, daher miissen die Integranden gleich sein:

— — a —
VXE(t,X) = —ngB(t,)?)
Zur Erinnerung: Im SI-System ist fr = 1, im GauB3schen MaBsystem ist fr = 1/c.
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3.2.2 Das Gaufische Gesetz

Das Gaullsche Gesetz fiir die dielektrische Verschiebung:
/dS D(t,%)-A = fG/d3x p(1,%).
A v

Wir wenden nun den Gaullschen Satz auf die linke Seite an:
/dS B(t,%) -7 = /d3x V. D(t,5).
A \%

Somit

/d3x V.D(1,7) — fG/d3x 0(1,3).
%

14

Da das Volumen beliebig ist und seine Oberfldache stetig zusammengezogen werden kann, miis-
sen wieder die Integranden gleich sein.

65(t7)_5) = pr(t7£)'

Zur Erinnerung: Die Konstante f; hat den Wert f = 1 im SI-System und den Wert fg = 47 im
Gaullschen Mafsystem.

Aus der Integralform des GauB3schen Gesetzes fiir das Magnetfeld

folgt analog

3.2.3 Die Kontinuititsgleichung

Wir bestimmen zunéchst die lokale Form der Kontinuitéitsgleichung und wenden uns erst danach
dem Gesetz von Biot und Savart zu. Die integrale Form der Kontinuitdtsgleichung lautete:

- d
/dS j@.x)-a = - /d3x p(1,%).
A \%
Wir wenden wieder den Gaul3schen Satz auf die linke Seite an:

/dS i0.5) -4 = /d3x§-f(z,x’).
A \%
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Es folgt dann

und

3.2.4 Das Gesetz von Biot und Savart

Die integrale Form des Gesetzes von Biot und Savart lautet:
T fBS/ 307, o
H(t,X) = =— [dXx j(t,X
(%) = 22 [ o,

Zur Erinnerung: Die Konstante fgg hat den Wert fpg = 1 im SI-System und den Wert fpg = 4m/c
im Gauf3schen Maf3system. Wie man leicht nachrechnet, gilt

Xx—X = 1 = 1
ﬁ = -V, = ) Vy 2
% — | |X—X| |X—X|

3 — fBS e = 1
A = 25 /d3' A
I

fBS / 3.7 7 —
= —V, t
475 X d X ]( ,.X) |)—C»_)—C’/|

Der Vorzeichenwechsel kommt von der Vertauschung der Reihenfolge im Vektorprodukt. Nun
nimmt man auf beiden Seiten die Rotation und beniitzt

Somit

%x (%x?) = %(%V) —AV.

— — — —’ 1
VxHtX) = fBSV /d3 " (ﬁ)
X

fBS 3.7 1
o ] T (w—vo

Im ersten Term verwendet man

Im zweiten Term benutzt man




Bemerkung: Die Gleichung Al/r = —4nd(r) verifiziert man fiir » # 0 durch Differentiation.
Es handelt sich hier um zwei Distributionen. Das Verhalten am Ursprung tiberpriift man durch
Integration iiber eine Testfunktion. Man integriert iiber eine Kugel mit Radius € und verwendet
den zweiten Greenschen Satz.

/d3fo% - /d3x Af+/d25f———/d2Slaarf

|x|<e [x|<e |x|=¢ |x|=¢

Nun ist d2S = r2dQ = rsin 0d46d @, daher verschwinden der erste und der dritte Term im Grenz-

fall € — 0.
1 1
/ d3fo; = / cﬂSfa —e /de <—£—) = —47£(0).

| <e x|=e

Einsetzen der Hilfgleichungen:

da j(r,¥') ganz im Endlichen liegen soll, und daher (fiir ein gro genug gewihltes Volumen) auf
dessen Oberfldche verschwindet.
Nun verwendet man die Kontinuitédtsgleichung

-

%p(t,)_c’) +V-jt,%) = 0.
und erhilt

L 9=
VxA@Ey = 1825 /d3’|ﬁ 4,|+stJ(f %)

41 ot
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Nun hat man mit p(¢,X) = 6-5(1‘,)_6)/]%

t - 1
/d3"p 5) —/d3x'p(t,)_c")Vx/_, _
X—=X| |X —X'|
1 = — o 1
- d3’(v/1)ﬂ)v,
fG/ X X (7'x) X|X»\_)—C»/‘
1 —
= — [ &YX D(t,¥)Ay
R
4 =
= __TCD(L_))?
fc
und somit
VA7) — fBs 0
X H(t,X) = E_D(t %)+ fas)(t,%)

Bemerkung: Aus der integralen Form des Gesetzes von Biot und Savart folgt durch die oben
gezeigte etwas liangere Ableitung die korrekte lokale Form dieses Gesetzes inklusive des Ver-
schiebestromes 0D /or.

3.2.5 Zusammenfassung der Maxwellschen Gleichungen

Fassen wir die vier Maxwellschen Gleichungen zusammen:

V-Bt,¥) = 0,
%xﬁ(t,x’)+fF%B’(t,z> = 0,

VDY) = fop(1,%),
VAT -TBOD05) = fasi(t.5).

Die Lorentz-Kraft:
F.3) = ¢ (E(:,f) + R x E(t,)?)) .

Fiir die Konstanten fFr, fg und fgs haben wir im SI-System, bzw. im Gaul3schen System:

fr fc fBs
SI 1 1 1
1 4
GaUB p 475 ?TC

Bemerkung: Die Kontinuitétsgleichung kann aus der lokalen Form der Maxwellschen Gleichun-
gen hergeleitet werden. Man betrachte hierzu die Zeitableitung der dritten Gleichung und die
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Divergenz der vierten Gleichung:

%ﬁf)(z,x’) = 4n%p(r,)?),
?(%xf[(z‘,fc’))j—%%%f)(i,fc’) - P58
=0
Daher
a =
gp(t,x)—i—V](t,x) = 0

Historische Bemerkung: Das Amperesche Gesetz fiir stationéire Strome:
6 Xﬁ(t7£) = fBSf(t7£)7 6‘70‘756) =0.

Die Verallgemeinerung dieser Gleichung auf nicht-stationédre Strome fiihrt zu einer nicht-konsistenten
Theorie. Es fehlt der Verschiebestrom, der die Ladungserhaltung bewirkt.

Ab jetzt werden wir in dieser Vorlesung nur noch das Gau3sche MafBsystem verwenden. Die
Maxwellschen Gleichungen lauten demzufolge:

V-B(t,%) = 0,
V x E(t *)-i—lal?(t Y) 0
X)+—= X) =
b Cat b b
Vl_j(t7£) = 471:[)(1,)_5),
= = 1 a = 475—»
VxH(t,X)——=D(t.X) = —jtX).
(1%)—==D(t.3) = —jt.5)
Im Vakuum haben wir
D(1,¥) = E(1,%),
H(t,X) = B(1,%)

Die Lorentz-Kraft:
F.9) = ¢ <E<t,x) + % E(t,)_c’)) .
c

3.3 Elektromagnetische Potentiale und Eichinvarianz
3.3.1 Skalare Potentiale und Vektorpotentiale

Aus der Mathematik ist bekannt, dal ein Vektorfeld, dessen Rotation verschwindet, sich als
Gradient einer skalaren Funktion darstellen 146t:

VxV =0 — V=Vo.
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Ebenso ist bekannt, da3 ein divergenzfreies Vektorfeld sich als die Rotation eines weiteren Vek-
torfeldes schreiben 14t:

V.V=0 =— V=VxA.

Bezogen auf die Maxwellschen Gleichungen fithren wir nun zwei Hilfsfelder ® und A, so daf
die beiden homogenen Maxwellschen Gleichungen identisch erfiillt sind. Aus

V-Bt,®) = 0
folgt
B(t,x) = VxA(13).

Das Hilfsfeld A (¢, ¥) nennt man das Vektorpotential. Setzt man den Ausdruck fiir B in die zweite
Maxwellsche Gleichung ein, so erhidlt man
(t J‘c’)) =0

Somit 148t sich der Ausdruck in der Klammer als Gradient eines skalaren Feldes darstellen:

w( (6,8 + 24

®|®

ﬁ

—

E(t, x)—i—12 A(t,X) = —=VO(1,%).

c ot
Das Minuszeichen ist Konvention.

E(t,x) = —%(z,x’)—%%;{(t,z).

®(z,X) nennt man das skalare Potential. Betrachten wir nun die inhomogenen Maxwellschen
Gleichungen im Vakuum, d.h. D = E und H = B. Setzt man die obigen Ausdriicke in die inho-
mogenen Maxwellschen Gleichungen ein, so erhilt man

(-%(r,z) %aiA( )) = 4np(1,%),
5 (Fenn-10A0n) - e,

Umschreiben liefert:

AD(1 x>+1§§ A1,3) = —4mp(1.3),
C
1 82 — — e 1 a —» e - 475—,» by
—55AT) — A1, x>+v<;§¢(t,x>+VA(t,x>) = —Jt3).
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3.3.2 Eichinvarianz

Die Zerlegung
B(1,x) = VxA@3),
E(t,X) = —Vo(t,X)——=A(t,X
(1.%) (1,%) — <5 A(1.9)

ist nicht eindeutig. Setzt man
A't,%) = A(1,%)+Vy(t,%)

und gleichzeitig

cot

e I T N I SN I IS
A R B T R ) B (R )

Eine Transformation des Typs

10
(1,%) = P@,%)—-—=—x(t,%
(t,%) (1,%) catX(t’x)’
K’(t,)’c’) = A’(t,)?)-q-%x(t,)‘c’),

heiBt Eichtransformation der Potentiale. Eine Eichtransformation 148t das elektrische Feld und
das Induktionsfeld unverindert.

Man kann die Eichtransformationen benutzen, um zusitzliche Bedingungen an die Potentiale
@ und A zu stellen. Eine iibliche Forderung ist zum Beispiel

1 a - —

—=-®(1,X)+ VA(t,X) = 0.

~ S 0(1, %)+ VA(1, )
Erfiillt das skalare Potential und das Vektorpotential diese Gleichung, so sagt man, daf3 die Poten-
tiale in der Lorenz-Eichung' sind. Man kann beliebige Potentiale ® und A in die Lorenz-Eichung

bringen, indem man eine Eichfunktion  als Losung der inhomogenen Differentialgleichung

1 92 . 10 I
(C_@_A)xa,@ = (1) + VAL

1Ludvig Valentin Lorenz (1829-1891); Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)
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wihlt.

Beweis:

(@(:,f) - %%x(w?)) 4V (A’(z,x’) + %x(t,xj)

¥l

a1+ 9AwD) — (L2 a)y0m)
ot i c? ot? WA

I
S 0ol=
| =

Bemerkung: Die Lorenz-Bedingung legt die Potentiale noch nicht eindeutig fest, sondern defi-
niert nur eine Klasse von Potentialen. So hat man noch immer die Freiheit, weitere Eichtransfor-
mationen mit einer Eichtransformation, die

1 9? .
erfiillt, auszufiihren. Beweis analog zu oben.

In der Lorenz-Eichung lauten die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen
Lo A ) D(1,%) 4mp(t,X)
— =5 — X) = X
C2 at2 ) p ) )
1 0* - 4n,
(55:-8)Ac0 - Zien,
wobei
19 ®(1,%) + VA(L, %) 0
- X X) =
cot ’
gilt.
Eine andere Klasse von Eichungen wird durch die Bedingung
VALY = 0
festgelegt. Diese Eichung nennt man Coulomb-Eichung.

3.3.3 Partielle inhomogene Differentialgleichungen

Wir betrachten als Beispiel fiir eine inhomogene Differentialgleichung die Poisson-Gleichung
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Es sei f(X) vorgegeben und wir suchen eine Losung ®(X). Eine Losung erhilt man mit Hilfe
der Greenschen Funktion. Diese Losungsmethode ist allgemein und 146t sich auch auf andere
Gleichungen wie die Helmholtz-Gleichung

(A+0’)@EF) = f(¥),
oder auf die vierdimensionale Verallgemeinerung der Poisson-Gleichung
Do(x) = f(x)

anwenden. Als Greensche Funktion bezeichnet man eine Losung der Differentialgleichung,
in der auf der rechten Seite eine Delta-Funktion auftritt. Fiir die Poisson-Gleichung lautet die
zugehorige Differentialgleichung fiir die Greensche Funktion

AGERT) = 8(F—X).

Multipliziert man beide Seiten mit f(X') und integriert man iiber X’ so erhilt man
[ @A (r@6ER) = @

A, wirkt nur auf die ungestrichenen Gréen und kann vor das Integral gezogen werden:

Somit ist

eine Losung der Gleichung

Fazit: Ist die Greensche Funktion bekannt, kann man auch die Losungen fiir einen beliebigen
inhomogen Term f(X) konstruieren.

Bestimmung der Greenschen Funktion: In der Herleitung der lokalen Form des Gesetzes von
Biot-Savart wurde verifiziert, dafl

1 1

= =/
G(x,x) = —EW

die Greensche Funktion der Poisson-Gleichung ist. Nun wollen wir eine allgemeine Methode zur

Bestimmung von Greenschen Funktionen betrachten. Wir gehen von der Differentialgleichung
fiir die Greensche Funktion aus

AGERT) = 8(Fx—X)
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und betrachten die Fouriertransformierten:

5(k) ist gegeben durch

Eingesetzt erhilt man
I P
A, wirkt nur auf die Exponentialfunktion:
/%(_wz)eizuy)é(z) _ / d*k k()
Aus der Gleichheit der Integranden folgt

~ 1
G k — I
(k) W
und somit
. Pk 1 e .
GF-%) = ‘/(zﬁ@e HEEL L 3-E=(0,0.)

o T 21

! |
= Gy / dk / 0 / dsin@e 00— _cosp
0 0 0
|

o)

. 1 tkru __ 1 r 1 ikr —ikr
B (Zn)Z/dk/due B (Zn)zo/dkikr (e ¢ )

Bemerkung: Die Losung der Poisson-Gleichung
B(x) — / BN F(F)GRF)
ist nicht eindeutig, wir konnen zu dieser Losung immer eine Losung der homogenen Gleichung
AD(X) = 0

addieren.
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3.3.4 Probleme mit Randwertbedingungen

Um eine eindeutige Losung zu erhalten, miissen zusitzlich Randbedingungen gefordert werden.

Dirichlet-Randbedingungen: Das Potential auf einer geschlossenen Flédche ist vorgegeben. (Bei-
spiel: Elektrische Leiter mit gegebenen Potentialen.)

Neumann-Randbedingungen: Die Normalenableitung 0®/0ii auf einer geschlossenen Fléiche
ist vorgegeben. (Beispiel: Vorgegebene Flichenladungen.)

Eindeutigkeit: Seien @1 und &, zwei Losungen der Poisson-Gleichung mit vorgegebenen Rand-
bedingungen, d.h.

®)|p, = Dy|, Dirichlet

oder
0D, 0d,
~ = —| , Neumann
on |p on |
Betrachte nun U = &, (X) — @, (). Es gilt
AU(X) = 0,
Ul = 0, Dirichlet
oU
—— = 0, Neumann
on |

Aus dem ersten Greenschen Satz (mit A = dV)

¥
on-

/d3x (anlPJﬁcp-%lP) _ /dScb
\%4 A

folgt mit® =¥ =U:

— — a
/d3x (VU~VU> _ /dSUalf.
n
\% T A

Das Oberflachenintegral auf der rechten Seite gleich Null. Daher gilt
/ #x (VU-vU) = o,
14

und da der Integrand nicht negativ sein kann, folgt

YU = 0.

Daher ist U in V konstant. Fiir das Dirichletsche Randwertproblem gilt U = 0 auf F, und da U
konstant ist, auch in V. Somit ist die Losung eindeutig. Fiir das Neumannsche Randwertproblem
konnen sich zwei Losungen um eine additive Konstante unterscheiden.
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3.4 Die Maxwellschen Gleichungen in kovarianter Form
3.4.1 Die Lorentzkraft und der Feldstirketensor

Zur Erinnerung: Vierergeschwindigkeit

dx! 1 v 1,
l/l'u — d— — > R 5 s ’Y 1, —V .
S\V1-5 ef1-5 ¢

ds = Ealz‘,

Y
Viererbeschleunigung:

du

w = —
ds

Newtons Gesetz F' = ma in relativistischer Verallgemeinerung:

d
2 T,
mc-— = K.
dsu
Kontraktion mit u,, liefert:
d 1 d
S - 2% 2 —
mc u#dsu > c 75 ul 0,
und daher
Ky, = 0

Fiir die rdumlichen Komponenten gilt:

Angewandt auf die Lorentzkraft:



und daher

24 0 2 =
—u = ~y=—qyEW.
me” U me qu v
Somit:
d SV
2
- — ygE - -
m S (y) = k-,
,d [V S Vo
me-—|vy-| = v|E+-%xB).
ds \'c c
Die linke Seite lautet kovariant geschrieben
d
25
me”

Setzt man nun

0 —EY —E —E°
EX 0 -B B

-
F EY B 0 -B
EZ -B B 0
SO ist
0 —EY —EY —E° Y
EX 0 B B Y
uv — 5
P =4l g g o p 2
E* -B® B* 0 —y
C
VE; )
- YEX+Y(wWB —viB) | EY
= q ,YEy+E(VZBx_Vsz> —CI'Y E'-i—%XB’ .

VE*+ (V"B — B
Somit ist die Lorentzkraft als Viererkraft gegeben durch
K* = gF*™uy,

und wir konnen daher schreiben

d
me*—u = gF"u.

ds

Die linke Seite transformiert sich wie ein kontravarianter Vektor unter der Lorentzgruppe, uy
transformiert wie ein kovarianter Vektor, daher muf} sich F#V wie ein Tensor zweiter Stufe trans-

formieren:

\%
FIIJ — A'upAVGFpG
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F™ nennt man den Feldstirketensor. Die elektrischen und magnetischen Felder erhilt man aus
F* durch

gl — pi0_ _foOi

. 13 .
B' = —E Z EiijJk.
jh=1

Bemerkung: F*V ist anti-symmetrisch:

FW = _F

3.4.2 Die Kontinuititsgleichung und die Viererstromdichte

Die Kontinuitétsgleichung lautet
a — = =2 —
ng‘?x) +V- ](Z‘,X) = 0.

Sie gilt in jedem Koordinatensystem. Sie 148t sich mit

# = (ep.])

auch als

Nun ist d,, = (% % , 6) ein kovarianter Vierervektor und d,,j* ein Skalar. Daher transformiert sich

J* wie ein kontravarianter Vierervektor.

3.4.3 Die Maxwellschen Gleichungen

Die homogenen Maxwellschen Gleichungen:

Wir betrachten
IFH L FVE LV PN =
Setzen wir A = 1, u = 2 und v = 3 so erhalten wir

a]F23+82F31+a3F12 — 0,
0 0 0
— =\ —_ — | — Y —_—— z fr—y
5B =5, (B) () = 0,

-

VB = 0.
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Dies ist die erste Maxwellsche Gleichung. Jede Permutation von (A, u,v) = (1,2,3) liefert diese
Gleichung. Sei nun A = 0, u = 1 und v = 2. Dann erhalten wir

PF2 g0 2p0l _

10 . 0 v 0 o

;g(—B)—aE —5(—E) = 0,
iEy—iEx-i-liBZ = 0.

ox dy cot

Dies ist die z-Komponente der zweiten Maxwellschen Gleichung. Die x- sowie die y-Komponente
erhalten wir fiir (A, i, v) = (0,2,3) bzw. (A, u,v) = (0,3, 1). Somit lassen sich die ersten beiden
Maxwellschen Gleichungen zu

MEMY L QHEVA L QVEM —

zusammenfassen. Mit Hilfe des anti-symmetrischen Tensors €,yps und wegen der Antisymmetrie
von F*¥ kann dies auch als

gluvp(yavaG — O

geschrieben werden.

Die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen:

V-Et,% = 4np(t,%),

= =g 18—» 47[—»
VxB(t,X)——=E(t,X) = —j(t,X).
) Bl d) — S E(d) = - je,)
Wir betrachten
N
c

Fiir v = 0 haben wir

80F00+81F10+82F20+83F30 = 4mp,

d 0 0

Y opx . oy il - A

aXE +ayE +aZE 47p,
V-E = d4np.

Dies ist die dritte Maxwellsche Gleichung.

Fiir v = 1 erhalten wir

AF" + 9, F +9,F2 49,73 = 4_chx7
C

10, . 0. 9, . 4n

;g(—E)'i'@B +8_z(_B> =

0 . . 13  4n,

a" "t a7



Dies ist die x-Komponente der vierten Maxwellschen Gleichung Die y- bzw. z-Komponente er-
halten wir fiir v = 2 bzw. v = 3. Somit ist gezeigt, da} sich die inhomogenen Maxwellschen
Gleichungen zu

zusammenfassen lassen.

3.4.4 Viererpotential

Es wurde schon gezeigt, da3 sich die homogenen Maxwellschen Gleichungen durch die Ein-
fiihrung eines skalaren Potentials ® und eines Vektorpotentials A identisch erfiillen lassen. Zur
Erinnerung:

_9p_ 19 x
_’ = - - 1 a e - %Y % %t y
E(I,X) = —VCID(t,x)—EgA(t,x): —§¢—€§A s
5P g
9 d
) L EAZ —5A
B(t,3) = VxA(@t¥)=| SA —2A°
d 9
A — EAX
Wir betrachten nun das Viererpotential
A — (cp,A’>
und berechnen
A —9VAH,
Zur Erinnerung:
1o =
?H = [-—,-V
<c or’ )
5 0 ca;Aer n® catAy+ »® catAZ+acI)
HAY _VAH  — _§CD A EAX 0 B BxAy + ayAx aéVAZ + aaZAx
I P Y0 TR T e
SO — gAY —g AT+ ayA" —5A + EAZ 0

0 —EX —E —EZ
EX 0 -B B "
= \|le B o - |7F

E* —-BY B* 0
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Somit haben wir gezeigt, daB} sich der Feldstirketensor durch
F* = 9"AY —9YA*

darstellen 148t.

Bemerkung: Die homogenen Maxwellschen Gleichungen sind identisch erfiillt:

SluvpcavaG — Sluvpcav (apAG - aGAp> — 2£luvp0 avap AG — O.

symmetrisch

Einsetzen in die inhomogenen Gleichungen liefert

4n
0AY —9%9,A" = —j".
c

Die Bedingung fiir die Lorenz-Eichung lautete

1 a - =

-——d4+VA = 0.

c ot
Dies 14Bt sich kovariant als

A" = 0

schreiben, und gilt daher, wenn sie in einem Bezugssystem giiltig ist, auch in allen anderen. Die
Lorenz-Eichung ist eine kovariante Eichung.

Bemerkung: Die Wahl einer Eichung muf} nicht notwendiger Weise kovariant sein. Ein Gegen-
beispiel ist die Coulomb-Eichung, die in einem Koordinatensystem K durch

VA =0
definiert ist. In einem zu K bewegten Bezugssystem K’ gilt im allgemeinen
VA £ 0
In der Lorenz-Eichung (d,A") lauten die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen
OA4 — an .
c
3.4.5 Zusammenfassung der kovarianten Formulierung

Definition des Feldstirketensors:

0 —EX —E' —F°
EX* 0 -B B
EY B 0 —B
E* -B* B* 0

P =
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Maxwellsche Gleichungen:

I L FFVE L VFM = 0,

47
F* = —,

wobei j* = (cp, ).
Lorentz-Kraft und Bewegungsgleichung:

mcziw“ =K* KM= qF"uy.
ds

Vierer-Potential:

A = (d),[f)

F* = oMAY —0YAM.
Die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen mit Hilfe des Vierer-Potentials:

4m
DAV—avayA“ = ~ 7.

Lorenz-Eichung:
A" = 0
Die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen in der Lorenz-Eichung:
4,

oAV = —Jj.
c

4 Das Wirkungsprinzip

4.1 Die relativistische Mechanik in der Lagrange-Formulierung

Wir haben gesehen, dafl wir die Newtonsche Mechanik elegant durch eine Lagrange-Funktion
beschreiben konnen. Wir wissen bereits, dal die Newtonsche Mechanik nur gilt, falls alle Ge-
schwindigkeiten klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind. Sind dagegen die Geschwin-
digkeiten in der GroBenordnung der Lichtgeschwindigkeit, so miissen wir die relativistische Me-
chanik verwenden. Es stellt sich daher die Frage, ob auch die relativistische Mechanik mit Hilfe
einer Lagrange-Funktion und eines Wirkungsprinzips formuliert werden kann. Fiir ein relativi-
stisches Teilchen gilt die Bewegungsgleichung

d
M — KM
drp”
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Mit Hilfe von ds = cdt und p* = mcu* 146t sich die Bewegungsgleichung auch wie folgt schrei-
ben:

d
2 T,
me"—u = K.
ds
Fiir ein kriftefreies relativistisches Teilchen reduziert sich diese Bewegungsgleichung auf
d
2 T
me-—u" = 0,
ds

fiir ein relativistisches Teilchen in einem elektromagnetischen Feld ist die Kraft durch die Lor-
entzkraft gegeben und wir hatten die Bewegungsgleichung
d
mc?—ut = gF* uy.
ds
Wir wollen nun diese beiden Fille aus einem Wirkungsprinzip herleiten. Die Bewegungsglei-
chung fiir ein freies Teilchen lautet
d d
—p' =0, bzw. —ut =0,
dt ds"
Wir suchen nun eine Wirkung, dessen Variation diese Bewegungsgleichung liefert. In der nicht-
relativistischen Mechanik war die entsprechende Wirkung gegeben durch

1 1
S = /dt Em\_/Q
ta

Der Ausdruck unter dem Integral
1
im\_fz dt

ist hierbei invariant bis auf Eichtransformationen unter den kontinuierlichen Symmetrien der
Galilei-Gruppe. (Dieser Ausdruck ist auch invariant unter der Raumspiegelung, er dndert aber
sein Vorzeichen unter der Zeitumkehr. Im Falle der Zeitumkehr mufl man im Integral natiirlich
auch die Integralgrenzen transformieren: t, — —t, und f, — —15,. Vertauscht man nun (—#,) und
(—tp), so bekommt man ein weiteres Minuszeichen.)

In der relativistischen Mechanik suchen wir nun einen Ausdruck, der invariant bis auf Eichtrans-
formationen unter den kontinuierlichen Symmetrien der Poincaré-Gruppe ist. Dieser gesuchte
Ausdruck muf3 natiirlich auch wieder ein Differential erster Ordnung sein. Hier bietet sich die
infinitessimale GroBle ds an. Wir wissen bereits, dall ds unter den Poincaré-Transformationen
invariant ist. Wir machen den Ansatz
b
S = A / ds,
a
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mit einer zu bestimmenden Konstante A. Das Integral ist lings einer Weltlinie zwischen den
Ereignissen a und b zu nehmen. Legen wir uns auf ein bestimmtes Koordinatensystem fest, so
konnen wir auch schreiben

S = / Ldt,

tél

wobei L als Lagrange-Funktion bezeichnet wird.

Betrachten wir also zunichst das Funktional

b
S (1) = A/ds

und eine Variation der Bahn
() — AH(r)+ (1)

Wir wollen wieder fordern, daf} die physikalische Bahn diejenige ist, unter welcher die Wirkung
stationdr wird. Es muf} also gelten:

B
SeS @l = o

Wir bendétigen nun die Variation des infinitessimalen Viererwegelements ds. Es ist

8iud = S—ZW = W ZdXVS—inxV = % S—idx = uvﬁ—?cﬁ‘dx
und somit
dds = uyodx".
Weiter gilt

8S = A/Sa’s-A/uVde —A/uvdsx

= AuVSxV| —A/ (—uv) xVds = —A/a’s (—uv) oxY.

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dall die Variation am Anfangspunkt ¢ und am Endpunkt b
verschwinden soll. Aus der obigen Gleichung folgt nun

d
- Uy = 07

ds
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was genau die relativistische Formulierung der Bewegungsgleichung eines freien Teilchen ist.
Wir haben also gesehen, daf} die Variation der Wirkung

b
= A/ds
a

die richtige Bewegungsgleichung liefert. Wir wissen allerdings noch nicht, welchen Wert die
Konstante A haben muf3. Um diese Konstante A zu bestimmen, wihlen wir ein Koordinatensy-
stem, so dafl wir die Wirkung als

schreiben konnen und fordern, daf sich die Lagrange-Funktion im nicht-relativistischen Grenz-
fall auf

1
liml = const+ imv2 +0 (v4)

v—0
reduziert.
Mit
2
ds = cdi\/1-5
c
erhalten wir
2
v
L = Ac\/1——.
c 2
Wir entwickeln L:
v2 Av? 4
L = AC 1—?:AC—2—+O(V)
Daher folgt A = —mc und
2
S=—mc /a’t\/ —, l—v,
tLl
bzw.
b



Nachdem wir nun ein kriftefreies Teilchen betrachtet haben, wollen wir uns dem Problem zu-
wenden, die relativistische Wirkung fiir ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld zu be-
stimmen. Der Zusatzterm, der die elektromagnetische Kraft auf das Teilchen beschreibt, muf} na-
tiirlich wieder eine skalare Grofe unter Lorentztransformationen sein. Andererseits erwarten wir
natiirlich auch, dal} er das elektromagnetische Viererpotential A* und die Vierergeschwindigkeit
u" des Teilchens enthilt. Ein Lorentz-invariante GroBe, die sich aus diesen beiden Vierervektoren
konstruieren 148t, ist zum Beispiel

u
u A,

Wir betrachten daher zunéchst die Wirkung

b
/ds (—mc — gu,v,A’“’>
c
a

und zeigen, dal diese Wirkung die bekannte Bewegungsgleichung liefert.
Die Variation des ersten Terms liefert wieder

b b
—mc/ds = mc/ds (%uy) oxM.

Betrachten wir nun den zweiten Term. Wir konnen diesen Term auch als

b b b
_ 4 u:_Q/ %u:_ﬂ/ u
C/d”‘uA : ds dsA : dx, A
schreiben. Die Variation liefert
b b
/ dxAl | = / [AHSdx, + (8A¥) dx,| = / [Ad (8x,) + (ByAH) 8x"dx,
/ [ d vd
X
= AH— AH K
/%_dg%)@vﬁ w}
/ [ d
— /ds — <$AH) (8x,) + (BVA“)BxVu,,}
b
ox" v
— / ds |—(dyA*) — s (8x) + (9vAH) &x u,v,}

= / ds [~ (@uy) '+ (3 ] 8 = [ ds [,y — 00, '8

:/mmww.
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Somit erhalten wir insgesamt fiir die Variation der Wirkung

/ds [mc Fyvu oxt.

Hieraus folgt die Bewegungsgleichung
me—uy, = =—Fyu',
bzw.

%p,u qF,uVu

womit gezeigt wire, dal wir wieder die bekannte Bewegungsgleichung eines relativistischen
Teilchens in einem elektromagnetischen Feld erhalten.

Somit lautet die Wirkung und die Lagrangefunktion fiir ein relativistisches Teilchen im elek-
tromagnetischen Feld

S = /ds (—mc——uHA“ /dtL

a

1 2
L = —mc®—— gu’“’Au = —mczw 1— v_2 —qP+ qVA
Yo ¢

Der kanonische Impuls ist wie iiblich als die Ableitung der Lagrangefunktion nach der Ge-
schwindigkeit definiert:

. oL my q q
Pkanonisch = o - + = -
1% C C

Hierbei ist zwischen dem mechanischen Impuls prechanisch = P und dem kanonischen Impuls
Pkanonisch = P + %A zu unterscheiden. Die Hamiltonfunktion ergibt sich zu

oL mc? -\ 2
H = \7? —L=—on— 4¢P = \/m2c4 +c? (ﬁkanoniseh — gA) +q®,
V 2 c
C

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, daf3 aus

. my
Pmechanisch =
VV1-8
T2

55



die Beziehung

1 : \/ 2)’

— 2.2 =2 _ 2.0 -

= m<c + o = — mc—|—<k 'h——A)

|2 mc Prmechanisch me Pkanonisc .
2

folgt. Daher ist

2
H—q® = \/m2c4 +c? (ﬁkanoniseh - §A> .

Wir stellen uns nun ein System einmal mit und einmal ohne elektromagnetische Felder vor. Wir
gelangen von der Situation ohne elektromagnetische Felder zu der Situation mit elektromagneti-
schen Feldern durch die folgenden Ersetzungsregeln:

H — H-—qg?,

Pkanonisch  —  Pkanonisch — EA-

Diese Regeln werden auch als minimale Substitution bezeichnet.

4.2 Felder als dynamische Variablen

Wir betrachten nun ein System bestehend aus Teilchen und Feldern. In der klassischen Mechanik
sind die Felder nur (vorgegebene) Hilfsgroen.

In der relativistischen Mechanik breitet sich die Wirkung mit einer endlichen Geschwindigkeit
aus. Daher dndern sich Felder auch nicht instantan, sondern Anderungen breiten sich mit einer
endlichen Signalgeschwindigkeit aus. Daher sind auch Felder als dynamische Variablen zu be-
trachten.

Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung 146t sich auch auf Systeme mit unendlich vie-
len Freiheitsgraden verallgemeinern. Hierbei wollen wir ausgehend von einem System mit end-
lich vielen Freiheitsgraden dies zunéchst auf abzihlbar viele Freiheitsgrade verallgemeinern und
dann in einem zweiten Schritt dies auf iiberabzédhlbar viele Freiheitsgrade verallgemeinern:

e Endlich viele Koordinaten ¢;(¢): Dieser Fall ist aus der Lagrangemechanik bekannt. Als
ein Beispiel betrachten wir ein Modell fiir einen (eindimensionalen) elastischen Stab. Wir
stellen uns vor, daf dieser Stab durch n Massepunkte der Masse m beschrieben wird. Im
Ruhezustand sollen alle Massepunkte den Abstand a haben. Die (generalisierte) Koordi-
nate des i-ten Massepunktes sei ¢;, die so gewdhlt ist, so dal3 im Ruhezustand ¢g; = 0 gilt.
Dartiiber hinaus nehmen wir an, dafl benachbarte Massepunkte durch masselose Federn mit
der Federkonstante k verbunden seien. Die Ausdriicke fiir die kinetische und die potentielle
Energie lauten:

1 &
Tzizm%'za V:_Zk(Qi+1_Qi>2-
i=1 ]



Die Lagrangefunktion lautet

12 5 ln—l :
L = T_Vzizmql'_izk(%’—i-l_%')'
i=1 =

1

Die Variation der Wirkung liefert n Euler-Lagrange-Gleichungen:

%—ia—L =0 1<i<n
aqi dl‘aqi N ’ - =

Abzihlbar viele Koordinaten ¢;(¢): Hier ist die Verallgemeinerung relativ einfach und wir
konnen das obige Beispiel modifizieren, indem wir einen unendlich langen elastischen
Stab betrachten. Die Ausdriicke fiir die kinetische und die potentielle Energie lauten nun:

1 - 1
Tzizmﬁ, Vzizkwﬂ—%f-
i€Z i€z

Der einzige Unterschied zum Fall endlich vieler Freiheitsgrade besteht darin, daf hier iiber
abzihlbar viele Freiheitsgrade summiert wird. Die Lagrangefunktion lautet:

1 , 1 m. BEAS
L = T=V=3Y (mi}—k(g1—a)’) =5 L a| =¢} ~ka (u) -

i€ icz. \\¢ a
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten:

w da
dgi dtdq;

Wir erhalten

ka (%—H 2q21 +%—1) B qu —

a a
Uberabzihlbar viele Koordinaten g, (¢), wobei nun x € R. Anstelle von g, (t) schreibt man
g(t,x) und betrachtet g (¢, x) als ein Feld im (zweidimensionalen) Raum R? mit den Koordi-
naten (7,x). Im obigen Beispiel konnen wir den Grenzfall @ — 0 betrachten. Im Grenzfall
a — 0 geht das Verhiltnis m/a tiber in u (Masse pro Lingeneinheit). Die Ausdehnung
pro Lingeneinheit an der Stelle x zur Zeit ¢ bezeichnen wir mit §(z,x). Die GroBe ka geht
tiber in das Youngsche Modul Y, welches wir als von x und ¢ unabhiingig betrachten, da der
Stab an jeder Stelle und zu jeder Zeit die gleichen Elastizitdtseigenschaften haben soll. Das
Youngsche Modul beschreibt die Beziehung zwischen Kraft und Ausdehnung pro Lingen-
einheit:

F(t,x) = YE&(t,x).
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Diese Gleichung ist die Verallgemeinerung des Hookschen Gesetzes auf kontinuierliche
Systeme. Fiir § gilt:

&(Z‘,X) — lim QH-](t)_qi(t) — lim Q(tvx—i_a) _CI(I )C) ;x (t X)

a—0 a a—0 a

Die Summation in der Lagrangefunktion geht iiber in ein Integral und wir erhalten
/d aq t x) _y (a0’
2 ox '

Wir bezeichnen den Ausdruck
1 9g\ > 9g\ >
—|ul =) -V =
2 ot ox

als Lagrangedichte. Die Wirkung ist gegeben durch

tp o
S = /a’t/de.
t; —oo

Schreiben wir zur Abkiirzung d;q = dq/dt und dyg = dgq/dx, so haben wir
1
Y (axq)z s

1
L£(0:q,0xq) = Euﬁhﬁz—z

d.h. in diesem speziellen Beispiel hingt £ nur von den Ableitungen d;q und d,q ab, aber
nicht von g selbst. Wir betrachten nun die Variation der Wirkung unter der Variation des
Feldes ¢(t,x) — g(t,x) 4+ 8q(t,x). Hierbei wollen wir zum einen annehmen, da$} die Varia-
tion zu den Zeitpunkten ¢, und t;, verschwindet:

8q (ta,x) = 8¢q (tp,x) = 0.
Zum anderen nehmen wir an, daf} fiir alle Zeiten die Variation fiir x = +o verschwindet:

lim &g (t,x) = 0.

X—rtoo

Wir finden dann

o7 ar L
ar [ ax [753 80, }
/ 7 ™ 8™

Wir vertauchen nun Variation und Ableitung: 8d,q = d,0g sowie 8d,q = 9,0¢q. Im nichsten
Schritt verwenden wir partielle Integration (im ersten Term in bezug auf 7, im zweiten
Term in Bezug auf x) und erhalten




Hierbei haben wir im ersten Term ausgenutzt, da3 die Variation fiir t = #, bzw. t =1,
verschwindet. Im zweiten Term haben wir verwendet, daf} die Variation fiir x — oo ver-
schwindet. In beiden Fillen treten also keine Randterme auf. Fordern wir nun S = 0, so
folgt, da dies fiir beliebige Variationen gelten soll

0L 0L
-9 — 0y = 0.
'9(0rq) 9 (9xq)

Fiir unser konkretes Beispiel ergibt sich

9%q 9%q
w2 Mo
Da
’q L it — 241+ i1
8x2 a—0 612

erkennen wir im Ergebnis die kontinuierliche Verallgemeinerung der Euler-Lagrange-Glei-
chungen des Falles abzihlbar vieler Freiheitsgrade wieder.

Im letzten Beispiel haben wir ein Feld ¢(z,x) in einem zweidimensionalen Raum (eine Zeitko-
ordinate und eine Raumkoordinate) diskutiert. Wir betrachten nun die Verallgemeinerung auf
einen vier-dimensionalen Raum (mit einer Zeitkoordinate und drei Raumkoordinaten). Die La-
grangedichte soll von einem Feld y(x) (wobei x nun einen Raumzeitpunkt bezeichnet), dessen
Ableitungen d,y(x), sowie moglicherweise von dufleren Quellen j(x) und/oder ebenfalls mogli-
cherweise explizit von den Raumzeitkoordinaten x abhingen. Wir schreiben

L(y(x), duw(x), jx), x).

Die Wirkung ist gegeben als

15}
1
S = /dt/d3xL:—/d4xL
c
1

Wir verlangen nun, daf fiir die physikalischen Felder die Wirkung stationir ist. Das Wirkungs-
prinzip lautet somit

wobei nach den Felder variiert wird und die Variation der Felder oy auf den Hyperflichen #; und
tp sowie im rdumlich Unendlichen verschwinden soll. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lassen
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sich wie in der klassischen Mechanik herleiten:

1) r
oL oL
_ 3
8S = /dt/d x _—aw8\|l+7a (auw)s(a#w)]

15 r

oL oL
= dt/d3 — oY+ ———09,(8
/ X _aw A4 a(ayw) ,U( W)]

oL oL
— / PE L S
/ oy 9 (duy)

Im letzten Schritt haben wir partiell integriert und ausgenutzt, dall die Variation bei #1, , sowie
im rdumlich Unendlichen verschwindet. Da 8S = O fiir beliebige Variationen (im Rahmen der
obigen Voraussetzungen) gelten soll, folgt

oL oL
e P
N (9uW)
Dies ist die Euler-Lagrange-Gleichung fiir ein Feld. Treten in einer Lagrangedichte mehrere Fel-
der y; auf, die durch den Index i unterschieden werden, so findet man fiir jedes i eine Gleichung
oL oL
e
allfi (a,u\l’z)
Im weiteren werden wir nun versuchen, die Lagrangedichte fiir die Elektrodynamik zu bestim-

men, so daB3 die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen den inhomogenen Maxwellschen
Gleichungen entsprechen.

oy

4.3 Die Lagrangedichte der Elektrodynamik

Fiir die Wirkung der Elektrodynamik machen wir den Ansatz, daf} sie aus einem Term, der “freie”
Felder beschreibt und einem Term, der die Wechselwirkung mit der Materie beschreiben soll,
besteht.

S = Srelder +Sww

Fiir die Konstruktion von Sww konnen wir den Ausdruck fiir eine Punktladung auf allgemeine
Ladungsverteilungen verallgemeinern:

b
SWW Punktladung = —% / dx" Ay (x).
a

Die Ladungs- und die Stromdichte einer Punktladung mit Bahnkurve ¥ (¢) sind:

p(1.¥) = ¢&F-¥(1)),

2

j0.3) = )& E-T(1)).
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Somit 146t sich die Viererstromdichte fiir eine Punktladung schreiben als

Flx) = (cp,f):q(c,v>53(z—x”(t>):q—;u#53(z—x”(t)>:qc/dsuﬂ54(x—x'(s))

Hierbei wurde u* = v/c(c, V) und
qc/ds u & (x=xX(s)) = qc/c;zt ut 5(x —ct) & (-¥@) = q—; u & (x—%(@)).

ausgenutzt. Somit haben wir

——/d4x] = q/d4 /dsu“84 x—x(s) Ay(x):—%/dsu“A#(x)

Besteht ein System aus mehreren Punktladungen, so haben wir

b;
qi q 4
SWW = _lezl/dx?A/JOO ’/dslu‘uA Z/dle ,
a;
wobei j die Viererstromdichte einer einzelnen Punktladung ¢; ist. Setzen wir
WA
l

so ergibt sich die allgemeine Form fiir die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit
einer Viererstromdichte j* zu

1 .
Sww = ) /a’4x JH ()AL (x)
Fiir die Konstruktion von Sgejqer Sollen die folgenden Forderungen erfiillt sein:
e Lorentz-Invarianz.

e Superpositionprinzip, d.h. das Ziel sind lineare Differentialgleichungen. Daher sollte der
Integrand von Sgeiger quadratisch in den Feldkomponenten sein.

e Physikalisch eindeutig, d.h. eichinvariant. Daher sollte der Integrand durch F;, und nicht
durch A, gegeben sein.

Der einfachste Ansatz ist

SFelder /d4x FILNF'“V

" 167c

Betrachten wir also nun

Sketder +Sww = —7 P / d*x Fuy (x)F*™ ( / d*x j#(x
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Mit Fy = d,Ay — dyA,, erhalten wir

1 1 |
SFelder +Sww = /d4x {—% (9uAv) (#AY) + 3me (9uAy) (0¥AH) — C—zj“(x)A,J(x)
Die Lagrangedichte lautet
1 1 1.
L = ~ % (BHAV) (*AY) + an (ayAv) (dVAH) — E]“(x)AH(x)
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten
oL oL
—d = 0.
dAy "9 (9,Av)
Somit
v s La,eany - Lo, @4 = o
c 7% 4 " ’
1 1
—o Y = =Y
475 u C] (.X'),
4r
duFH = ?]"(x).

Wir erhalten die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen.

4.4 Zusammenfassung der Lagrangedichtenformulierung

Beschreibung des Systems von Teilchen und elektromagnetischen Feldern durch

S = Steilchen T SFelder T Sww,
mit
b
STeilchen - —mc/ds,
a
s _ b d*x FF™
Felder — — 167c X Lyy )
1 .
Sww = 2 / d*x j*(x) Au(x)

Fiir eine Punktladung gilt

P = ge [ dsut(9) 8- (9)

und der Wechselwirkungsterm reduziert sich auf
b
Sww = —1 /dx“ Au(x).
c
a
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S5 Erhaltungssatze

5.1 Die Hamiltondichte

In der letzten Vorlesung hatten wir eine allgemeine Lagrangedichte einer Feldtheorie

L (w(x) 3,9(x). j(x),x)
betrachtet. In Analogie zur klassischen Mechanik, wo der kanonisch konjugierte Impuls als
oL

P u

definiert ist, definiert man das zum Feld y(x) kanonisch konjugierte Impulsfeld 7t(x) als
oL

“I@0v ()
Die Hamiltondichte definiert man als Legendre-Transformation

o= La()dow(s) — £ (W), B (e). S 0). ).

Als Hamilton-Funktion bezeichnen wir das Integral der Hamiltondichte iiber den dreidimen-
sionalen Raum:

n(x) =

H = /a’3x5-[.

Beispiel 1:

2
£ = ¢ Sa0mon - 1nde +peer)|

Diese Lagrangedichte beschreibt ein Klein-Gordon-Feld ¢(x), d.h. ein Feld mit Spin 0 und Masse
m. Die GroBe p(x) beschreibt eine externe Quelle. Es ist

n(x) = *h%90(x)
und
2 —
Ho= |+ (Fow) 4 3t - peoneto)|.

Bemerkung: Die Hamiltondichte ist nicht manifest Lorentz-invariant.

Beispiel 2: Die Lagrangedichte fiir die elektromagnetischen Felder

1 1,

L(Ay,0Av) = —EF,NF“V - 7#(x) Ay(x)
1 1 1,

o (9uAv) (#AY) + & (9uAv) (8¥AM) — —(0)A(x)
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Es ist

oL c c c
() = o =——— A+ —A" = ——F.
(x) 9 (d0Ay) 4 + 47 47
Und daher
= 0,
, Il ,
T = —FE'(x).
4n (x)
Die Hamiltondichte ergibt sich zu
1 . 1 .. .
H = -TdyA;— L= ——T0hA — L
c c
Nebenrechnung: Aus
E(t,}) = —V®&(t,%) — ——A(L,%).
(1,%) (1,9) — = A(1,5)
folgt
90i = Q- _EF_Vo
L
Nebenrechnung 2:
L= - F“"—lj“(x)A (x):i(E2 BZ)—l]“(x)A (x)
16m c H 8T "
Somit
1 = —
H = ——moA — L= E <E+V<I>) — — (B2 = BY) + = j"(x) A(x)
1 1 N
= (B4 B) 4 () Aul) + - E VO
L () s L a s L
Man nennt
1
8n

die Energiedichte des elektrischen Feldes, und

1 —)2
—B
81

die Energiedichte des magnetische Feldes. Man bezeichnet die Summe

1 — —
w(t,) = g(E2+B2)
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als die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Mittels partieller Integration erhélt man

fiir den letzten Term
1 e d 1 . -
—/d3xE Vo — ——/ d3x(V-E>CI>
4r 4T
= —/ d’xp P.

und somit

Bemerkung: Die Tatsache, daB ©° = 0 wird in der Quantenelektrodynamik noch eine Rolle spie-
len, da man nicht naiv die Kommutationsrelation

[10(x),A%y)] = ih& (x—y)

fordern kann.

5.2 Noethersche Erhaltungsgroffen

In der klassischen Mechanik haben wir das Noethertheorem kennengelernt, welches besagt, daf3
jeder kontinuierlichen Symmetrie der Lagrangefunktion eine Erhaltungsgrofe entspricht. Wir
wollen nun die Verallgemeinerung auf Felder und Lagrangedichten studieren. Wir betrachten ein
Feld y(x) mit zugehoriger Lagrangedichte

L (y(x),9,¥(x)) .

Der Einfachheit halber nehmen wir an, da$ £ nur von y(x) und d,y(x) abhingt, nicht aber
explizit von x. Weiter betrachten wir eine Feldtransformation, die von einem Parameter o0 € R
abhéngt:

V) = () =fv),0),

Auch hier beschrianken wir uns auf den Fall, daB f nicht explizit von x abhédngt. Wir setzen
voraus, dall oo = 0 der Identitit entspricht:

Die Umkehrtransformation bezeichnen wir mit £~

v = T W0,9).

Die transformierte Lagrangedichte ist dann
L'Yx),0.¥x) = L (Yx),a),0. " (V(x),a).
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Wir bezeichnen die Lagrangedichte als invariant, falls

£ (W) 090) = L(v(x).9u()-

Aquivalent hierzu ist die Bedingung

LV .3W() = L(y).9¥().

Da per Definition £'(y',0,y') = L(y,d,y) ist, folgt aus der zweiten Form der Bedingung
LV, 0.y) = L(y,0,y) die Beziehung L(y',d,y') = L (y',0,y'). Eine Umbenennung der
Felder liefert dann die erste Form der Bedingung L(y,d,y) = L'(y,d, V).

Wir betrachten nun die Transformation fiir @ nahe bei Null. Fiir o nahe bei Null gilt

Vvl = ) = s fy().0)

o=0

Wir bezeichnen mit 8L die GroBe

8L = L(V().9W() ~ L (W(x).0,u()).

Ist L invariant unter der Transformation f, so gilt klarerweise 6L = 0. Andererseits findet man

oL oL

0L = —dY+ ———9,0y
ICA S

oy

)
oL oL oL
= —0W+0o | =—=—0y | —0dy| == |9
oy <a(au‘|’) W) ! (a(au‘lf)> N
oL oL oL
OY+9, | —=——0vy |.

= =

oy "9 (a,,\p)
Falls y eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen ist, so verschwindet der erste Term. Ist die
Lagrangedichte invariant unter der Transformation f, so folgt

) <a(‘;7fw&p> _

Nun ist Y = o(df /9 |a=0), und wir konnen o herausdividieren, um einen von o unabhingigen
Ausdruck zu erhalten: Wir setzen
oc—O)

0L d o
) f ().
CICAY) Ja,

Die GroBe J#(x) wird als Strom bezeichnet: Dieser Strom ist erhalten, d.h. die Vierer-Divergenz
verschwindet:

9 M(x) = 0.
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Wir kénnen das Noethertheorem auf Transformationen erweitern, die die Lagrangedichte bis auf
Eichterme invariant lassen, d.h. Situationen in denen

LOWE.00/(0) = L (w(0).0,u(x)) + A" (x,0) + 0 (a2)
mit A*(x,0) = 0. Es ist nun

% [L (\V’(x),aywj(x)) —L (‘V<x)vaﬂ‘l'(x)) — N (x, oc)] ’aZO =0

p— ()7
o=0

und man findet

oA

o (0L _off oM
“\ 9 (3uy) 00,y oo

d.h. die GroBe

ist ein erhaltener Strom.

Bemerkung: Man vergleiche diese Groe mit der entsprechenden Grof3e in der klassischen Me-
chanik: Ist

L(d.¢) = L(q,q)+%/\(t,oc)+ 0 (a?),

so folgt in der klassischen Mechanik, da3 die Grof3e

oA

aLa_f _0A
oo

9g da

o=0 a=0

erhalten ist.

Bemerkung 2: Wir betrachten noch einen wichtigen Spezialfall: Ist der Eichterm A*(x, ) un-
abhingig von ., so ist

OAH
doo
und der erhaltene Strom ist wie im Fall ohne zusitzlichen Eichterm gegeben durch

9L of

T S el
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5.3 Translationsinvarianz und der Energie-Impuls-Tensor

In der bisherigen Diskussion des Noethertheorems hatten wir uns auf eine Invarianz der Lagran-
gedichte der Form

LWV () = £(),9u()

beschrinkt. (Die Erweiterung auf Invarianz bis auf Eichterme ist hier nicht weiter relevant.)
Diese Form erlaubt uns nicht, vier wichtige Erhaltungssiitze, die aus der Translationsinvarianz
folgen, herzuleiten. Wir erinnern uns an die klassische Mechanik: Auch dort hatten wir zuerst
das Noethertheorem fiir den Fall betrachtet, dafl die Zeitvariable nicht transformiert wird. Wir
haben dann das Noethertheorem auf den Fall erweitert, daf3 auch die Zeitvariable transformiert.
Insbesondere haben wir fiir eine Lagrangefunktion, die nicht explizit von der Zeit abhéngt, eine
Zeittranslation betrachtet. Das Noethertheorem liefert dann die Energieerhaltung.

Wir wollen dies nun auf die Feldtheorie verallgemeinern und betrachten wieder eine Lagran-
gedichte

£ (y(x), 39(x))
die nicht explizit von x abhingt. Als Transformation betrachten wir nun die Translationen
= M =t
Fiir das Feld gilt nun
yx) = y(x) =yl —ac) = y(x) +dy(x),

mit

Es ist weiter

L = LW,V () — L (w(x), 9,9 (x))

= oc%L (y(x— o), 0,y (x—aic))

= 0 L(V(3).0,¥ () »
= —ocyd"L(yY(x),0vy(x))

a=0

Bemerkung: Fiir die GroBe 6L gilt in diesem Fall im allgemeinen 8 £ # 0, auler die Lagrange-
dichte ist konstant. Wir konnen 8 L aber auch auf eine zweite Art berechnen:

dL = a—LSqH- oL

v ) 0, 0Vy.

CICAY,
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Wie bei der ersten Herleitung des Noethertheorems konnen wir wieder die Euler-Lagrange-
Gleichungen verwenden und finden

B oL B oL N
0L = 9, <8(8u\|f) 8\|1> = —0d, (78 0) ocyd \p) :

Nun konnen wir die beiden Ausdriicke fiir 8L gleichsetzen und folgern

_aCVaVL-i—alu (a(aail/\l])acvav\l} = O,
u

oL ]

ocy [0y | =—=——="y | —g™a,L| = 0,
’ [ “<a (9u¥) ) o
oL ]

ocyd —y | —g™L| = 0,
o (a(au‘lf) ) |

Man nennt das Tensorfeld

oL
T,LlV — aV _ g,uVL
<8 (0uw) W)

den kanonischen Energie-Impuls-Tensor. 7+" erfiillt die vier Erhaltungssitze
9T = 0.
Bemerkung: Treten mehrere Felder \p(i) auf, so wird iiber alle Felder summiert:

ORI ol O] B
A CATR)

Bemerkung: Addiert man zu T*¥ einen Term
ap B,UPV7
wobei BHPY antisymmetrisch in g und p ist,
BPHY BHPV,
so gilt ebenfalls
0y (T™ 4+ 0,B*Y) = 0.

Der kanonische Energie-Impuls-Tensor gibt also noch keine eindeutige ErhaltungsgroBe. Zur
Eindeutigkeit betrachten wir den Drehimpuls. Vorbemerkung: Die relativistische Verallgemeine-
rung des Drehimpulses

M = %xp
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ist durch
1
;|[,uV E(!ul)V xV ”N>

gegeben. An TV stellt man nun die Zusatzforderung, daB mit der Definition der Drehimpuls-
dichte

MHVP —  THV,P _ THP,V
gilt:
ouMP = 0.
Dies bedeutet

OuMMP = 0, (THxP —THPxY) = (9,TH) xP + TP — (9,TH°) x¥ — TP
= TP -T" =0.

Also
TH — TV,U,

d.h. der Energie-Impuls-Tensor mufl symmetrisch sein.

5.4 Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes

Wir betrachten des elektromagnetische Feld ohne duere Quellen:

L (Ay,0uAv) ~TepfE"”
Wir finden
L gva ) —evr =l (007 (0VA0) 4 (07 A (YA + — gV, PP
9(0u4:) " 47 Yl 4n YT 16n° P
1 [ 1
T 4n _F (—0"Ac) + 1 8" FooF pc}
1 [ 1
— ﬁ F,U’t(aTAv_avAT)+Zg#vFPGFPG_F,U’taTAv]
1 _F“TFV—i—lg“vF peo| _ L puny 4v
4m |0 T 4% PO 4n T

Nun ist allerdings, da wir keine dufleren Quellen betrachten
ouF we—= 0,

70



und daher

1 1
——FM9.AY = ——0.(F"AY).
ar- " 4T e )

Dieser Term ist eine Vierer-Divergenz und stellt somit einen Oberflichenterm dar. Dariiber hin-
aus ist dieser Term von der Form

9pB Y
mit
BMPYV  — _LFHPAV.
4r

Klarerweise gilt B?Y = —BPHY da FHP = —FPH,

Der symmetrische Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes lautet:

1 1
T'uv - E |:F'UTF1;V + Zg'qupGFpG .

Fiir die expliziten Eintrige erhilt man

1 —
T = (B4 B) =u(t,%
o (B4 B) = ()
T ! (E“xl?)i Lsice 3
et JE— — X
4m c 7
1 - = - = ..
T — ——{ B BB~ 8 (E2+BZ>]
47

u(t,%) die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Den Vektor S = (S', 52, 5%) bezeich-
net man als Poyntingscher Vektor. Er beschreibt die Impulsdichte bzw. die Fludichte der Ener-
gie. Die rein riumlichen Komponenten T/ bezeichnet man als Maxwellscher Spannungsten-
sor.

Nun betrachten wir zusétzlich duflere Quellen:

1 1,
L = —m HVF’LIV—E]HAH

Wir behalten die Definition des Energie-Impuls-Tensors bei

1 1
T = P F“TFTVJFZg“VFpGFP“ )
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Fiir dessen Divergenz finden wir nun

1
4T

1 1
= — {(B“Fm) FY + Fd'F™ + EFpGaVFPG}

0T = [aﬂ (FnF™) + %av (FPGFPG)}

4T

1 1 1

1 1

= —F"j,+—F, ["FY —9"F"*
- Jut 3T /JT[ ]
1 1

= —F"j,+—F ["FY + 0" F*
- Jut 3T m[ + ]

1
= _—_FVHj .
c Ju

Bei der Umformung von der dritten auf die vierte Zeile haben wir die homogenen Maxwellschen
Gleichungen

HMFW + 9" FYH+VF* = 0

verwendet. Ausgeschrieben fiir die zeitliche Komponente erhélt man

bzw.
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6 Elektrostatik

Fiir zeitunabhingige Probleme zerfallen die Maxwellschen Gleichungen in zwei unabhingige
Teile. Die Gleichungen fiir das statische elektrische Feld:

V-E®) = 4mp(x),
VxE® = 0.

Die Gleichungen fiir das statische magnetische Feld:

VXB(X) = —JjX),
C
V-B® = o

Bemerkung: Offensichtlich ist es fiir zeitunabhédngige Phinomene sinnvoller, nicht die kovarian-
te Form zu verwenden.

Ein typisches Problem der Elektrostatik ist, das elektrische Feld aus einer vorgegebenen La-
dungsverteilung zu berechnen.

Wie bereits bekannt, 143t sich das elektrische Feld im statischen Fall als der Gradient eines ska-
laren Potentials schreiben:

E@ = —Vo®).
Einsetzen in die inhomogenen Maxwellsche Gleichung liefert:
AD(X) = —4mp(X).

Diese Gleichung nennt man die Poisson-Gleichung. Allgemein erhélt man die Losung mit Hilfe
der Greenschen Funktionen. Fiir die Poisson-Gleichung lautet die zugehorige Differentialglei-
chung fiir die Greensche Funktion

AGERT) = 8(F—X).

Die Greensche Funktion ist gegeben durch

GxY) = ——
(%.%) An|i—¥|
Eine Losung der Poisson-Gleichung ist somit
2/
®(x) — —dn / B p(¥)GE,T) = / & |£’(x2,|
X—X

Bemerkung: Die Losung der Poisson-Gleichung ist nicht eindeutig, wir konnen zu dieser Losung
immer eine Losung der homogenen Gleichung

ADF) = 0
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addieren. Diese homogene Gleichung nennt man die Laplace-Gleichung.

Fiir ein System von Punktladungen ist

und somit

6.1 Multipolentwicklung
Problemstellung: Beschreibung des Feldes einer gegebenen Ladungsverteilung in gro3en Entfer-

nungen.

Praktische Anwendung: Rekonstruktion der Ladungsverteilung von Kernen, Atomen oder Mole-
kiilen aus der Wechselwirkung mit einem duf3eren Feld.

Wir betrachten daher eine Ladungsverteilung, die in einem begrenzten Gebiet lokalisiert ist. Au-
Berhalb dieses Gebiets gilt daher die Laplace-Gleichung
A®P(X) = 0.

Ziel der Methode der Multipolentwicklung ist es, einen Satz von Grundlosungen der Laplace-
Gleichung zu finden,

- der vollstindig ist, d.h. jede Losung 146t sich als Linearkombination dieser Basislosungen
darstellen;

- und so daB} die Entwicklung in diesen Basisfunktionen eine systematische Entwicklung nach
(inversen) Potenzen des Abstandes ist, so daB fiir grole Abstinde hohere Terme in dieser
Entwicklung nicht so wichtig sind.

Es ist naheliegend, sphérische Koordinaten zu verwenden:

X = rsinBcos,
y = rsinOsing@,
z = rcosH.

Zur Erinnerung: Die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten lautet:

92 20 1 92 1 cos® o 1 0%

A= LotilorC 9 V%, 7
or? + ror + r2 062 + r2 sin@ 00 + 2 sin? 0 0¢?
1 92

1 0% 1 o /. 0
— ;W(FCI))—I—M% <Sln9%‘b)+ma—¢2¢—o~
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Wir machen nun den Ansatz, daf} die Losung faktorisiert

Bemerkung: Diese Vereinfachung 146 sich a posteriori rechtfertigen, da sie zu einem vollstandi-
gen Satz von Funktionen fiihrt. Einsetzen liefert

2U UQ d< a’P) UP d*Q

— | sin6g— =
a2 T sin6 o d0 ) " Bsino dg?

PO~

Multiplikation mit 13 sin® @ /(U PQ) liefert:

5y . o 1d%U sined( dP) 1d%Q

S — e— —_——_— p—
Udr TP ao T ode

Nun héngt nur der dritte Term von ¢ ab. Daher muf3 dieser Term gleich einer Konstanten sein,
die wir als —m? wihlen:

10
Qd¢?
Einsetzen liefert nun:

21d2U+ L od (. dP\  m ]
U dr? ' | Psin®de sinf0|

Analog folgert nun, da nur die Terme in der Klammer von 6 abhéngen, dass

1 d dP m?
< (sine%- ) - — (1
Psin6 d6 (Sm ) $in20 (I+1)

gilt. Hierbei ist —I(/ + 1) eine weitere Konstante. Zusammenfassend haben wir also

A’U  1(1+1)
darr 2 v=29
d dP m?
0 ) li+1) - P =0
sin6 d6 (Sm de)J’{( +1) sinze] ’
d>Q
~ 0.
d(p2+ mQ

Die Differentialgleichung fiir Q(¢) hat die Losungen
0g) =

Die Eindeutigkeit erfordert, dal m ganzzahlig ist.
Die Differentialgleichung fiir U (r) hat die Losungen
c?

U(r) = WA +—,
.
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Der erste Term ist zu verwenden, falls die Losung bei r = 0 regulér sein soll, der zweite Term ist
zu verwenden, wenn Regularitdt im Unendlichen gefordert wird.

Bemerkung: Wir sind hier an Losungen interesiert, die reguldr im Unendlichen sind. Daher fallen
die Losungen wie 1/ mit dem Abstand r ab. Fiir groBe Abstinde sind daher die Losungen mit
kleinem / relevant.

Um die Losung fiir P(0) zu finden, verwendet man die Substitution
X = cos6.

Dies ergibt die Differentialgleichung

d dP 2

a[(1—)2) a}-ﬁ—{l(l-l—l)—lm

—X

Jr o
Diese Gleichung nennt sich verallgemeinerte Legendre-Gleichung. Die (normale) Legendre-
Gleichung hat die Form

d

dx

(l—xz)i—ﬂnLl(Hl)P = 0.

6.2 Orthogonale Funktionen

Auf einem reellen Funktionenraum ¥ ist ein Skalarprodukt ein bilineares Funktional, welches
fiir f,g € ¥ die folgenden Bedingungen erfiillt:

(f+gh) = (f.h)+(gh)
(af.g) = o(f.g)
(f,8) = (&f)

(f.f) > Ofalls f=#£0.

Ein wichtiges Beispiel ist fiir den Vektorraum der Polynomfunktionen durch

b

(1.9 = [wsee@ds

a

mit einer positiven Gewichtsfunktion w(x) gegeben.

Die Legendre Polynome P;(x) sind mit der Gewichtsfunktion w(x) = 1 auf dem Intervall [—1, 1]
definiert, d.h.

2
20+1

|
/ dx P(x)Pr(x) — Su.
0
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(Der Faktor 2/(21+ 1) auf der rechten Seite ist hierbei Konvention.) Wie schon erwihnt, sind sie
Losungen der Differentialgleichung:

(1=x")" =20y +1(I1+1)y = 0
AubBerdem erfiillen sie die Rekursionformel
P(x) = 1,
Pi(x) = x,
I+ 1D)Pi(x) = 21+ 1)xP(x)—1P_1(x).
Desweitern lassen sie sich aus der Formel von Rodrigues bestimmen:

1 d
2L dxl

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, sie aus der erzeugenden Funktion

Pi(x) = (x> —1).

1 (o)
= ZPl(x)zl, —1<x<1, |z|<1

\V 1 — 2)CZ + Z2 1=0
zu gewinnen. Die assozierten Legendre-Funktionen Py, (x) sind fiir 0 < m <[ gegeben durch
dm
Pin(x) = (=1)"(1=22)"P =P ().
Fir —1 <m < 0 setzen wir
le(x) = (_1)7mPl|m\(x)'
Diese Funktionen erfiillen die Differenzialgleichung

d? d m?
1 —x%)— —2x— +1([+1)—
( x)dxz xdx+(+) 1 —x?

le(x) = 0.

Wie bei den Legendrepolynomen ist / eine nicht-negative ganze Zahl und m nimmt die Werte
—1,—(I—1),...,0,...,(I—1),] an. AuBerdem haben wir die Relation

Pin(—x) = (=1)""Pyy(x)
Die Kugelflichenfunktionen sind definiert durch

Yin(0,9) = \/ (2142 3, 8; :ZB:PM (cos ) ™.

Sie erfiillen die Orthogonalitétsrelation
b 21
/ d9sind / AQYin (8,0) Xy (9,0) = 8,8y
0 0
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und die Vollstindigkeitsrelation

[e)

[
Y, Y Yin(9,0)Yim(¥,¢) = (sin®)'8(0—-0)3(9—¢).
[=0m=—I
Es gilt
Viom(9,0) = (=1)"Yin(9,9)°

Die Kugelflichenfunktionen fiir / = 0, 1,2 lauten ausgeschrieben

Yoo = \/%—n,
Yio = % cos Y,
Yiu = -— \/g sin9e'®
Y0 = \/g (3cos v — 1)
Yy = — \/g sin9cos Ve'®,
Yo = 31257t sin® 9e?®.
Wichtig ist das Additionstheorem:
4 ¢
Pleos) = 575 B ¥(©0)¥n(0.0)

wobei (8, ¢) die Polarkoordinaten des Einheitsvektors £ sind, (8/,¢’) die Polarkoordinaten des
Einheitsvektors &' sind, und o. den Winkel zwischen £ und &’ bezeichnet.

Somit haben wir fiir die Laplace-Gleichung

AD(X) = 0
die folgende allgemeine Losung
e ay e '
Z Z clmr +% Py, (cos9) ’m‘p—z Z clmr+% Yim (0,9).
=0m=-1 =0m=-1

Hierbei sind cgrln) und cﬁl) bzw. cgl) und Cz( )’ Konstanten, die aus den Randbedingungen bestimmt

werden.
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Wir fassen unsere bisherigen Erkenntnisse kurz zusammen: In der Elektrostatik ist die Physik
durch die Poisson-Gleichung bestimmt:

AD(R) = —4mp(3).

Eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung erhalten wir mit Hilfe der Technik der Green-
schen Funktionen. Da wir zu einer speziellen Losung immer eine Losung der homogenen Glei-
chung addieren konnen, ergibt sich

d(x) = /d3 ,|p( )| + Losung der homogenen Gleichung.
X—X

Die homogene Differentialgleichung wird als Laplace-Gleichung bezeichnet:
AD(X) = 0

Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung in sphérischen Koordinaten lautet:

!

(2)
r,oc
Py, (cos©) ”"‘p—z Z C,(,L) i’l+% Yim (6,9).
=0m=—1

()
STy [+—

=0m=-—1

Die Basisfunktionen dieser Entwicklung bilden ein vollstandiges Funktionensystem. Die Kon-
stanten in dieser Entwicklung werden durch die Randbedinungen bestimmt. Betrachten wir ein
Ladungsdichte, die in einem begrenzten Gebiet lokalisiert und ohne weitere Randbedingungen

0 _ 2 _

wie Leiterflichen, auf denen Ladungen induziert werden konnen, so ergibt sich ¢, = ¢,/

und die Losung reduziert sich auf

CI)(x) — /dS/p()

X—-x|

Im AuBenraum erfiillt diese Losung A® = 0 und 148t sich daher als Linearkombination der Basis-
funktionen der homogenen Differentialgleichung darstellen. Diese Entwicklung wollen wir nun
betrachten.

6.3 Elektrostatische Probleme mit Axialsymmetrie

Fiir Probleme, die um eine Richtung im Raum axialsymmetrisch sind, ist es sinnvoll, die z-Achse
in diese Richtung zu legen. In diesem Fall ist das Potential unabhingig vom Azimuthwinkel ¢
und es treten nur Kugelflachenfunktionen mit m = 0 auf.

o) — /dg,p( X) _i (>r+ﬁ
- x| = pl+l

|X

Py (cosB)
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(1) (2)

Unser Ziel ist es, die Koeffizienten ¢;”” und ¢;” zu bestimmen. Da die 8-Abhéngigkeit durch
P;(cos ) festliegt, ist es ausreichend, cos® = 1 zu betrachten.

Da X nur im Nenner auftritt, bendtigen wir die Entwicklung von 1/|¥—X/| in Potenzen von r.
Hier finden wir zunichst

oo ~(2)
: 1 -y [551)r’+c’— Py (cosct).
0

X —X| V242 —2r coso  [= rit

wobei o der Winkel zwischen X und X' ist. Wir betrachten zunichst den Fall coso = 1. Es gilt
P(1)=1.

Fiir 7/ > r gilt:

Fiir ¥/ < r gilt:

1 1& !
= aa(h)

Wir fiihren die folgende Bezeichnung ein

/ . /
Fe =1, I's=TF fir r<r,

/ 2 /
re=vr, r~=r fir r>r.

Dann gilt:
| (e (r<)’
lr—7| rs = A\rs )
und daher
1 = b
= = P (cosat).
\x—x’\ ;)rl;l ( )

(1) (2)

Umnun ¢; * und ¢;”” zu bestimmen, betrachten wir cos© = 1. Es ist dann cos & = cos 0’, und wir
erhalten

3,[)(1”’,9’) r /Tc 12 sl N~ rl< /
D(1,0,0)|g_y = /dx :ZTC/dr/dGr sin® p(r,G)ZﬁPI(COSG).
=0">
0 0

X=X
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Im AuBenraum ist » > ' und wir erhalten
) T
> 1
D(r,0,0) gy = ZTCZ m/dr'/del (r')l+2 sin@’ p (r',e') P (cos@').

=" 5

Somit

) T
Weo, P=on / dr / 40’ ()2 sin®' p (,6') Py (cos®’).

Fiir eine kugelsymmetrische Ladungsdichte ergeben sich weitere Vereinfachungen. Wir betrach-
ten nun als ein einfaches Beispiel das Potential einer kugelsymmetrischen Ladungsdichte.

l
d(x) = /d3’f( 27t/dr /de’ sin®' % p(r Zmpl (cos®)

X=X

= ZTCZ/ r'r'zp l+1/duPl
l=00

Diese Formel ist sowohl im Innen- als auch im AuBenraum giiltig. Im AuBenraum ist p(r') =0
fiir ¥/ > r, daher triigt nur der erste Term bei:
/ dr’ /2

Hierbei haben wir die obere Integrationsgrenze auf Unendlich gesetzt, wegen p(r') = 0 fiir ¥/ > r
dndert dies nichts.

6.4 Allgemeine Anordnung ohne Axialsymmetrie

Mit Hilfe des Additionstheorems 146t die Entwicklung der inversen Abstandsfunktion schreiben
als

1 = 4l

_ <
X—¥ lz(t)—HlPl(COSOL)
- L Z 21+1 zfl Yin(68.9)Yin(6,9),
[=0m=—1
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Somit ist also

CI)(x) — /dS/p()

X X’I

(o)

— /
- 21+1 ¥ ecp/dr IH//CZQYlm, p(E).

Bemerkung: Diese Formel gilt sowohl fiir den Innen- als auch den Aufenraum. Das Radialinte-
gral spaltet man wieder in zwei Teile auf:

) r )
/dr’ = /dr'-l—/dr'.
0 0 r

Betrachtet man nur den AuBenraum, so gilt immer r > r’ und die Formel vereinfacht sich zu

[e)

P(x) =

1 r
(0.0) -1 [ ar' () [ [ a7, (8. ¢)p(@)
0

ot 21+ =

> A4Ax
- ;)21+1

~

1 1 < i
Y Yin(0,0)77 [ ()2 [ [ a0, )p(@).
m=—I 0

J

~~

qim

In der zweiten Zeile haben wir die obere Grenze der Radialintegration auf Unendlich gesetzt.
Dies ist erlaubt, da die Ladungsdichte ganz im Endlichen liegt und fiir ' > r verschwindet. Man
nennt die GroBen

Qim / drr't? / / dQy;, (8,0)p(¥) / dxr'Y,(0,9)p (%)

die Multipolmomente der Ladungsverteilung p(¥’). Somit

o 4n ! qim
=0 m

=—I

Diese Formel besagt, dal} die Eigenschaften der Quelle, die durch die Multipolmomente ¢;,,, be-
schrieben werden, in der funktionalen Abhingigkeit des Potentials vom Aufpunkt X faktorisieren.

Es gilt

G = (=1)"q(—m)

In der Anwendung sind die niedrigsten Multipolmomente / = 0, / = 1 und / = 2 am wichtigsten.
Diese wollen wir etwas ausfiihrlicher diskutieren.
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Fiir / = 0 gibt es nur ein Multipolmoment:

I [ Brom = L
qoo — 47‘C/dxp(x>_\/EQ7

wobei Q die Gesamtladung ist.

Fiir / = 1 gibt es drei Multipolmomente, von denen nur zwei wirklich berechnet werden miissen:

% o\ /3 , S /3 :
qu = /d3x Y (R)p(X) = — g/cﬁx (xl —lx2) p(X)=— & (d1 —ld2) ,
aw = [ dxrri@p) - ,/i/d%ﬁp(z) _ 2
10 10 an In .

d' sind die Komponenten des Dipolmoments
/ Px3p(3)

Ebenso definiert man das Quadrupolmoment Q'/ als
/d3x (3xixj — r28ij) p(X).

Das Quadrupolmoment héngt mit den Multipolmomenten mit / = 2 wie folgt zusammen: Zu-
ndchst hat man
qgn = dxrYyR)pX)=1/=—=—[d x(x —ix ) p(X),

w = /dxr%]()pm— \/;/cﬁ (<! i) o),
g0 = /dxr2Y20 \/;/d3 2)p(5c’).

Dann findet man

V5 o o om
_ V5 13 23

Q@1 = 2\/—( 0" +i0”),
V5 g

Bemerkung: Allgemein bezeichnet man als 2/-Pol, den Beitrag, der von dem /-ten Term in der
Entwicklung von 1/|X —X'| herriihrt.
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Bemerkung 2: Man kann einen Dipol exakt realisieren indem man zwei entgegengesetzte La-
dungen AQ und —AQ an den Orten 2)La und 2)La aufstellt und den Grenziibergang A — oo
durchfiihrt.

Man kann einen Quadrupol exakt realisieren, indem man zwei entgegengesetzte Dipole Ad und
—Ad and den Orten xa und — Xa aufstellt und den Grenziibergang A — oo durchfiihrt.
Allgemeiner kann man einen 2‘-Pol exakt reahsleren indem man zwei entgegengesetzte 2/~ !-
Pole AQ;_; und —AQ;_; an den Orten xa und — xa aufstellt und den Grenziibergang A — oo
durchfiihrt.

Das Monopol-, Dipol- und das Quadrupolmoment sind wichtig in der Anwendung. Man be-
trachtet

q)(x) _ /d3/p(>

X —¥|

und entwickelt um die Stelle ¥ = 0. Man hat mit r = ||

1 1 & X I 3 3y — 280 1 3
|£_f/| — ;—I—l;r—3x +§lz_:1r75x X —l—O(x )
= 7.]_
Somit
0 d-x 1 & _.xix/
P = =4 —+= &
) F A +2ijZ_'1Q :
Bemerkung:
: i N i 1] 2 S 260\ i)
Z (3x’xj—r25”)x”x” = 3()_6)_6') — = Z (3x” 1y 8”) x'x’
i,j=1 i,j=1

Anwendung: Wir betrachten ein Objekt mit der Ladungsverteilung p; (X) in einem dufleren elek-
trischen Feld, daB von dem Potential ®,(X) erzeugt wird.

Uww = /d3 2E\E, :——/d3xE1 Vi
_ 3 _’ 3
- 4n/d (E /a’x VEl)q)g,
1 3 —*—»
= ] O (VE)e
= /d3x91¢2,

Das Potential ®,(X) entwickeln wir um X = 0:

- 1 & 02, (0
@2()?) = @2(0)+2V¢2(0)+§ Zx’xj 2( )
i=1
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Da E,(X) an der Stelle X = 0 keine Quellen haben soll, konnen wir einen Term 1/ 612V - E>(0)
dazuaddieren:

D, (¥) = Py(0)—x- —= Z X/ 2 +er V-Ey(0)+...
i,j=1
Somit erhilt man
" 3 aEJ
Uww = 01®2(0)—d;-E>(0)—— Z o l>

,Jl

Der erste Term ist, wie erwartet, das Produkt aus der Ladung und dem Potential am Ursprung.
Der zweite Term gibt die Energie eines elektrischen Dipols im dufleren elektrischen Feld. Der
dritte Term gibt die Energie eines Quadrupols in einem Feldgradienten.

Wir fassen den Sachverhalt zusammen: Das Potential im Auflenraum einer Ladungsverteilung
146t sich schreiben als

> 4n
122621

Die Multipolmomente ¢;,,, sind gegeben durch

/
dim
1 ZlYlm(e7(P)r]+l'
m=—

an = [0 Y;,(0.0)p(3)

Fiir [ = 0 ist das Multipolelement ggo proportional zur Gesamtladung Q. Die Multipolmomente
fiir / = 1 lassen sich durch das Dipolmoment

/ B3 p(®)
ausdriicken. Die Multipolmomente fiir / = 2 lassen sich durch das Quadrupolmoment
/d3x (3xixj —r*8Y) p(¥).
ausdriicken.

Wechselwirkungsenergie eines Objektes mit einer Ladungsverteilung p;(X) in einem duBeren
Feld E5(X) = —V®, ():

7T 1 3 ZBEJO
Uww = qu)2(0>—a'|-E2(O)_6 Z Q]J aZX(l )

=1
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6.5 Das Feld eines elektrischen Dipols

Wir betrachten einen idealisierten Dipol mit Dipolmoment d am Ursprung X = 0. Fiir das Poten-
tial gilt im AuBBenraum

Fiir einen idealisierten Dipol besteht der Au3enraum aus allen Punkten X # 0. Im AuBenraum ist
das elektrische Feld durch den (negativen) Gradienten des Potentials gegeben:

) 3 (x - c?’) i-d
_V(bDipol = — -3
1]
Das elektrische Feld kann sich nur im Innenraum von diesem Ausdruck unterscheiden. Der In-
nenraum besteht im vorliegenden Fall nur aus dem Punkt X = 0. Es tritt nun tatsidchlich ein nur fiir

% = 0 von Null verschiedener Zusatzterm auf. Das Feld eines elektrischen Dipols ist im gesamten
Raum gegeben durch

Epipol = ——2————dd(X).

Der zur d-Distribution proportionale Zusatz garantiert, da das Integral iiber die Feldstirke

- 47 -

/de EDipol = _?d

ergibt. Wir zeigen zunichst, da} dieses Integral das obige Ergebnis liefern muf}, indem wir das

Volumenintegral mit Hilfe des Satzes von GauB} in ein Oberflachenintegral umschreiben. In einer

zweiten Rechnung berechnen wir das Integral direkt, und werden sehen, dall der Zusatzterm fiir
eine Ubereinstimmung mit dem ersten Ergebnis benotigt wird.

Wir beginnen mit der ersten Rechnung und betrachten das Volumenintegral iiber eine (grof3e)
Kugel mit Radius R (am Ende werden wir ohne Probleme den Grenzwert R — oo nehmen kon-
nen):

/d3XEDip01 = _/d3X§q)Dip01:_ /R2dQﬁq)Dipola
r<R r<R r=R

wobei 7i = X/R der nach auflen gerichtete Einheitsvektor ist. Im zweiten Schritt haben wir den
Satz von Gauf} verwendet (fiir die x--Komponente kénnen wir das Vektorfeld (®,0,0) betrachten,
fiir die y-Komponente das Vektorfeld (0,®,0), etc.). Also ergibt sich

) (d-%) )
/d3xEDip01 — /deQﬁ :—/dQﬁ (d-7)
r=R

xf?

r<R r=R
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Hier sehen wir bereits, dafl das Ergebnis von R unabhingig ist. Im néchsten Schritt driicken wir
7i durch 6 und @ aus:

i = sinBcos@ €| +sinOsin@ é; +cosO €3

Wihlen wir noch das Koordinatensystem so, daf3

—

d = déj,
so gilt
r<R =R R
;i 4
- —2m2’/de §inBcos? 0 = _?”J

Das Ergebnis hidngt nicht von R ab und wir kénnen den Grenzwert R — oo betrachten. Wir finden

- 4T -
/d3xEDip01 = —?d.

Wir berechnen nun dieses Integral auf eine zweite Art, indem wir den Ausdruck fiir die Feldstirke
EDipol
verwenden. Wir betrachten zunichst den ersten Term der Feldstirke:

3<xdx d

/d3x P /drr /dQ
X

Fiird = dés finden wir
I
/dQ (3(¢-d)2-d) = 27tdé’3/d6 sin® (3cos?0— 1) =0,
0

Der erste Term liefert also keinen Beitrag zum Integral und das korrekte Ergebnis wird durch den
Term proportional zur Delta-Distribution erzeugt.
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7 Magnetostatik

Die Grundgleichungen, die alle Phinomene mit ruhenden Permanentmagneten und mit statio-
néren, d.h. zeitlich unverianderlichen, elektrischen Stromen beschreiben, lauten:

VxBE = T,
V-Bx = 0.
Die Kontinuitédtsgleichung reduziert sich auf
Vi = 0.

Setzt man

und verwendet man die Coulomb-Eichung

VAR = 0,
so erhilt man
-, 4t -,
NG = (),

Diese Gleichung hat die gleiche Form wie die Poisson-Gleichung. Eine Losung ist gegeben durch

A’(z) _ 1/613,]()

c |X —X'|

7.1 Magnetische Dipoldichte und magnetisches Moment

Entwickelt man nun wieder fiir || < |X| die Abstandsfunktion

[ S
=¥ ® R

so erhilt man fiir die i-te Komponente des Vektorpotentials
Al( /d3 | | Z )/‘/d3x'x'k]l
C

Das erste Integral verschwindet, dies sieht man wie folgt: Fiir die i-te Komponente des Stromes
konnen wir auch schreiben

—

J® = J®-Va,
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da Vx' einen Vektor ergibt, der eine Eins in der i-ten Komponente und Null in allen anderen hat.

Somit
/ /d3XJ /d3 V] x =0,

wobei wir in der letzten Umformung ausgenutzt haben, da3 der Strom erhalten ist.

Mit einer analogen Argumentation konnen wir zeigen, dal3 das zweite Integral antisymmetrisch
in i und k ist:

/d3xxijk()?) = /d3X)C] /d3xV XX /d3 Vx J(®@)x
= —/d3x jl(x)x

Daher

Man definiert nun

als magnetische Dipoldichte, und das Raumintegral iiber diese Dichte als magnetisches Mo-

ment:
/d%c = i/d%zxf(z)
2c

Somit erhélt man fiir das Vektorpotential

—

ZDipol ()_5> = /_-i X.

7.2 Das Feld eines magnetischen Dipols

Fiir das Induktionsfeld eines magnetische Dipols gilt

BDipol = V><ADipol
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Im AuBenraum haben wir
1

Apipol(¥) = —3HixX.
1]
und somit
3 m
. u"x"
Kkl mn=1 x|
3 m
Ji; 1
= Y CiEmn (—35k" — 3" —5)
k,l,m.n=1 |x| |x|
- 9 i ﬁsim_g i (Simskn_sinskm> mxnjgci
X ST
m=1 k,m,n=1
T e S (13
= 2 -3 +3
x® 7 fxf? x|
Daher:
— 3 X\ * u XA —1
BDipol - ( ‘L_{)3 £
]

Diese Formel gilt fiir |X| > |¥'| und ist somit auf den AuBenraum beschrinkt.

Unser Ziel ist es nun, eine Formel fiir das Feld EDipol fiir den gesamten Raum zu bestimmen. Zur
Vereinfachung betrachten wir einen idealisierten punktférmigen magnetischen Dipol bei X = 0,
so daB der AuBenraum aus R3\{0} under Innenraum nur aus dem Punkt ¥ = O besteht. Dann
gilt die obige Formel im gesamten Aufenraum und unterscheidet sich nur durch einen Zusatz-
term, der proportional zu §(X) ist, von der gesuchten Formel im Gesamtraum. Wir bestimmen
den Zusatzterm, indem wir wie beim elektrischen Dipol vorgehen. Fiir einen idealisierten punkt-
formigen magnetischen Dipol betrachten wir zunédchst

3.1 3O A 2 =7
/ d X Bpipol = / d’xV x Apipol = R / dQ n x Apipol,
r<R r<R r=R

wobei 7i = X/R wieder der nach auBien gerichtete Einheitsvektor ist. Hierbei haben wir eine Vari-
ante des Satzes von Gaull verwendet. Fiir die x-Komponente lautet die obige Umformung

3 4 4 2 4 AY
/ dx (ayA]Z)ipol - azA)]})ip(ﬂ) = R / dQ (nyA]Z)ipol _nZA]})ip()l) :
r<R r=R

Mit F = (O,AZDipol, 0) folgt aus dem Satz von GauB



die Gleichung

3 4 2 4
/d xayA]Z)ipol = R /dQ‘ nyA]Z)ipoD

r<R r=R
und mit F = (0,0, _Aly)ipm) erhélt man
/ B (~FAy) = R / 49 (1A )
r<R r=R

Der Beweis fiir die y- und z-Kompomente verlduft vollig analog. Wir haben also

- uxXx
/d3xBDip01 ~ R / dQ i % (“|x|3x> . /dQﬁx (7 x )
r<R r=R r=R

Wir driicken wieder 7i durch 6 und ¢ aus:
i = sinBcos@ €| +sinBsin@ €, 4 cosO &3

und wihlen das Koordinatensystem so, daf}

Dann haben wir

T
3] 8
/ d*x Bpipol = / dQii x (ux 1) = 2mué; / do sin® 0 = ?,7,
r<R r=R 0

und somit
BDipol =

Alternative Herleitung des Zusatzterms: Der magnetische Dipol erzeugt eine Magnetisierungs-
dichte
m = ud(x).

Wir werden spiter sehen, dall der Zusammenhang zwischen den B- und H-Feldern in diesem Fall
durch

B = H-+4mm
gegeben ist. Die Maxwellschen Gleichungen fiir statische magnetische Felder lauten:

0,

V.
X 0,

Tty

Y
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Die letzte Gleichung besagt, dafl wir H= —%\p mit einer skalaren Funktion y schreiben konnen.
Setzen wir dies und B = H + 4mm in die erste Gleichung ein, so erhalten wir

Ay = 47V-in
Somit ist
V()
- 3.y
y(x) = — / dy——
. X5
Partielle Integration liefert
o) = [avnm T
X -5
AR
- P

HDipol = 7( 6)3 e - —,US(X)
X] 3
und daher
EDipol = ﬁDipol+4nﬁ/l
3X-u)x—p 8m_ .,
- JEOER, T
%] 3

7.3 Die Larmor-Priazession

Wir betrachten ein Magnetfeld, das von Ladungen hervorgerufen wird, die sich zu allen Zeiten in
einem endlichen Raumbereich bewegen, wobei ihre Impulse auch immer endlich bleiben miissen.
Wir interessieren uns fiir den zeitlichen Mittelwert des Magnetfeldes. Dieses mittlere Feld (B)
hingt dann nur noch von den Ortskoordinaten, aber nicht mehr von der Zeit ab und ist daher
statisch.

5 T—oo T ot T—o0 T
0

- T - - -
oB 1 oB B(T,X)—B(0,X) =
< > — gim L [ 2 g BEH B0
Eine rdumlich begrenzte Stromverteilung stellt in erster Ndherung einen magnetischen Dipol dar.
Wir betrachten nun die Krifte und Drehmomente, die auf diesen magnetischen Dipol in einem
duBeren magnetischen Feld B, wirken. Wir miissen fordern, dal} das duBere magnetische Feld B,
schwach ist, so daB die zeitliche Anderung von 771 auf einer Zeitskala stattfindet, die lang ist im

Vergleich zur Zeit 7', die fiir die Zeitmittelung benotigt wird. Fiir die Stromdichte gilt

—

j6.3) = Yavi@)8 F-5i(r).
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Wir wollen weiter annehmen, daB sich das dullere magnetische Feld B, iiber die Ausdehnung der
rdumlichen Stromverteilung nicht signifikant dndert, so dal wir B,(X) = B»(0) setzen konnen.
Fiir das zeitliche Mittel der auf den magnetischen Dipol wirkenden Kraft gilt:

<ﬁ> - <Zqi%x§2(6)>:Z%(Vi>x§2(6):0.

Fiir das zeitgemittelte Drehmoment gilt:

<N> - <Zx, (q,— Xéz(ﬁ))>
= - </d3x5c’>< (f(t,)?) x§2(6)>>
— 1 3 > B /A PR 3 - T, - = R
= - </d X (x-Bz(0)> ](t,x)—/d X (x-](t,x)> BQ(O)>
Nun ist
- 1 - 1 d
/d% (7-700) = —§/d3x5c’2V~j(t,5c’) _ E/d%fz o1
_ 4|1 3
= [2/dxx p(tx)}
daher verschwindet der zweite Term bei der zeitlichen Mittelung. Somit
1 3 > 2 R B
;/d x (3 5:(0)) ()

Nun ist

—» =

/d3xr7l><§2(6) = 2c/d3 )? ] sz(F))
_ /d3 ¢ By (0 3——/d3 Br(0))
-~ E/d3x - Bx(0)) (7) = (V).

Hierbei haben wir fiir den zweiten Term in der zweiten Zeile die Relation

/ PrdjfE) = — / B (R

verwendet. Somit erhalten wir

><

<]_\7> = ﬁXEQ.
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Haben alle Teilchen das gleiche Verhiltnis ¢/m so gilt

— 1 — A — — — —
ao= 2—6/d3xx>< (/) zzzi(x,-xm = Zinu:zi:<xi><pi>

~ 2c
q =g
= —(L
2mc< >
und wir finden
d - q - -
—(Ly = —(LYXB
dt< ) 2mc< ) % B2

(Z> und g prizessieren daher mit der Winkelgeschwindigkeit

— q =
o = —B
2mc 2
um die §2—Achse. Man bezeichnet
q
0 = —
2mc 2

als Larmor-Frequenz.
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8 Die Maxwellschen Gleichungen in Materie

Bisher haben wir die Maxwellschen Gleichungen nur im Vakuum betrachtet. In Materie muf3 nun
allerdings zwischen der elektrischen Feldstirke E und der dielektrische Verschiebung D, sowie
zwischen der magnetische Induktion Bund der magnetische Feldstirke H unterschieden werden.
Die Maxwellschen Gleichungen in Materie lauten:

(
b4 =g 1 —
VXE({tX)+—-=B(t,X) = 0
X E(1,%) + -5 B(1,%) :
V.-D(1,X) = 4np(t,X),
= e 18—» 475—»
VxH(t,X)——-=D(t.X) = —jtx
< H(1,%) ~ 2 D(t.¥) = — (1.9

Zur Losung dieser Gleichungen benétigt man Beziehungen zwischen E und D, sowie zwischen B
und H. Diese hiingen im allgemeinen von den mikroskopischen Eigenschaften der Materie ab und
sind prinzipiell berechenbar. Allerdings sind wir meist nur an makroskopischen Eigenschaften
interessiert. Daher werden die Eigenschaften der Materie durch Groflen beschrieben, die zwar
im Prinzip aus einer mikroskopischen Beschreibung berechenbar sind, die aber nur gemittelte
Eigenschaften der Materie widerspiegeln.

8.1 Zusammenhang der Verschiebung mit dem elektrischen Feld

Man unterscheidet zwischen elektrischen Leitern und polarisierbaren Medien.

In idealisierten Leitern gibt es frei bewegliche Ladungen, die sich bei Anlegen eines elek-
trischen Feldes so lange verschieben werden, bis wieder ein statischer Gleichgewichtszustand
erreicht ist. Dies fiihrt zu induzierten Ladungen, die sich auf den Oberfldchen der leitenden Ob-
jekte befinden. Zur Definition der Flachenladungsdichte betrachten wir zuerst ein Volumen, daf}
durch eine Fliche und eine zur Fliche orthogonale (kleine) Ausdehnung der Linge & gegeben
ist. Wir betrachten dann den Grenzwert 7 — 0 und definieren die Flichenladungsdichte durch

= lim Ap.
n hlg(l)P

Hierbei ist p die (Volumen-) Ladungsdichte. Die Groe 4 hat die Dimension einer Linge und
1N hat die Dimension Ladung pro Fliche. Mit Ausnahme dieser Leiteroberfliche sind D und E
gleich. An der Oberfliche gelten Stetigkeitsbedingungen, die wir spiter diskutieren werden.

In polarisierbaren Medien gibt es keine freien Ladungen, es ist aber sehr wohl moglich, dal} ein
angelegtes elektrisches Feld lokal, d.h. tiber mikroskopische Distanzen das Medium polarisiert.

Ist das Medium homogen und isotrop, so ist



Ist das Medium isotrop, aber nicht mehr homogen, so wird € vom Ort abhéngen:
D(X) = e(X)E().

Ist das Medium weder homogen noch isotrop, so wird die Antwort des Mediums auf die ange-
legten Felder von der Richtung, in der diese zeigen abhingen. Die Funktion €(X) ist dann durch
eine 3 x 3-Matrix zu ersetzen:

D'(x) = €VRXE/(X).

Das elektrische Feld ist die elementare, mikroskopische Feldgrofle. Das elektrische Verschie-
bungsfeld kann in einem Medium vom elektrischen Feld abweichen, falls im Medium lokal ver-
schiebbare Ladungen vorhanden sind. Man nimmt an, daf} in Abwesenheit dullerer elektrischer
Felder die Multipolmomente der molekularen Ladungsverteilung verschwinden. Diese Annahme
ist gerechtfertig, falls man iiber hinreichend viele Molekiile mittelt. Legt man ein dufleres elek-
trisches Feld an, so wird diese Ladungsverteilung modifiziert, und die Multipolmomente sind im
Allgemeinen ungleich Null. Da die Ladungen gebunden sind, bleibt das nullte Multipolmoment
gleich Null. Der dominante Beitrag kommt daher von den molekularen Dipolen.

Wir betrachten ein einfaches schematische Modell: Ein Stiick elektrisch ungeladener Materie
moge derart in Zellen eingeteilt sein, so daB} innerhalb jeder Zelle positive und negative Ladun-
gen zwar verschoben werden konnen, die Zelle aber nicht verlassen konnen. Ohne duferes Feld
ist jede Zelle elektrisch neutral. Legt man ein dufleres Feld an, werden die Zellen polarisiert und
man kann diese durch elektrische Dipole d; modellieren. Die makroskopische Wirkung wird in
Form einer Polarisierbarkeit beschrieben:

P(x) = Y m(®) (d),
wobei 1;(%) die mittlere Zahl von Dipolen pro Volumenelement ist, und (d;) der mittlere am Ort

X; wirksame Dipol ist.

Ein einzelner Dipol J, der sich am Ort ¥ befindet, erzeugt am Punkt X ein Potential

1

X —¥|

d-(Z—7)
—»/|3

:j'§x’
|X — X

q)Dipol ()_6 )

Bezeichnet p(¥’') die Verteilung der freien Ladungen, so geben diese und die in der Materie
induzierte Polarisation das Potential

@@::/ﬁﬂpw




Das elektrische Feld ist das negative Gradientenfeld des Potentials E = —V® und fiir seine
Divergenz erhilt man

V.ER) = 4nm [p()?) - %xﬁ(zﬂ .
Somit
v. (E @) + 4nf’()?)> = dmp(®).
Da andererseits auch
VD) = 4mp(D),
gilt, findet man den Zusammenhang
D = E-+4nP.

Im einfachsten Fall ist die Antwort des Mediums auf das angelegte elektrische Feld, d.h. die
Polarisation P linear in £ und in jeder Richtung dieselbe (Isotropie), in einer Formel also

PE) = %®E®X,
wo Y (X) die elektrische Suszeptibilitit des Mediums ist. In diesem Fall ist also
D(¥) = e(@E®X),
wobei
e(X) = 144my(X).

Ist das Medium aulerdem noch homogen, dann ist € iiber das ganze Medium eine Konstante, die
Dielektrizititskonstante genannt wird. Fiir die inhomogene Maxwellsche Gleichung ergibt sich
in diesem Fall

= =, 475 —
V-E® = “p(3).

Die Richtung eines elektrischen Dipols weist von der negativen zur positiven Ladung. Daher hat
die Polarisation P die gleiche Richtung wie das d@uflere Feld E. Somit ist

Xe >0 und €>1.

Daher wird das angelegte Feld durch die von ihm induzierten Dipolfelder abgeschwécht.
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8.2 Zusammenhang zwischen Induktions- und magnetischen Feld

In Analogie zum elektrischen Fall diskutieren wir hier den Zusammenhang zwischen magneti-
scher Induktion und magnetischer Feldstérke.

Ein magnetischer Punktdipol erzeugt das Vektorpotential

fix (¥-¥)

i-xP

XDipol (7_6) —

Wir beschreiben die magnetische Polarsierbarkeit eines Stiicks Materie durch eine Magnetisie-
rungsdichte

) = Yl (),

wobei (g;) das mittlere magnetische Dipolmoment am Ort X; ist, und 7;(X) die mittlere Anzahl
solcher Dipole pro Volumenelement. Falls auierdem noch eine freie Stromdichte j(X) vorhanden
ist, so hat man fiir das Vektorpotential

Z()?) = A’Strom(f)'i'A)Dipol(z)

_ o [ 2 <o
A [ T T

Wir verwenden wieder

und erhalten nach einer partiellen Integration

i® - %/d3x’ f(fc’/)—l—c)?(_’ )

Berechnet man nun die Rotation von E, so erhilt man

VxBF) = Vx (v xA()‘c’)) = —AA(R) = — (&) +4nV x in(¥),
c
und damit
2 = s an -
V x (B(x) - 4nm(x)> = Tiw).
c
Da andererseits fiir statische Magnetfelder
= — 4 —
VxHE = =)
c
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gilt, ergibt sich der Zusammenhang
H(¥) = B(X) —4mn(X), B(¥) = H(X) +4mmn().

Ist die Antwort des Mediums linear und isotrop, so schreibt man

wobel
p(x) = 14+4nx,(%)

die magnetische Permeabilitit genannt wird. Die Linearitit ist gegeben fiir para- und diama-
gnetische Medien, nicht jedoch fiir ferromagnetische Medien.

Diamagnetische Substanzen bestehen aus Atomen, deren Gesamtdrehimpuls gleich Null ist,
die also kein eigenes magnetisches Moment besitzen. Das angelegte Magnetfeld induziert hier
magnetische Momente, die dem angelegten Feld entgegen gerichtet sind. Dies bedeutet fiir die
makroskopischen Parameter, dal ,, < O und u < 1 ist.

Paramagnetische Substanzen bestehen aus Atomen, die einen nicht-verschwindenden Gesamt-
drehimpuls und ein eigenes magnetisches Moment besitzen. Dieses magnetische Moment, das
von ungepaarten Elektronen aus der Atombhiille stammt, richtet sich parallel zum angelegten Feld
aus, hier ist also ), > 0 und somit yz > 1. In beiden Fillen, dem Diamagnetismus und dem Para-
magnetismus, ist ), sehr klein und daher u nahe bei 1.

In ferromagnetischen Substanzen ist die Antwort des Mediums auf das angelegte Feld nicht
mehr linear und die Funktion

ist sogar mehrwertig, d.h. der Wert der Induktion B bei vorgegebenen Wert von H hiingt davon
ab, wie das Feld H angefahren wurde. Es tritt das Phinomen der Hysterese auf.

8.3 Ohmsches Gesetz

Im Inneren von Leitern konnen sich die Ladungstriger (meist die Elektronen) frei bewegen.
Bei der thermischen Bewegung fiihren sie unregelmissige Streuprozesse mit den Gitteratomen
(Phononen) aus. Im Mittel wird sich der dadurch bedingte Strom allerdings herausheben. Legt
man nun ein elektrisches Feld an, so findet zusitzlich zu dieser thermischen Bewegung eine
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Driftbewegung in Richtung des angelegten Feldes statt. Wir konnen dies durch eine Bewegung
im duBeren Feld mit Reibung beschreiben. Die Bewegungsgleichung lautet

2
Fiir einen stationédren Strom gilt
d* -
~x = 0,
dr?
und wir erhalten mit der Teilchendichte n folgenden Ausdruck fiir den gemittelten Leitungsstrom:
2
= ngv=—E.
J q my
Die GroB3e
2
n
c = 4
my

bezeichnet man als Leitfihigkeit. Man erhilt somit das Ohmsche Gesetz
j = OE.

Die Aquivalenz mit der bekannteren Formulierung R = U /I sieht man wie folgt: Fiir ein endli-
ches Leiterstiick mit der Querschnittfliche A und der Lédnge L, an das eine Spannung U angelegt
wird, erhalten wir also einen Strom /, der dem Ohmschen Gesetz geniigt:

I = A’f’:AG’E’:AGg:g.
L R

Dabei ist der Widerstand des Leiterstiicks durch

gegeben.

Bemerkung: Im Falle eines Supraleiters haben wir keine Reibung (y = 0). In diesem Fall ist
das Feld proportional zur zeitlichen Anderung des Suprastromes Jsupra:

Diese Gleichung bildet zusammen mit der Gleichung

2
VX jsupra = ——B
mc

den Satz der London-Gleichungen, die eine phinomenologische Beschreibung der Supraleitung
darstellen.
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8.4 Stetigkeitsbedingungen

In inhomogenen Medien konnen die Materialkonstanten €, u und ¢ vom Orte abhingen. In vielen
Fillen hat man es allerdings mit wenigstens stiickweisen homogenen Medien zu tun. Dann treten
Anderungen der Materialkonstanten nur an Grenzflichen auf. Diese Anderungen kann man mit
Hilfe der Maxwellschen Gleichungen bestimmen.

Normalkomponente von B: Wir legen in die Grenzfliche eine Dose mit infinitesimaler Hohe
h, deren Boden und Deckel parallel zur Grenzfliche ist. Dann folgt aus der Divergenzfreiheit des
B-Feldes:

0= /d3x§-§:7{d5§.ﬁ h=0 44, ([9’(2) _B’(l)) _
Die Normalkomponente von B ist stetig:

BY = B

Normalkomponente von D: Aus V-D= 4np folgt mittels derselben Konstruktion
4mQ = /d%%-f) = fdcf)-ﬁ "2 Aa- (D@ -D).

Die Normalkomponente von D ist an der Oberfliche nicht stetig und macht einen Sprung, der
proportional zur Oberflichenladungsdichte 7 ist:

Q
D(L —Dﬂ) = 4n2:47m.

Tangentialkomponente von H: Die Maxwellsche Gleichung

VxH——-—=—D = —j
cot c J
reduziert sich im statischen Fall auf
VxH = —j.
c

Wir betrachten nun ein rechteckig geschlossenes Linienintegral der Lange / ldngs der Oberfla-
che und der infinitesimalen Hohe £ senkrecht zur Oberfliche. Dieses Linienintegral umschlief3t
eine Fliche, deren Normalenvektor in der Grenzfliche liegt. Da dieser Normalenvektor in der
Grenzfliche liegt, bezeichnen wir in mit 7. Aus dem Satz von Stokes erhalten wir

= 4 - A
?fdi-H - —n/a’cj-t.
C

Werten wir diese Integrale aus, so erhalten wir

(Fxh)- (Fl<2> —F1<'>) P = Y
C
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wobei der Einheitsvektor 7 zusammen mit 5 und 7 ein orthogonales Dreibein bilden. Da zum

einen
(@xB)-¢ = (bxz)-a
ist und zum anderen 7 eine beliebige Richtung tangential zur Oberfliche ist, gilt:

A = — An - poo 4T
nX<H(2)_H(l)> = Tjh = 7]surface~

Hierbei haben wir die Flachenstromdichte durch
fsurface - llzg% h;

definiert. 7 X H|| macht daher einen Sprung von der Grofe und der Richtung der Flachenstrom-
dichte ] surface-

Tangentialkomponente von E: Analog leitet man aus

im statischen Fall ab, dal die Tangentialkomponente von E stetig ist:
Zusammenfassung der Stetigkeitsbedingungen:

i (D —DU) =dmn,  ax (E®—EV) =0,

i (B BO) =0, ax (A —A0) =T

8.5 Der Energie-Impuls-Tensor in Materie

Der symmetrische Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes im Vakuum lautet:

1 1
™ = yP [F’“’T(x)FTV(x) - Zg’“’VFpGF pc] :
Fiir die expliziten Eintrdge erhilt man
1 /2 =
™ = = (E2+BZ) = u(t,%),
o= L (E xE)i — cPI(1,3)
4n Y
™ = _(ExB) =83
4n c (#,%),
= |EE L BE - S8 (B 4 B)
4n 2



Fiir dessen Divergenz finden wir nun
v Vv
9T = —=F"j,
c
Ausgeschrieben fiir die zeitliche Komponente erhilt man

a - — - -
—u+VS+E-j = 0.
atu-i- +L-j

Wir betrachten nun den Energie-Impuls-Tensor in einem linearen, homogenen und isotropen
Medium. Hier gilt

D=¢E, B=yH.

Mman findet fiir den Energie-Impuls-Tensor

1 | 1 N
™ = i F“T(X>Frv(x)+zg“Vchch ,
wobei
0 —EY —EY —E* 0O -D* —-DY -—-D¢
v | B2 0 BB pw_ | DY 0 —H W
o EY B* 0 —B* ’ o DY H* 0 —H*
E* —-BY B 0 D —-HY H* 0

ist. Man erhilt dann

w(t,) = g(E D+H ):g(eE +,uH>
Bi) — —DxBe—eufx il
X = e e —
’ 4me 4me ™ ’
— _ C - —
S(Z,X) = EEXH,
i = L e (BRI - LB ) (R - 5iE?
4T 2 2 '

Diese GroBen erfiillen wie im Fall des Vakuums die Gleichung:

Bemerkung: Neben Energie- und Impulsdichte ist auch noch die Drehimpulsdichte interessant.
Man definiert

— 1 - — = —
[ = —X’x(DxB):E—’u)‘c’x(ExH>
4me 4me

als Drehimpulsdichte des elektromagnetischen Feldes.
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8.6 Zusammenfassung der Elektrodynamik in Materie
Zusammenhang zwischen Verschiebung und elektrischen Feld:
D = E-+4nP.

Einfachster Fall: Lineare Antwort eines isotropen Mediums auf das angelegte elektrische Feld

PR = L@EW,
D(x) = e(X)EX),
eX) = 1+4my ().

Zusammenhang zwischen magnetischer Induktion und magnetischer Feldstirke:
B(X) = H(X)+4mun(¥).

Einfachster Fall: Lineare Antwort eines isotropen Mediums:

i (X) Aom (¥)H (%),
B(X) = wu(X)H(X),
uxX) = 14+4mypn(X)
Ohmsches Gesetz:
j = oE
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9 Die Strahlung des elektromagnetischen Feldes

Im folgenden wenden wir uns, soweit nicht explizit anders angegeben, wieder Losungen der
Maxwellschen Gleichungen im Vakuum zu. Durch die Einfithrung des Viererpotentials reduzie-
ren sich die Maxwellschen Gleichungen auf

4r
DAV - ava‘uA'“ = ?]V
Wihlt man die Lorenz-Eichung
JdA" = 0,
so erhilt man
4
OA% = _7t j,u i
c
Zur Erinnerung:
1 9?
O = 9J,0'=—-——A
H c? ot?

Wir benétigen zum einen die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung, als auch
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Wir beginnen mit der Konstruktion einer
speziellen Losung.

9.1 Die Helmholtz-Gleichung

Wir betrachten nun die Gleichung

1 0° . .
Ax — gﬁ \If(t,X) = —4TCF(t,.X)

Eine Methode, diese Gleichung zu 16sen, besteht darin, zunédchst eine Fouriertransformation fiir
die Zeitkomponente durchzufiihren. Dies fiihrt auf die Helmholtz-Gleichung, die wir zuerst 16-
sen. Danach fithren wir die Fourier-Riicktransformation aus. Wir setzen

v = [ 5O w,5),

do .~
Fid) = [ 52 e ™Fo),
Fiir die Riicktransforamtion gilt

Wo.H = [drey(),
FloR = / dt dVF(1,3),
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Einsetzen liefert

(A +K) P(0,F) = —4nF(0,5), k:%.

Diese Gleichung nennt man die (inhomogene) Helmholtz-Gleichung.

Zur Losung dieser Differentialgleichung betrachten wir zunéchst die zugehorige Greensche Funk-
tion. Diese Greensche-Funktion ist eine Losung der Gleichung

(Ac+K2) G(x¥) = &FF-¥).

Bemerkung: Bis auf das Vorzeichen von k? ist diese Gleichung identisch mit der Differential-
gleichung fiir die Greensche Funktion des Yukawa-Potential. Die Gleichung fiir das Yukawa-
Potential lautet

(Ac—1?) Gu(%¥) = &(F-X).

Es ist technisch etwas einfacher, zunichst die Greensche Funktion fiir das Yukawa-Potential zu
bestimmen, und dann u = =+i|k| zu setzen. Im Fall ¢> = 0 kennen wir die Losung bereits, dies ist
nichts anderes als die Greensche Funktion der Poisson-Gleichung

1 1

Wir betrachten nun g # 0. Wir stellen zunéchst fest, daB G, (¥,%) nur von der Differenz ¥ — ¥/
abhiéngt:

G, (% X) = Gu(x-X).
Dies sieht man wie folgt: Fiir beliebiges y und 7 = X — y gilt zunéchst:
(Ac—1?) Gu(Z—¥.¥ —5) = (A, —1?) Gu(ZX —5) =8 F ¥ +y) =8 (F-¥).
Somit hat man fiir y = ¥':
(Ac— %) Gu(3—%,0) = &(F-X).

Zur Bestimmung der Greenschen Funktion der Helmholtz-Gleichung verwenden wir wieder die
Technik der Fourier-Transformation. Wir fiithren eine Fourier-Transformation fiir den Ortsraum
durch

— d3p 1 ¥—xX) A —
G,(%¥) = /(2n)3 p(x X)Gy(p)
Fiir die Delta-Funktion haben wir
d3p



Damit erhélt man

&Pp ) - &Pp x Ep e
A _‘u2 / ezp(xf )G ) = / ezp(xfx) _p2_‘u2 Gu(p) = / ezp(xfx)
Aus der Gleichheit der Integranden folgt
~ 1
G = J—
u(P) 2 +u
Somit ist
G (—» —»/) / d3p iﬁ(ﬁ?—f/)é (") 1 d3 eiﬁ(fif,)
LX) = e p) = — / P ——-
! (2m)? ! (2m)? p2+u2
Sei nun X —X = (0,0, r).
x 2
- i p
G, %) = ipreos® 5 , u=—cos0
P>+
= 2
= —ipru / ip _eipr) p
2+u (=ipr) PP’
B 1 /d pezpr pe —ipr pezpr
- (npir) P\p2+i2 ™ Pl (2m)2ir . W

Wir nehmen nun g > 0 an. Der Integrationsweg kann fiir » > 0 durch einen Halbkreis im Unend-
lichen des I. und II. Quadranten geschlossen werden. Dieses Stiick liefert keinen Beitrag. Somit

ergibt sich mit Hilfe des Residuensatzes:

/ dp [;elpr = 2mires (%) =mie
+p? 2t o Ly Py
Und somit fiir r > 0
L P
Gu(X,X) = “an W
Fiir r < 0 schliessen wir die Kontour nach unten:
/ dp% = —2mires (%) = —mie'
Jop +u PTHE ) ey
und somit finden wir fiir » < 0 ebenfalls
oMY

GiET) =~
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Wir kehren nun zur Helmholtz-Gleichung zuriick und substituieren u = +ik. Somit erhalten wir
die Greensche Funktion der Helmholtz-Gleichung:

1 ej:ik|5c'f)_c"|

Tam fow|
Wir werden spiter sehen, dal die Wahl der Vorzeichen im Exponenten durch die Randbedingun-

gen bestimmt wird. Technisch betrachtet haben wir nun Pole auf der reellen Achse bei p = =£k.
Die Wahl der Vorzeichen hingt davon ab, wie diese Pole umgangen werden.

GE(RY) =

9.2 Die Greensche Funktion der Wellengleichung

Wir bestimmen nun die Greensche Funktion der Wellengleichung

1 az = 1 NS3(= o
(A"_?ﬁ) G(t,x,t',X) = ES(t—t)S (X—X).
Fithrt man die Fouriertransformation in ¢ durch

do ... ~
G(t, %1 %) = / 2 e G031 F),

1 1 dw ’
S8t -3 (x—F) = -8 (—¥ e —ie(r—t)
S(—1)F (7)) = 8- [ e,
so ergibt sich mit k = ®/c
~ 1 o/
(Ac+K) G(o,%,1 %) = -&FF-¥)e".
c

In den Variablen X ist dies bis auf einen von X unabhingigen Vorfaktor o’ /c die Helmholtz-
Gleichung. Wir erhalten daher die Losung

~ 1 .
Glox %) = ;e’wf’c,f(z,xw.

Fithrt man dann die Riicktransformation der Fouriertransformation durch, so erhilt man

mdm L
G(t,%t,%¥) = — e "'G(m,x,t',X)
27
1 °°d(0 + PN
= E ﬁGk (x,)_c")e lw(t t)
11 fdo 1

= — | — 5= e N e o
= “ne ) o oo (oG- Eik[E-X)

11 1 [do oL
= ——= — exp (—io(t —t')+i—|¥— )
dme |X—X| /) 2=n p( ( ) lc‘x d

—o0
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Nun ist aber

9 e (_im [(t—f')jF% ’,—C»_;C»/’D = 5(@_:’)4:%\2_5/\)

Somit
11 1 1
G, %t %) = —————=8(t—|/E-|x-F|] ).
(1,%0,%) A c |¥—X| ( [ c‘x *
Mit Hilfe dieser Greenschen Funktion ergibt sich die Losung der inhomogenen Gleichung
JNRLAAR P ATF (1,5)
— == X) = — X
X C2 atz W Y Y
zu
vE(LE) = —4Tc/c dt’/d3x’ G* (1,31, )F(1,7).

Man bezeichnet G* (¢,%,¢',X’) als retardierte Greensche Funktion und G~ (¢,%,1',X) als avan-
cierte Greensche Funktion.

Wir betrachten zunichst die retardierte Greensche Funktion G (z,X,¢',¥). Hier erzwingt die 6-
Distribution

d.h.t > 1. Das Signal, das von der Quelle am Ort X’ zur Zeit ¢’ ausgeht, lduft mit Lichtgeschwin-
digkeit zum Beobachter am Ort X und erreicht diesen zur Zeit

t = '+ Laufzeit des Signals von ¥’ nach ¥.

Beschreibt F(¢/,X’) eine in Raum und Zeit lokalisierte Quelle, so bedeutet dies im Besonderen,
daB fiir alle t' < fg und fiir alle 7 > fonq die Quelle keinen Beitrag liefert. Wenn zur Zeit t =
—oo bereits ein gewisser Anfangszustand Wi, (—oo,X) vorlag (in fiir “incoming”), dann lautet die
vollstindige Losung

V(LD = Win(t,E) —4n / cdr / B G (1% R)F (T,
Somit kann zwar schon lange bevor die Quelle funkt ein einlaufendes Signal vorhanden sein
(welches die Randbedinung bei t = —oo erfiillt), die Quelle liefert aber zusitzliche Beitrige nur

dann, wenn ¢ gleich ¢’ + |X — X'| /c ist. Sie trigt zum Gesamtfeld Wy nur auf retardierte Weise, d.h.
kausal bei.
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Die avancierte Greensche Funktion G~ (z,%,t',X’): Hier erzwingt die 8-Distribution

d.h. die Zeit ¢, zur der der Beobachter etwas wahrnimmt ist frither als die Zeit ¢’ zu der die Quelle
funkt. Daher ist 7 nicht kausal mit 7’ verkniipft. Die avancierte Greensche Funktion wird verwen-
det, falls als Randbedingung nicht das einlaufende Feld y;, sondern die auslaufende Losung Yoy
gegeben ist, die sich zur Zeit t = oo einstellt. In diesem Fall lautet die vollstindige Losung

V(L% = Woult,F) —4Tc/c dt'/d3x’ G (1,31, )F(1',%).

9.3 Das Lienard-Wiechert Potential

Ein elektrisch geladenes Teilchen, das im rdumlichen Bezugssystem K die Bahnkurve 7(¢) durch-
lauft, erzeugt auBer der punktformigen Ladungsdichte p(¢,X) eine Stromdichte j(z,X), die zu
seiner Geschwindigkeit proportional ist:

p(1.X) = ¢8F-7(1)),

2

j0.3) = g EF-7(1)).
Somit ist
P = (cp.]) =ac [ dsu(s) 8 (xr(s)
Diese Stromdichte agiert als Quellterm fiir das elektromagnetische Feld:
0 A,“ — 4_7'C j‘u
c

in Lorenz-Eichung. Eine Losung fiir das Viererpotential A* ist gegeben durch

4T

Alx) = —F / 45 G (x, X)) ().
c

Die retardierte Greensche Funktion lautet

G (o) = —pmm 5("[”%!)?—?’])

C4mce |R—7|
= Ll S - p-7)
47 |X — |

Hierbei haben wir




verwendet, wobei die u; die einfachen Nullstellen von f(u) sind. Die Theta-Funktion stellt sicher,
daf nur die Nullstelle, die der retardierten Losung entspricht, beitrdgt. Einsetzen liefert

#) = = [a G ) )
_ g / ds / a7 (0 =) 3 ((x—)7) w(5) 8 (X~ r(s))
= 2 [ds© (1)) 8 (v~ r(5))”) (o)
Sei nun s der Wert, so da$
(x—r(s50))*>=0 und x°—r(s9) > 0.

In anderen Worten: s ist der Wert des Bahnparameters, so dall der Punkt x* auf dem Vorwirts-
lichtkegel von r*(sp) liegt. Nochmal etwas anders formuliert: s¢ ist der Wert des Bahnparameters,
bei dem die Bahnkurve den Riickwirtslichtkegel von x* schneidet. Nun ist

d d ,
S| = 2y )

I N

und daher
u(s0)
T r(s0)) -uls0)”
Diesen Ausdruck nennt man das Lienard-Wiechert Potential. Verwendet man als Parametrisie-
rung der Bahnkurve r(¢) anstelle von r(s), so ergibt sich
ut(to)
q .
(x—r(to)) - u(to)

Bemerkung: u* (o) und r*(tp) sind bei #p auszuwerten, so daf x* auf dem Vorwirtslichtkegel von
r*(tp) liegt.

Al(x) =

AM(x) =

9.4 Abstrahlung einer beschleunigten Ladung

Eine Anwendung des Lienard-Wiechert Potentials ist die Beschreibung der elektromagnetischen
Abstrahlung einer beschleunigten Ladung. Beispiele hierfiir sind:

- Punktladung, die ldangs einer Achse oszilliert;

- Ladungen auf einer Kreisbahn bzw. dquivalent hierzu Synchrotronstrahlung.
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Wir betrachten zunéchst in diesem Abschnitt eine beliebige Bewegung eines geladenen Teilchens
und bestimmen die hieraus resultierenden elektrischen und magnetischen Felder, sowie die ab-
gestrahlte Leistung. In den darauffolgenden Abschnitten untersuchen wir dann eingehend den
Spezialfall einer periodisch oszillierenden Ladung.

Wir betrachten ein geladenes Teilchen, dessen Bahnkurve durch 7#(¢') gegeben ist. Den Bahnpa-
rameter bezeichnet wir mit /. Wir bestimmen zuerst die elektrischen und magnetischen Felder
aus dem Potential. Mit

Wegen (x— r(1'))* = 0 und x0 > rO(¢') ist
L= = ct—1)=|F-F{)| =R,

wobei R den rdumlichen Abstand zwischen dem Aufpunkt x und dem Punkt r(¢') auf der Bahn-
kurve bezeichnet. Weiter definieren wir den Richtungsvektor

—»_—»t/
poo X0
X —

X —7(t)]

Damit erhalten wir dann
1
u-(x—r) = YR (1 ——V-ﬁ)
c

Aus dem Lienard-Wiechert Potential

d =

VIR

L
(5

s
SN—

Bemerkung: ® und A sind Funktionen von R = ¥ — 7(¢') und v(').

Wir mochten nun die elektrischen und magnetischen Felder am Punkte X zur Zeit ¢ bestimmen.
Das E- und B-Feld lassen sich aus den Potentialen wie folgt bestimmen:
10-

E = -Vd—-—A B = VxA.
c ot
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Dies erfordert Differentiation nach den Aufpunktkoordinaten #, x, y und z. In den Potentialen tritt
aber auch die retardierte Zeit

R

t = t——

c
auf. Wie bereits erwihnt, konnen wir die Potentiale als Funktion von R = X — 7(') und %(¢')
betrachten. Die gewiinschten Ableitungen erhalten wir somit durch die Kettenregel. Hierfiir be-
notigen wir 9’ /9t als auch 9’ /dx;. Wir betrachten zunichst

0 = J , d d , ot’
—R° = —R°"=2R—R=2Rc—(t—t)=2Rc| 11— —
ot ot ot Cat( ) ¢ ot
Andererseits haben wir aber auch
a =) a / 2 — a / at/ = at/
—_— — —_— _’—_»[ :2 _—_»t _:_ZR_’_
ot ot (x it )) at’r( ) ot Y ot
Somit
ot’ L ot
2Rc |1 —— = —2RVv—
¢ ( ot ) "o
und
o’ 1
HR' M
ot 1 z_R
Analog findet man indem man
J =
—R
axl'
betrachtet, die Beziehung
N R

Somit berechnet man beispielsweise

0 - dA OR; o 0A dv; of

ar T R w a T ar a
D _ 0P (R, OR; o'\ P v A
axi n aRJ‘ ax,' ot’ ax,' an ot’ ax,'.

Man findet nach einer lingeren Rechnung:

2
3 -2 (5.7 q LT PN
E = g— S (R-"R)+—L—{Rx|(R-2R)x 57|y,
(R_ﬁ_ﬁ> ¢ Cz(R_R_V> c ot

- 1—»
B:—(x

i

)zﬁxﬁ.

=
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Bemerkungen: Man schreibt

E - Estat+EaCC7

2

-2 v
Egqar = q f 3 (R——R),
(R=f) N €

C

E acc

1
<
~—
—N—
=
X
L —
N
=
|
o<y
=
~__
X
SYISE
<l
—_
H,_/

c? (R _ &)’
Estat nennt man statisches Feld oder Geschwindigkeitsfeld. Es ist auch dann vorhanden, wenn
sich das Teilchen geradlinig-gleichférmig bewegt. Den zweiten Anteil Eye. bezeichnet man als
Beschleunigungsfeld. Es ist proportional zu v und verschwindet daher, wenn sich das Teilchen
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

Beachte: Fiir groe Abstinde fallen die Felder wie

1 1
Estat ~ ﬁa R
ab.

Wir betrachten nun die abgestrahlte Leistung. Fiir R — co dominiert der Strahlungsterm und
der Poyntingsche Vektor ergibt sich zu

— s — — C = N — C = N

S8 = J=Euce ¥ Buce = 7—Euce X (n x Eacc> ~ Bk
Der Poyntingsche Vektor gibt den Energieflul pro Einheitsfliche pro Einheitszeit t an. Wir inter-
essieren uns fiir die abgestrahlte Energie pro Raumwinkelelement und pro Einheitszeit ¢':

dP(t") . C 5 » (ot
= lim —R*|E — .
dQ Rovs 4Tt [Bacel or’

Man findet




wobei B =V/ec.
Bemerkung: Dieser Ausdruck ist unabhingig von R. Die gesamte abgestrahlte Leistung erhilt

man aus
dP
P = dQ—.
/ dQ
Man erhilt die Formel von Lienard:

247 | (O 1 o\ ?
poo Mol(T) L (5,
3c3 ot c? ot
Bemerkung 1: Nur ein beschleunigtes Teilchen strahlt Energie ab. Bewegt es sich mit konstanter
Geschwindigkeit, so strahlt es nicht.

Bemerkung 2: Fiir v < ¢ erhilt man
B 242 [\
33\t )

Bemerkung 3: Anwendungen dieser Formeln:

- Eliminiert klassische Atommodelle (ein “klassisches” Elektron auf einer Kreisbahn strahlt
kontinuierlich Energie ab).

- Antennen.
- Verlustleistung in Teilchenbeschleunigern.

- Synchrotronstrahlung.

9.5 Strahlungsfelder lokalisierter oszillierender Quellen

Die einfachsten strahlenden Quellen lassen sich durch lokalisierte, oszillierende Ladungs- und
Stromdichten modellieren. Lokalisiert bedeutet, dal die Quellen nur ein endliches Gebiet im
Raum einnehmen. Wir betrachten eine Zeitabhédngigkeit der Ladungs- und Stromdichte von der
Form

Es ist technisch einfacher, harmonische Funktionen in komplexer Form zu verwenden. Dariiber-
hinaus ist die komplexe Form vorteilhaft bei der Modellierung realistischer Quellverteilungen
mittels Fouriertransformation in der Variablen 7.
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Wir werden gleich zeigen, da dann auch die Potentiale ®(¢,X) und A(¢,%) sowie die Felder
E(t,X) und B(t,X) die Zeitabhingigkeit

—iot

haben. Da

¢® = cos@+ising
erhilt man die physikalischen Felder durch die Bildung des Realteils:

Ree ™ = cos(or)
Die Vorteile der komplexen Notation liegen in den vereinfachten Rechenregeln: Die Umformung

PP —  LilatB)

ist einfacher als

cosacosf = % [cos (o —P) +cos (o+B)].

Wir wollen nun zeigen, daf fiir die oben definierte Zeitabhingigkeit der Ladungs- und Strom-
dichte die Zeitabhingigkeit des Vektorpotentials A(z,X) ebenfalls durch e ' gegeben ist. Ver-
wendet man die Lorenz-Eichung und die retardierte Greensche Funktion, so erhélt man fiir das

Vektorpotential
. 1 2o, —iot 1
i) = —/d3x'/dt’%a (r-ﬂ——yz—x”})
c |X—X| c

Setzen wir nun

so erhalten wir

—\

Analog argumentiert man fiir das skalare Potential und findet ®(¢,%) = ®(¥)e . Da sich die
E- und B durch Ableitungen des skalaren Potentials und des Vektorpotentials berechnen, ist die
Zeitabhiingigkeit ebenfalls von der Form e~/
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Wir betrachten die Strahlung auf3erhalb der Quellen im Vakuum. Wir setzen wieder

((V
k = —.
c
Im AuBenraum gilt
VxB———FE = 0
cor
Setzt man
E(t,5) = E®e ™,
B(t,¥) = B(X)e '™,
SO ist

Daher berechnet man aus der Stromdichte j zuniichst A und anschliessend daraus B und E. K()?)
ist gegeben durch

R 1 ik|x—Xx'|
Aw = - [d ).

=%’
9.6 Multipolstrahlung

In der Elektrostatik hatten wir die inverse Abstandsfunktion systematisch entwickelt:

1 .
i 4”2 Z 2l+1 l—lelm(e,7(P/>Ylm(e’(p)’

Hier tritt nun anstelle der inversen Abstandsfunktion die Funktion
ikl

X =¥
auf. Die Verallgemeinerung der Entwicklung fiir k # 0 lautet
iklT=

7 = 47'Clkz Z Jilkr<)h kr>)Ylm(9 ©)Yim(0,9),
=0m=—1

Die Funktionen j;(z) sind die sphérischen Bessel-Funktionen, die Funktionen hl(l) (z) die sphé-
rischen Hankel-Funktionen der ersten Art. Diese lassen sich ausdriicken durch

@) = i) +imi().

117



Hierbei sind n;(z) die sphérischen Neumann-Funktionen. Fiir j;(z) und n;(z) hat man die For-
meln

)

zdz Z

m) = —(~2) (“’) cose.

zdz Z

@) = (=2) <li)l@

AuBerhalb der Quellen erhilt man daher

A® = @Z ¥ 0 k) in(6.0) [ 4@ ) Y60

=0m=-—1

Der Ausdruck
5, = / BATE)j) (k) Y0, 9)

hingt nur von der Quellverteilung ab und stellt eine Verallgemeinerung der Multipolmomente
dar. Somit erhalten wir die Entwicklung des Vektorpotentials zu

- 4mik &
AF) = —‘Z Z Ginh,") (kr) Yin(6,9),

=0m=—1

QIm—/dx] jl kr)Ylm(ea(P)

Sei d die riumliche Ausdehnung der Quelle und A = 27/k die Wellenlinge. Fiir klassische ma-
kroskopische Quellen und (gewohnliche) Atome ist die Wellenlidnge A gewohnlich sehr viel gro-
Ber als die rdumliche Ausdehnung d. Der obige Ausdruck vereinfacht sich dann in zwei Berei-
chen, die wir als Nahzone und Fernzone bezeichnen wollen und nun diskutieren.

In der Nahzone, definiert durch
d<r<\
ist das Produkt kr klein gegen 1 und man hat

A
ezk|x S P 1.

Somit findet man

Ylme(P 3.7.1 /
- ZZZH—I P /dx Ein(®, ')

ClOm

Die physikalische Interpretation ist wie folgt: In der Nahzone konnen Retardierungseffekte noch
vernachlissigt werden. Bis auf die harmonische Zeitabhiingigkeit sind £ und B statische Felder.
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In der Fernzone, definiert durch

d<A<Lr
kann man nach r’/r entwickeln:
’)_c’—)_c"’ ~r—i-X, =1,

lkr
/d3 lknfc” )
Ccr
zkr o0 .
- CW e a2y ).

t:

N
&)
Q

Nun ist /- ¥ von der GroBenordnung d und das Produkt kd ist in der Fernzone klein gegeniiber
1. Daher konvergiert die Reihe rasch und wird durch den ersten nicht-verschwindenden Term
dominiert. Der Term zu ¢ = 0 lautet
e g
/ X ().

9.7 Dipolstrahlung

Wir betrachten nun den (I = 0)-Term in der Multipolentwicklung. Mit

; ikr
jotkr) = S0 0k = € wo0(6.0) = ﬁ
findet man
- e’k’ sin(kr’
Ist die Quelle nahezu punktformig, d.h. gilt d < A, so folgt kr’ < 1 und man kann
sin(kr’) {
kr'

setzen. Somit erhalten wir

cr

Bemerkung: Dies ist identisch mit dem ¢ = 0-Term der Entwicklung in der Fernzone.
Zur Berechnung dieses Integrals betrachten wir zunéchst die Kontinuititsgleichung und erhalten
die Relation

—

N

V-‘](Z,X)-FEP(Z,X) - 07

§~f(5c’)eiwt+§(p(fc’)ei®t) = 0,
V- j(®) —iop() = 0,
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Mittels einer partiellen Integration findet man dann

N eikr . eikr o i(Deikr
AW = & [awjw) =-S5 [axw (Vi) = - / AT p(F)
cr cr cr
ik kr
_ ke S
,
Zur Erinnerung
o 27
k —= _ = —
c A

Die Felder berechnet man mittels

. . N eikr 1 .

ma::mea:#,‘O—%fo¢

E® = tVxB® =0 (2xd)xi+ 5 (1—ikr) 3¢ (2-d) —d].
r r

Fiir die zeitabhiingigen Felder hat man dann
E(t,3) = E®e ™,
B B(X)e ',

Wir konnen nun einen (idealisierten) Dipol in der Nah- und Fernzone betrachten. In der Fernzone,
d.h. fiir groBe Abstinde gilt

ikr

B = K< sxd,
r
ikr

EX = k26—<3€><d>><)2.
r

Bemerkungen:
- Beide Felder schwingen in Phase.
- Die Betridge der Felder sind von der gleichen Groflenordnung.
- Beide Felder stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung X.
- Beide Felder fallen mit 1/r ab.

Der Dipol in der Nahzone: Da der Dipol als punktférmig vorausgesetzt wurde, ist » immer noch
grof} gegeniiber d, andererseits ist » nun aber klein gegentiber A:

d<r<.
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Die Niherung kr’ < 1 ist weiterhin giiltig, auBerdem gilt nun auch kr < 1. Wir erhalten

B) = i

Bemerkungen:

- Abgesehen von der harmonischen Zeitabhingigkeit ist das elektrische Feld gleich dem eines
statischen elektrischen Dipols.

- Der Betrag von B ist um einen Faktor kr kleiner als der von E , das elektrische Feld dominiert
in der Nahzone.

- Die beiden Felder haben eine Phasenverschiebung von /2.

9.8 Elektromagnetische Wellen

Wir betrachten nun noch Losungen der homogenen Gleichung

—0"9, A" = 0.
Wir wihlen wieder die Lorenz-Eichung

A" = 0,
Daher erhilt man

oA® = 0.

Ausgeschrieben erhélt man
(Cl_z aa—; — A) A = 0.

Behauptung: Das elektrische und das magnetische Feld erfiillen ebenfalls die Wellengleichungen
(ﬁ%—gézo,
(%%—QE:O.

Wir beweisen diese Aussage fiir das elektrische Feld: Wir nehmen die Rotation der zweiten
Maxwellschen Gleichung:

- O B
Vx(VxE—i——EB) = 0.
cot
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Nun ist
§>< <§><E“) = %(%E) _AE.

Der erste Term verschwindet aufgrund von V-E =0. Weiter folgt aus der vierten Maxwellschen
Gleichung

<
X
oL
I
v

o=
S

Daher

1 0% ,

Bemerkung: Die Wellengleichung
2
(Cl_z% —A) f(65) = 0
ist linear in der gesuchten Funktion f(¢,X). Daher gilt das Superpositionsprinzip: Sind f; und f>
Losungen der Wellengleichung, so ist auch
c1f1(t,X) +c2fa(t,X)
eine Losung (c1,cp € C). Als Losung findet man
fi(t,X) = exp (—iu)tiiic’ic’) ,
wobei
k

k =

w
o

Der Vektor & ist der Wellenvektor, sein Betrag k heil3t Wellenzahl. Setzt man

2n
=27V, k= "

so findet man die bekannte Relation

c = Av.
Wihlt man den Wellenvektor entlang der z-Achse

k = ke,
dann lautet die allgemeine Losung zu diesem k

fi = ¢ eik(z—ct) + C2€ik(z+ct)
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Die beiden Terme unterscheiden sich durch die Laufrichtung — in Richtung der z-Achse oder
entgegengesetzt dazu. Legen wir eine Ausbreitungsrichtung fest, so lauten die Losungen zu ge-
gebenen k = ki fiir das elektrische und magnetische Feld

=l

2 i(ki-X—ot

(k —u)t).

=l

=

o

= gpe'

Die Vektoren €¢ und €p sind konstante Vektoren, man nennt sie Polarisationsvektoren. Wir
betrachten die Divergenz des E- und des B-Feldes:

% . E = EE . %ei(z'f_mt) =i (E—fE . k) €i |

<l
ool
I

g %ei(ﬂ.)?—wt) . (_éB k’) ei(%.)‘é—wt) -0,
also
€ k=0, Eg-k=0,

d.h. € und €p stehen zur Ausbreitungsrichtung senkrecht. Weiter folgt aus

VXE+—-—B = 0,
c ot
die folgende Relation:
— (D—»
kil x €g — —€p = 0,
c
_éB = nx EE,

d.h. €¢ und €p stehen zueinander senkrecht. Das elektromagnetische Feld besitzt daher zwei Ein-
stellungsmoglichkeiten fiir die Polarisation: Beide stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.

Bemerkung: In der Quantenelektrodynamik wird ein Photon durch ein Spin 1 Feld beschrieben.
Im Allgemeinen hat ein Spin 1 Teilchen drei Einstellungsmoglichkeiten, m = =1 und m = 0. Fiir
ein Photon tritt nur die Rechts- bzw. Linkspolarisation auf.

Seien €; und €, zwei (reelle) Polarisationsvektoren, die zueinander senkrecht stehen und dar-
iberhinaus orthogonal zur Ausbreitungsrichtung sind. Die allgemeine Losung fiir das elektrische
Feld zu gegebenen k und einer Ausbreitungsrichtung 146t sich dann schreiben als

E = —é]ei(kﬁ-a‘c’—mt) +§2eiaei(kﬁ~f—wt)

Im Allgemeinen beschreibt diese Formel eine elliptische Polarisation. Spezialfille sind die linea-
re und die zirkulare Polarisation.
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Wir haben bisher nur Losungen mit einer bestimmten Frequenz ® = ck betrachtet. Die allgemei-
ne Losung zu einer gegebenen Ausbreitungsrichtung ergibt sich als Uberlagerung verschiedener
Frequenzen:

mit k = ®/c.

9.9 Die Wellengleichung in Materie

Im einfachsten Fall sind nichtleitende Medien elektromagnetisch homogen und isotrop. Sie kon-
nen daher durch zwei skalare Materialgroen, die Dielektrizitdtskonstante € und die magnetische
Permeabilitdt u beschrieben werden, die unabhingig von der Frequenz ® sind. Man findet die

Wellengleichungen
1 o? q
———A)E = 0
<v2 or? ) ’
1 9? L
—=——A|B = 0
(F3e-a)8 =0
wobei
c
vV o= —.
NG
Somit
E — /d—w(§1+£2€l(x) ez(kﬁx—wt)
mit

ko= [k = ver.

c
In dispersiven Medien sind ¢ und € abhingig von der Kreisfrequenz ®:

u=u(0), e=e0).

Wir haben nun

mit
ko) = [Ko)| = Ve(©u()>.

Diese Relation zwischen Wellenzahl und Kreisfrequenz wird Dispersionsrelation genannt. Wie
diese Relation genau aussieht hingt von dem betrachteten Medium ab.
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10 Formulierung der Maxwellschen Theorie mittels Differen-

tialgeometrie
Zur Erinnerung: Wir hatten bisher das freie elektromagnetische Feld durch die Wirkung
1 1
= 2/d4x Ly L=—qgrfw™, B =0uAv—0vAy,

beschrieben. Die Lagrangedichte ist eichinvariant unter den Transformationen
Au(x) — Au(x) +9,A(x).

Wir mochten dies nun in einen Zusammenhang mit der Differentialgeometrie stellen.

10.1 Mannigfaltigkeiten

M ist eine n-dimensionale differentierbare Mannigfaltigkeit falls

e M ein topologischer Raum ist,
e und es eine Familie offener Mengen {U;} mit zugehorigen Abbildungen @; gibt, so dal
uu;, = M
und ¢; ein Homeomorphismus von U; in eine offene Menge V; C R”" ist.

e und falls U;NU; # 0, ist die Abbildung @;; = (pl-(pjf1 von @;(U;NU;) nach ¢;(U;NU,)
beliebig oft differenzierbar.

Das Paar (U;, ;) bezeichnet man als Karte, wihrend die Familie {(U;, ¢;)} als Atlas bezeichnet
wird.
Bemerkung: M schaut lokal wie der R" aus, doch gilt dies nicht global.

Homeomorphismus: Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Rdumen ist ein
Homeomorphismus, falls sie stetig ist und ein Inverses f~! : ¥ — X besitzt, welches ebenfalls
stetig ist.

Diffeomorphismus: Homeomorphismus und C*.
Sei I C R ein Intervall und y: I — M C R” eine differenzierbare Abbildung.

d
—v(t)| eR"
th()to

bezeichnet man als Tangentialvektor an M im Punkte y(#p). Die Gesamtheit aller Tangential-
vektoren an M im Punkte p wird mit 7,M bezeichnet. Wir bezeichnen mit 7;M den dualen
Vektorraum von 7,M, d.h. die Menge aller Linearformen

¢:T,M— R.
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Die Elemente von ¢ € 7,;M heiflen auch Kotangentialvektoren.

Ein Vektorfeld ist eine Abbbildung
X:M—R"

X ordnet jedem Punkt p € M einen Tangentialvektor X (p) € R" zu.

10.2 Differentialformen
Eine Differentialform erster Ordnung ist eine Abbildung
o:M—|JT,M
P

mit @(p) € T,;M. Die Differentialform ® ordnet also jedem Punkt p € M einen Kotangential-
vektor ®(p) € T;M zu. Wir bezeichnen den Wert von ®(p) auf dem Tangentialvektor v € 7,M
mit

(o(p),v)

Beispiel: Sei U C R" und f : U — R eine differenzierbare Funktion. Unter dem totalen Differen-
tial df von f versteht man

afo)) = 35

Koordinatendarstellung: Jede Differentialform erster Ordnung 148 sich schreiben als
n
0 = Z fi(x)dx;.
i=1

Kurvenintegrale: Sei y: [a,b] — U eine Kurve. Dann wird das Integral von o iiber y definiert als

o = /b (0.7 (1)dr.
Y a

Dachprodukt von Linearformen: Seien ®1, ..., ®x € V* Linearformen. Dann wird die Abbildung
O A AW VES R
definiert durch

<(01,V1> ((1)1,Vk>
(O Ao Aog) (v, .eyvy) = det
<0)k,v1) <0)k,vk>

126



Koordinatendarstellung von Differentialformen k-ter Ordnung:

1
0 = Ez-filwikdxil /\.../\dx,'k.

Zuriickziehen von Differentialformen: Sei U C R und

1
0 = Ez-fil-uikdxil /\.../\dx,'k.

eine k-Form in U. Weiter sei eine offene Menge V C R™ und eine stetig differenzierbare Abbil-
dung

0= (Q1,...,0n): V—>U
vorgegeben. Dann definiert man eine k-Form @*® in V durch

. |
o' = HZ(ﬁlmiko(p)d(pilA...Ad(p,-k.

Bemerkung: k-Formen konnen iiber k-dimensionale (Unter)-Mannigfaltigkeiten integriert wer-
den.

Beispiel:

definiert eine Eins-Form. Es ist auBerdem

e

dA = d(ihc

el
i—> (0uAy — OvA,) dx* ANdx".
Daher ist es naheliegend die Feldstirkezweiform als

e 1
F = dA= l§§vadxy/\dxv

Avdxv> = iéayAvdx“ Adx

zu definieren.

Bemerkung zu den Vorfaktoren: Wir betrachten den folgenden Differentialoperator:

e

he

i

Dy = d+A=d+i 3

Ayt =~ (ind - gA,,dx“> .

Nun entspricht iid,, in der Quantenmechanik dem Impulsoperator p,,, so daB in der Klammer die
Verallgemeinerung des Terms
(7-4)
c
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steht.
Wir berechnen noch Dg A D4 auf eine beliebige Form ® angewandt:

e

he

- d(iiA dx“/\oa) il AvdrY Adao— (i)zA Avdx A dx’ Ao
he M he he Y

= (dA)N o

(DaoDp)® = (d—i—i AMx“)o(d—i—i%Avdxv)m

Daher

Dy = d+A,
Di = dA+ANA=dA=F.

D4 bezeichnet man als kovariante Abbleitung, F' als Kriimmungsform.

10.3 Hodge-Theorie

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Falls M eine Metrik besitzt, gibt es einen natiirli-
chen Isomorphismus zwischen dem Raum aller r-Formen und dem Raum aller (m — r)-Formen,
der durch die Hodge-Operation * gegeben ist.

£ 1 QN(M) = Q"T(M)

s(dx AL NdXT) = ——— '|g|8’““‘“’ dx" N AN

(m_r)' Vit1---Vm
Bemerkung:
sx@ = (=1)mFg

Mittels der Hodge-Operation kann man ein Skalarprodukt zwischen zwei r-Formen definieren.
Sei

1
O = SOy d¥ A A,

1
n = ﬁn,,l_“,v,,dx“l/\.../\dx“k,

dann ist

@n) = [orm

M

1 1
= F/(om,_,yrn“l“"“” lgldx" Ao AdX™
M
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Dieses Produkt ist symmetrisch:

(03771) - (TL‘”)

Beispiel:
1.
5 dey VAN d.x

1 1. e
— — ;% pwy P A0 — (6
xF < 5 tu Fydx* Ndx" ) 4thF Euvpodx® N dx (l hc>

Wir haben weiter

1/.e\2
(EF)::§<%9(/fﬂ%WN

und daher

/ﬁ4 = ga(@)aRFy

Die Wirkung des freien elektromagnetischen Feldes ist daher das Betragsquadrat der Feldstérke-
zweiform (der Kriimmungsform) beziiglich des durch die Hodge-Theorie definierten Skalarpro-
duktes fiir Differentialformen.
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11 Grenzen der Elektrodynamik

11.1 Die Selbstenergie

Wir betrachten zwei Punktladungen an den Orten X; und X,. Beide Punktladungen tragen die
Elementarladung e. Das Potential ist durch

& — _’eﬁ N _’eﬁ
|X—X1|  |X—X2

gegeben, und die Feldstérke ist gegeben durch
E‘ = E‘] +EZ7

- d 1
E, = —eV - > |-
' <!X—XJ}>

Die gesamte potentielle Energie des Systems berechnet sich zu
1 — 1 — — — —
U = —/d3xE2: —/d3x (E%+2E1-E2+E22).
Ry Ry
Die Wechselwirkungsenergie ist
1 B R - (1
wa = —/d3xE1- :—/d3 ( )V(_, _’)
x| X — %
:——/d3 _e/d3 L
— XQ| x 1 |

X1 —xz\

d(¥—x2)

fiir X| # X ist dieser Ausdruck endlich. Die beiden anderen Terme bezeichnet man als Selbst-
energien. Wegen der Translationsinvarianz ist

1 - 1 .
g/d?XElz = g/d:‘jXE%

Wir betrachten daher die Selbstenergie eines Teilchens mit Ladung ¢ im Ursprung X = 0:

1 - e’ 1 & rdr
self—energy 8T / X 37 X A 2
0

Dieses Integral divergiert fiir » — 0. Fiir eine exakte Behandlung dieses Problems ist zu beachten,
daB fiir kleine Abstiinde die klassische Elektrodynamik durch eine entsprechende Quantentheo-
rie, die Quantenelektrodynamik (QED), ersetzt werden muf}. Es stellt sich jedoch heraus, daf}
auch in der Quantenelektrodynamik die Selbstenergie divergiert. Die Losung dieses Problems
wurde erst in den letzten 50 Jahren entwickelt und ist unter dem Begriff “Renormierung” be-
kannt. Die Grundziige dieser Ideen sollen nun kurz dargestellt werden.
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11.2 Regularisierung

Der erste Schritt ist die Einfithrung eines ad-hoc Regularisierungschemas, so daf} alle Ausdriicke
endlich sind. Eine Mdglichkeit besteht in der Einfiihrung eines Cut-offs:

&2

e> [dr
Uself—energy7reg = 3 ﬁ = 2—1”()
o

11.3 Renormierung

Im zweiten Schritt ersetzt man die unrenormierten Groflen durch die renormierten Grof3en, wel-
che per Definition endlich sind, und Renormierungskonstanten, welche die Divergenzen absor-
bieren. Im vorliegenden Beispiel wiirde man die renormierte Energie einfiihren als

Urenorm - U_8U7

und 08U zum Beispiel als

wihlen.

Bemerkung: Der Gegenterm dU absorbiert alle Divergenzen, die Aufteilung endlicher Terme
zwischen U und Uyenorm, ist aber beliebig. Eine bestimmte Wahl dieser Aufteilung legt ein Re-
normierungschema fest. In der Quantenfeldtheorie verwendet man eine multiplikative Renormie-
rung fiir alle fundamentalen Parameter. So zum Beispiel fiir die Elementarladung:

e = ZeCrenorm-

Im Allgemeinen werden alle GroBen die in der Lagrangedichte bzw. Lagrangefunktion vorkom-
men, renormiert. Fiir die Wirkung

b b
1
S = —mc/ds—R/d4xFqu“v—%/dx“Au(x),
a a
sind dies die Groflen A¥, m und q.

11.4 Die Renormierungsgruppengleichung

Regularisierung und Renormierung fiihren technische Parameter ein, wie zum Beispiel der Cut-
off rp oder Parameter, die beschreiben wie endliche Terme zwischen den Renormierungskon-
stanten und den renormierten Groen aufgeteilt werden. Eine wichtige Aussage ist, daf} die un-
renormierten Grofen von diesen Parametern unabhiéngig sind. Verwendet man zum Beispiel die
Cut-off-Regularisierung, so gilt

d

—e¢ = 0.
dr‘()e
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Mit e = Ze erenorm erhﬁlt man

d

€renorm = —E€renorm—— INZ,.
dro dry

Diese Gleichung nennt man die Renormierungsgruppengleichung. Sie gibt die Variation der re-
normierten Ladung mit der Skala r( an.
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