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1 Einfiihrung

Diese Vorlesung behandelt die klassische Mechanik in den Formulierungen von Newton, Lagran-
ge und Hamilton. Sie ist hervorgegangen aus einer zweisemestrigen Vorlesung, bestehend einer-
seits aus einer “Einfiihrung in die theoretische Physik™, die ich im Sommersemester 2010 an der
Universitdt Mainz gehalten habe und andererseits einer Vorlesung “Analytische Mechanik”, die
im darauffolgenden Wintersemester 2010/11 folgte, sowie einer einsemestrigen Vorlesung “Klas-
sische Mechanik”, die ich im Sommersemester 2014 ebenfalls an der Universitidt Mainz gehalten
habe. Klarerweise steht dem Dozenten im Rahmen einer einsemestrigen Vorlesung nicht soviel
Zeit zur Verfiigung. Abschnitte in diesem Skript, die ich im Rahmen einer einsemestrigen Vorle-
sung nicht behandelt habe, sind mit einem Stern (x) gekennzeichnet. Sie konnen entweder durch
entsprechende Ubungsaufgaben behandelt werden oder sind den interessierten Studierenden zum
Selbststudium empfohlen.

1.1 Literatur
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- H. Goldstein, Klassische Mechanik, Aula-Verlag, Wiesbaden

- L. Landau und E. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band 1: Mechanik, Akademie-
Verlag, Berlin

- F. Scheck, Theoretische Physik 1: Mechanik, Springer, Berlin

- A. Sommerfeld, Vorlesungen iiber theoretische Physik, Band 1: Mechanik, Akademische Ver-
lagsgesellschaft, Leipzig



2 Newtonsche Mechanik

2.1 Die Formalismen der klassischen Mechanik

Die klassische Mechanik befasst sich mit der Bewegung physikalischer Korper. Wir werden uns
zunéchst auf die Newtonsche Formulierung beschrianken. In dieser Formulierung ergibt sich die
Bahn eines Teilchens durch Losen der Bewegungsgleichung

d - . B
= — F —»,—),t , —): —).
2P (¥,X,1), p=mx

In dieser Vorlesung werden wir weitere Formulierungen der klassischen Mechanik kennenlernen.
In der Formulierung von Lagrange wird ein Teilchen durch eine Lagrangefunktion

L(%%.t)
beschrieben. Die Bahn des Teilchens ergibt sich durch Losen der Differentialgleichungen

doL L _

dt ox; 0x; -

In der Formulierung von Hamilton wird ein Teilchen durch eine Hamiltonfunktion
H(X,p,1)

beschrieben. Die Bahn des Teilchens ergibt sich durch Losen der Differentialgleichungen

dx,- . 8H dpi . aH
dt N api’ dt N ax,-'

Alle diese Formulierungen konnen aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung hergeleitet werden.
Unter der Wirkung versteht man das Integral

Ip
S = /L(x’,ié,z) dt.
Ta

Die Bahn eines Teilchens ergibt sich als diejenige Bahn, fiir die die Variation der Wirkung ver-
schwindet:

oS = 0.

Das Wirkungsprinzip ist von fundamentaler Bedeutung fiir die gesamte theoretische Physik.



2.2

Die Grenzen der klassischen Mechanik

Die klassische Mechanik liefert eine zufriedenstellende Beschreibung der Physik, falls die fol-
genden Annahmen erfiillt sind:

1.

3.

Alle auftretenden Geschwindigkeiten sind klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit.
vy L c.

Dies bedeutet, da3 Korrekturen der speziellen Relativitidtstheorie vernachlissigt werden
konnen.

Es impliziert auch, daf} Zeit und Raum getrennt betrachtet werden konnen.

Die Lichtgeschwindigkeit wird als unendlich grof3 betrachtet. In diesem Falle ist die Si-
gnalausbreitung instantan und man spricht von einer Fernwirkungstheorie. So wiirde zum
Beispiel eine abrupte Anderung der Position der Sonne instantan eine Anderung der Bahn
der Erde bewirken.

Konnen die auftretenden Geschwindigkeiten gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit nicht
vernachlissigt werden, so ist eine Beschreibung durch die relativistische Mechanik not-
wendig.

. Alle auftretenden Wirkungsgrofien sind grof3 gegeniiber der Planckschen Konstante.

h

ApiAx;>h, AEAt>h, h= o

Dies bedeutet, dal Quantenkorrekturen vernachlidssigt werden konnen.
Es impliziert auch, dal sowohl Ort und Impuls als auch Energie und Zeit gleichzeitig ge-
messen werden konnen.

Sind die auftretenden Wirkungsgrofien in der GroBenordnung der Planckschen Konstante,
so ist eine Beschreibung durch die Quantenmechanik notwendig.

Alle auftretenden Massen sind klein.

I 2Gm
7<<17 rs =

¢z

Dies bedeutet, daf die Kriimmung des Raumes vernachldssigt werden kann. Die Korrek-
turen zur Metrik sind von der GroBenordnung r/r, wobei ry der Schwarzschildradius der
Masse m ist.

Sind die auftretenden Massen hinreichend groB}, so dafl die Korrekturen zur Metrik des
Raumes nicht vernachlédssigt werden konnen, so ist eine Beschreibung durch die allgemei-
ne Relativititstheorie notwendig.



2.3 Die Konzepte der klassischen Mechanik
2.3.1 Der Massepunkt

Unter einem Massepunkt versteht man einen Korper infinitessimaler Ausdehnung mit einer end-
lichen Masse m.

Das Konzept eines Massepunktes stellt eine verniinftige Ndherung fiir einen Korper dar, des-
sen Abmessungen gegeniiber allen anderen Ldngenskalen des Problems vernachldBigt werden
konnen. Die Beschreibung mit Hilfe von Massepunkten vereinfacht die Losung des Problems.
Ein einzelner Massepunkt ist nicht deformierbar, noch besitzt er einen Eigendrehimpuls.

Jedem Massepunkt ist zu jeder Zeit ein eindeutiger Ort
X = X(t)

zugeordnet. Wir werden auch oft die Bezeichnung “Teilchen” fiir einen Massepunkt verwenden.

2.3.2 Die Zeit

In der klassischen Mechanik gibt es keine Obergrenze fiir die Signalausbreitungsgeschwindig-
keit. Daher konnen in einem klassischen Universum alle Uhren perfekt miteinander synchroni-
siert werden. Man sagt daher, da8 eine absolute Zeit existiert.

Zwei Ereignisse (X,#1) und (X2,1,) die zu verschiedenen Zeiten ¢1 und 7, an verschiedenen Orten
X1 und X, geschehen, konnen in Bezug auf die Zeit wie folgt in Bezug stehen:

1. t; <t : Das Ereigniss (X},#1) ereignet sich vor (X2,1,).
2. t; =t : Die beiden Ereignisse geschehen gleichzeitig.
3. 11 > 1, : Das Ereigniss (X, ) ereignet sich nach (X»,1,).

Diese Aussage gilt in der klassischen Mechanik unabhiingig vom Bezugssystem. In der spezi-
ellen Relativitdtstheorie werden wir lernen, daf} die Begriffe “Vorzeitigkeit”, “Gleichzeitigkeit”
und “Nachzeitigkeit” vom Bezugssystem abhingig sind und nicht mehr absolut sind.

Wir konnen die Werte, die die Variable r+ annehmen kann, mit den reellen Zahlen identifizie-
ren. Der Zeitraum ist also ein eindimensionaler reeller Vektorraum. Die Wahl des Nullpunktes
ist dabei Konvention. Hat man den Nullpunkt festgelegt, so definiert dies ein Zeitsystem. Wir
betrachten nun zwei Zeitsysteme mit moglicherweise unterschiedlichen Konventionen beziiglich
des Nullpunktes. Wir bezeichnen die Zeitvariable im System 7" mit ¢, die Zeitvariable im System
T’ dagegen mit ¢’. Sei weiter 7y der Wert der Zeitvariable im System 7', der dem Wert /' = 0 im
System T’ entspricht. Wir konnen nun jeden Wert ¢ in den entsprechenden Wert 1 umrechnen:

! = t—1.



Wir betrachten nun alle méglichen Transformationen von einem Zeitsystem in ein anderes. Sei
die Transformation von dem System T in das System 7" wie oben gegeben durch

! = t—19

und sei weiter eine Transformation von dem System 7" in ein weiteres System 7" gegeben durch

P/ l‘/—tl,

so definiert die Hintereinanderausfiihrung dieser beiden Transformation eine Transformation von
T nach T". Die Zeitkoordinaten transformieren sich hierbei wie

" = t—ty—11.

Ebenso gibt es zu der Transformation von T nach 7’ eine Umkehrtransformation von 7/ nach T,
die durch

t = t'+1

beschrieben wird. Desweiteren soll erwédhnt werden, dal3 die (triviale) Transformation von T
nach T durch

r =t

beschrieben wird. Aus diesen Tatsachen folgt, dal die Menge aller Transformationen von Zeit-
systemen eine Gruppe bilden, die isomorph zu der Abelschen Gruppe (R, +) ist. Wir bezeichnen
diese Gruppe als die Gruppe der Zeittranslationen.

Solche Transformationsgruppen haben eine fundamentale Bedeutung in der theoretischen Phy-
sik. Wir werden spiter lernen, dafl aus der Invarianz eines Systems unter den obigen Zeittrans-
formationen die Energieerhaltung folgt.

2.3.3 Der Raum

In der klassischen Mechanik wird der Ortsraum durch einen dreidimensionalen Raum isomorph
zu R3 beschrieben. Ortsvektoren sind Vektoren in diesem Vektorraum:

7 e R.

Der Abstand zweier Punkte ist durch den euklidischen Abstand gegeben:

77| = \/(x—x’)2-|— =Y+ @z—2)
Der Raum ist mit dem euklidischen Skalarprodukt ausgestattet:

77 = xX+yy+z.7.



Der Raum wird als homogen und isotrop betrachtet. Homogenitit bedeutet, dal kein Punkt aus-
gezeichnet ist, insbesondere ist auch kein Punkt als Ursprung des Koordinatensystems ausge-
zeichnet. Die Wahl des Ursprungs ist daher wieder Konvention. Wir betrachten wieder zwei Ko-
ordinatensystem O und O’, die sich durch eine unterschiedliche Wahl des Koordinatenursprungs
unterscheiden. Wir konnen wieder die Koordinaten (x,y,z) im System O in die entsprechenden
Koordinaten (x’,y’,7’) im System O’ transformieren:

/

x—X(),

/
= Y—)Yo,
7 = z—xz0,

wobei (xo,y0,z0) die Koordinaten des Ursprungs des Systems O" in O sind. Sei nun O” ein
weiteres Koordinatensystem. Die Transformation von O’ nach O” sei gegeben durch

5 X —xi,
ooy
= Y =),
/! /
Z = Z —Z1-

Dann definiert die Hintereinanderausfithrung dieser beiden Transformationen eine Transforma-
tion von O nach O”, deren explizite Form durch

X' = x—(xo+x1),
"= y—(o+y1).
7= z—(z20+21).

gegeben ist. Ebenso gibt es zu jeder Transformation von O nach O’ eine Riicktransformation
von O' nach O. Ausserdem existiert die triviale Transformation von O nach O. Die Menge al-
ler Transformationen des Ursprunges bilden daher eine Gruppe, die isomorph zu der Abelschen
Gruppe (R?,+) ist. Diese Gruppe bezeichnet man als die Gruppe der Ortstranslationen. Ist ein
physikalisches System invariant unter dieser Gruppe, so folgt hieraus — wie wir spiter sehen wer-
den — die Impulserhaltung.

Isotropie bedeutet, dal keine Richtung im Raum ausgezeichnet ist. Insbesondere konnen wir die
Richtung der drei Koordinatenachsen frei wiahlen. Wir betrachten wieder zwei Koordinatensyste-
me O und O'. Der Einfachheit halber wollen wir zunichst annehmen, daB in beiden Systemen der
Ursprung gleich gewihlt wurde. Sei (€}, ¢;,€3) eine Orthonormalbasis des Koordinatensystems
O und (&,€,,&;) eine Orthonormalbasis des Koordinatensystems O’. Des weiteren nehmen wir
an, da3 beide Basen rechtshindig orientiert sind. Dann transformieren sich die Koordinaten von
O nach O’ wie folgt:

x Ri1 Rz Ris x
y = Ry1 Ry Ry3 y
7 R31 R3 Rs33 7



Hierbei ist

Ri1 Ri2 Ris
R = Ry1 Ry Ro3
R31 Rz Rs3

eine orthogonale 3 x 3 Matrix mit Determinante 1:
RT-R=1, detR=1.

Die Matrix R beschreibt eine Drehung des Koordinatensystems.

Sei nun R; die Matrix der Drehung, die die Transformation des Koordinatensystems O nach
O’ beschreibt. Sei R, eine weitere Drehmatrix, die die Transformation des Koordinatensystems
O’ nach 0" beschreibt. Die Hintereinanderausfiihrung beschreibt nun eine Transformation von
O nach O”. Die ensprechende Drehmatrix ist durch das Matrizenprodukt

R3 = Ry-R;
gegeben. R3 ist wieder eine orthogonale Matrix mit Determinante Eins:

Ry = (Ro-R)'=R"Ry'=R{-Rl = (R-R))" =R],
detR; = det(R2~R1) = (detRz) . (detRl) =1-1=1.

Zu jeder Drehtransformation mit Drehmatrix R existiert eine Umkehrtransformation, deren Dreh-
matrix durch R~! gegeben ist. Ferner beschreibt die Einheitsmatrix 1 die triviale Transformation,
die ein Koordinatensystem O in sich selbst iiberfiihrt. Daher bilden die Drehtransformationen ei-
ne Gruppe, die man als die spezielle orthogonale Gruppe

SO(3,R)

bezeichnet. SO(3,R) enthilt alle reellen 3 x 3-Matrizen, die orthogonal sind und fiir die detR = 1
gilt. In der Bezeichnung “SO(3,R)” steht das “O” fiir die Orthogonalititsbedingung

RT.R = 1,
wihrend das “S” fiir die zusitzliche Bedingung
detR = 1

steht. Die Verkniipfung in dieser Gruppe ist durch die Matrizenmultiplikation gegeben. Hierbei
ist zu beachten, daB3 die Multiplikation im allgemeinen nicht kommutativ ist:

Ri‘R, # Ry-Ry.

Im Zusammenhang mit physikalischen Systemen bezeichnen wir diese Gruppe als Rotations-
oder Drehgruppe. Ist ein physikalisches System invariant unter der Rotationsgruppe, so folgt

10



hieraus — wie wir spiter sehen werden — die Drehimpulserhaltung.

Wir betrachten noch eine weitere Transformation von einem Koordinatensystemen O in ein Ko-
ordinatensystem O’, gegeben durch die Vorschrift

/

X = —x,
/
= -
/
Z = —Z.

Diese Transformation nennt man Raumspiegelung. Sie iiberfiihrt ein rechtshiandiges Koordina-
tensystem in ein linkshéndiges Koordinatensystem. Die Raumspiegelung 146t sich auch durch
eine 3 x 3-Matrix

-1 0 O
P = 0 -1 O
0 0 -1

beschreiben. Die Matrix P ist offensichtlich orthogonal, es gilt
p! = pl=p
allerdings gilt fiir die Determinante
detP = -—1.
Die Menge aller 3 x 3-Matrizen, die die Orthogonalititsbedingung
RTR =1

erfiillen, bilden wieder eine Gruppe, die man als die orthogonale Gruppe O(3,R) bezeichnet. Fiir
ein Element R € O(3,R) gilt

detR = =1,
wie man leicht aus
I = detl=det(R"-R) = (detR") - (detR) = (detR)*

herleitet.

2.3.4 Die Galilei-Gruppe

Wir wollen noch zwei weitere Koordinatentransformationen betrachten: Bei der ersten bewegt
sich das Bezugssystem O’ gegebiiber dem System O mit einer konstanten Geschwindigkeit v =
(Vx, vy, V7). In diesem Fall transformieren sich die Koordinaten wie folgt:

/
X = X—W,

11



y = y—Vyf,
Z = Z_Vzt,
r = t.

Die zweite und letzte Transformation die wir noch betrachten wollen, ist die Zeitumkehr, gegeben
durch

Wir haben nun die verschiedenen Grundtransformationen kennengelernt: Verschiebung des Ur-
sprungs der Zeitachse, Verschiebung des Ursprungs des Ortsraumes, Drehung des Ortsraumes,
Transformation auf ein mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes Bezugssystem, Raumspiege-
lung und Zeitumkehr. Alle Transformationen, die aus diesen Grundtransformationen erzeugt
werden konnen, bilden eine Gruppe, die man die Galilei-Gruppe nennt. Die allgemeine Koor-
dinatentransformation der Galilei-Gruppe lautet

7 AMR-F—V-t—Ty,
! = At — 1o,

wobei R € SO(3,R), ¥, 7 € R?, tp € R und A, A, die Werte {—1, 1} annehmen. Eine Drehmatrix
aus SO(3,R) kann durch die Angabe von drei Parametern (z.B. den Euler-Winkeln) eindeutig
beschrieben werden. Daher sind zur eindeutigen Spezifikation einer Galilei-Transformation die
Angabe von zehn reellen Parametern und zwei Vorzeichen notwendig.

Sei nun eine Galilei-Transformation von dem System S in das System S’ spezifiziert durch die
Parameter

(R,V,7,t0,M,7\2)

und sei ausserdem eine weitere Galilei-Tranformation von dem System S’ in ein drittes System
S” gegeben durch

Y
(R,V,ro,to, 1,)\‘2).
Dann gilt fiir die Parameter
1A A A A
(R ,V ,ro,to, 1,)\«2)

der Galilei-Transformation von S nach S”:

R = R/-R,
= AR

?6’ = IIR/~70—\_/)II()—|—?6,
ty = MNto+t),

Moo= N,

1= M

12



2.3.5 Abgeschlossene Systeme und Teilsysteme

In der Mechanik unterscheiden wir zwischen abgeschlossenen Systemen und Teilsystemen. Er-
stere sind von der Auflenwelt entkoppelt, wihrend letztere explizit an die Aullenwelt gekoppelt
sind. Dies kann zum Beispiel durch Schwerkraftfelder, elektrische oder magnetische Felder rea-
lisiert sein.

In der Praxis hat man natiirlich nie ein perfektes abgeschlossenes System, doch lassen sich oft
Systeme in guter Ndherung als abgeschlossen beschreiben. So lassen sich zum Beispiel die Pla-
netenbahnen in unserem Sonnensystem gut beschreiben, indem man unser Sonnensystem als ein
abgeschlossenes System betrachtet. Natiirlich haben auch weiter entfernte Sterne einen Einflufl
auf die Planentenbahnen, doch ist dieser Effekt so klein, so daf} er vernachlédssigt werden kann.

Betrachten wir andererseits zwei Massepunkte, wobei der eine Massepunkt eine Masse in der
GroBenordnung der Erdmasse hat, der andere eine Masse, die mit der Masse eines Apfels ver-
gleichbar ist. Interessiert man sich fiir die Bahnkurve des Apfels, so ist es vorteilhaft, den Apfel
als ein Teilsystem zu betrachten, das sich in einem &dusseren Schwerkraftfeld befindet, welches
durch die Erde hervorgerufen wird. Natiirlich iibt auch der Massepunkt des Apfels eine Anzie-
hungskraft auf den Massepunkt der Erde aus. Diese Anziehungskraft modifiziert die Bahnkurve
des Massepunktes der Erde, doch ist dieser Effekt so klein, so da} er getrost vernachléssigt wer-
den kann.

2.3.6 Inertialsysteme

Bezugssysteme, in denen sich Teilchen, auf die keine Kréfte wirken, mit konstanter Geschwin-
digkeit entlang gerader Linien bewegen, nennt man Inertialsysteme.

Ist S ein Inertialsystem, und S’ ein Bezugssystem, daB aus S durch eine Galilei-Transformation
erhalten wird, so ist auch S’ ein Inertialsystem.

Andererseits gilt auch: Sind S und §’ zwei Inertialsysteme, so gibt es eine Galilei-Transformation,
die S in S’ tiberfiihrt.

Die Bedeutung der Inertialsysteme liegt in dem Relativitatsprinzip der klassischen Mecha-
nik von Galilei: Die Gesetze der klassischen Mechanik sind in allen Inertialsystemen gleich.

Kein Inertialsystem ist zum Beispiel ein rotierendes Bezugssystem. Hier treten Scheinkrifte wie
die Zentrifugalkraft und die Corioliskraft auf.

13



2.4 Die Formulierung der Newtonschen Mechanik
2.4.1 Grundbegriffe
Wir beschreiben die Position eines Massepunktes durch
x(1)
Die Position kann von der Zeit ¢ abhingen, wir sprechen daher von einer Bahnkurve. Die Ge-
schwindigkeit ist definiert als die Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit:

W) = %z@).

Als Beschleunigung versteht man die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit — oder dqui-
valent hierzu die zweite Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit:

2
i) = %m):%z(r).

Ableitungen nach der Zeit werden auch oft mit einem Punkt gekennzeichnet:
W) = (),
a(t) = v(t)=x(),
Der Impuls eines Massepunktes ist gegeben durch das Produkt seiner Masse mit der Geschwin-
digkeit:
plr) = mir).

Der Drehimpuls ist definiert durch das Kreuzprodukt des Ortsvektors mit dem Impulsvektor:

—

L(t) = X(t)x p(t)=m(X(t) x ¥(1)).
Wir bezeichnen Krifte mit dem Buchstaben F (von englisch “force”), auch der Buchstabe K

(von deutsch “Kraft”) ist gebrduchlich.

Das Drehmoment bezeichnen wir mit M. Wirkt auf einen Massepunkt die Kraft F , SO 1st das
zugehorige Drehmoment (beziiglich des Urspungs des Koordinatensystems):

M = #xF.

2.4.2 Das Newtonsche Gravitationsgesetz

Das Newtonsche Gravitationsgesetz beschreibt die Kraft, die ein Massepunkt der Masse m; auf
einen Massepunkt der Masse m; ausiibt. Diese Kraft ist gegeben durch
. T
Fij = Gm,-mji_»] _)13 .
%) — %

14



Hierbei ist G die Newtonsche Konstante:
G = (6.67428+0.00067)-10" ! m3kg~1s72

Die Position des Teilchens i ist durch den Ortsvektor X; gegeben, die Position des Teilchens j
durch den Ortsvektor X;. Die Gravitationskraft ist immer anziehend. Die Kraft ist umgekehrt
proportional zum Quadrat des Abstandes. Beachte hierzu, daf}

R Xj—Xi
n - —»j —
| — i

einen Einheitsvektor definiert, der von X; in Richtung X; zeigt. Das Gravitationsgesetz 1at sich
also auch als

_,” . Gm,-mj N
l'] o — — 2
%) — i

schreiben.

Das Gravitationsgesetz 148t sich auf Systeme mit mehreren Teilchen verallgemeinern. Liegt ein
System von N Teilchen vor und betrachten wir die Kraft, die auf das i-te Teilchen wirkt, so gilt

Fo= ZG’”””J fj fi3'
7 %) — %

2.4.3 Die Newtonschen Gesetze der Mechanik

Die Newtonschen Gesetze der Mechanik lauten:

1. Ein Teilchen, auf das keine Krifte wirken, bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
entlang gerader Linien.

2. Die Kraft auf ein Teilchen ist gleich dem Produkt seiner Masse und seiner Beschleunigung

3. Die Krifte von Aktion und Reaktion sind vom gleichen Betrag und entgegengesetzt. Ubt
ein Teilchen A eine Kraft F auf ein Teilchen B aus, so iibt Teilchen B eine Kraft —F auf
Teilchen A aus.

Bemerkungen:

e Das erste Newtonsche Gesetz beschreibt Inertialsysteme. Wir hatten Inertialsysteme ge-
rade so definiert, daf} in ihnen Teilchen, auf die keine Krifte wirken, sich mit konstanter
Geschwindigkeit entlang gerader Linien bewegen.
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e Das zweite Newtonsche Gesetz stellt einen Zusammenhang zwischen der Kraft, die auf ein
Teilchen wirkt, und der Anderung der Geschwindigkeit her. Diese Gleichung nennt man
die Bewegungsgleichung.

e Das dritte Newtonsche Gesetz verifiziert man unmittelbar fiir ein Zweikorpersystem. Be-
trachten wir zwei Massen m; und m» and den Orten X; und X», so ist die Kraft, die Teilchen
1 auf Teilchen 2 ausiibt
1 = Gmmy——— 3
%) — X2

Andererseits ist die Kraft, die Teilchen 2 auf Teilchen 1 ausiibt

Fo = Gmmy——— 3
X2 — X1 |
Es gilt
Fi, = —F.

e Betrachten wir nun einen Massepunkt m im Potential einer Masse M, welche sich im Ur-
sprung befinde. Die Bewegungsgleichung fiir den Massepunkt m lautet:

—

R X
ma = —GmgM—

%
Wir haben auf der linken Seite einen Index “t”, der die trige Masse bezeichnen soll, hinzu-
gefiigt. Auf der rechten Seite haben wir einen Index “s”, der die schwere Masse bezeichnen
soll, hinzugefiigt. Es ist nicht notwendig, da3 diese beiden GroBen gleich sein miissen. Es

stellt sich jedoch heraus, dal im Rahmen der experimentellen Mefungenauigkeit stets
m; = Mg

gilt. Wir werden daher im Laufe der Vorlesung nicht weiter zwischen der trigen Masse und
der schweren Masse unterscheiden. Im Rahmen der allgemeinen Relativititstheorie wird
die Gleichheit von schwerer und trager Masse als Aquivalenzprinzip bezeichnet.

e Wir zeigen noch, daf} das erste und zweite Newtonsche Gesetz miteinander vertraglich
sind. Wirkt auf ein Teilchen keine Kraft, so lautet die Bewegungsgleichung nach dem
zweiten Newtonschen Gesetz
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Dies ist eine gewoOhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Losung durch
X(t) = Vt+Xo

gegeben ist. Hierbei sind vV und X Integrationskonstanten. Wir sehen, daf} die Losung gera-
de eine Bewegung entlang einer geraden Linie mit konstanter Geschwindigkeit beschreibt,
im Einklang mit dem ersten Newtonschen Gesetz.

e Wir haben gesehen, daf} die Bahn eines freien Teilchens vollstindig durch die Bewegungs-
gleichung und der beiden Anfangsbedingungen ( Ort und Geschwindigkeit zum Zeitpunkt
t =0 ) festgelegt ist. Dies gilt allgemein: In einem System mit N Teilchen sind — unter
relativ schwachen Voraussetzungen — die Bahnen aller Teilchen durch die Bewegungsglei-
chungen und die Anfangsbedingungen (Ort und Geschwindigkeit eines jeden Teilchens
zum Zeitpunkt r = ty) festgelegt. Man spricht von einer deterministischen Theorie. Wir
werden dies im Rahmen der N-Teilchensysteme noch genauer diskutieren.

2.5 Kriafte

Wir haben bereits gesehen, daf} die Gravitationskraft zwischen zwei Teilchen der Massen m; und
m; durch

%) — i

gegeben ist. Sind die Teilchen zusitzlich elektrisch geladen, so treten zusitzlich zur Gravita-
tionskraft noch elektromagnetische Krifte auf, die anziehend oder abstossend sein konnen. Es
empfiehlt sich daher, die Krifte zwischen zwei Teilchen etwas abstrakter zu diskutieren. Im fol-
genden wollen wir Zentralkréfte und konservative Krifte genauer studieren.

2.5.1 Zentralkriifte

Das Newtonsche Gravitationsgesetz beschreibt die Kraft auf ein Teilchen mit der Masse m, wel-
ches sich im Kraftfeld eines Teilchens der Masse M zu:

S X GmM X

Fro= —-GmM_3=——57m"

x| K

Hierbei haben wir das Koordinatensystem so gewihlt, so daf3 sich das Teilchen mit der Masse M
am Ursprung befindet. Man spricht hier von einer Zentralkraft. Unter einer Zentralkraft versteht
man eine Kraft, die immer auf einen Punkt oder von ihm weg gerichtet ist. Wihlt man diesen
Punkt als Ursprung des Koordinatensystems, so ist eine Zentralkraft von der Form
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wobei r = |X| und £ der Einheitsvektor in Richtung von X ist. Fiir das Newtonsche Gravitations-
gesetz ist

GmM
f(r) - P2
Fiir Zentralkriifte gibt es immer eine Funktion V(r), so da}
0. .- 0., . Jd . .-
Fe=—5 V() F= —a—yV(|X|), F=—5 V().

Beweis: Wir setzen
V) =V(r) = — / F()dr,
o

wobei ry ein beliebiger Bezugswert und V (ry) eine Konstante ist. Wir haben nun:

vy = 0T =R = ()

Gleiches gilt fiir die Ableitungen nach y und z. Wir bezeichnen die Funktion V als Potential.
Eine additive Konstante ist fiir die Bestimmung der Kraft aus dem Potential irrelevant. Fiir das
Newtonsche Gravitationsgesetz lautet das Potential

B, B &
F = Fy - - _V(r>
F,

Fithren wir nun den Nabla-Operator

<
I
Tl

ein, so 4Bt sich diese Gleichung auch wie folgt schreiben:

=

F = —VV().

Bemerkung: V ist ein Operator, der auf eine Grofe, wie zum Beispiel eine Funktion, die ab-
geleitet werden kann, wirkt. Man sollte diese Groe daher immer mitangeben. Mathematische
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Beziehungen, in denen die GroBe auf die ein Operator wirkt fehlt, machen nur Sinn, wenn sie fiir
alle moglichen GroBen des Problems (wie zum Beispiel fiir alle Testfunktionen) gelten.

Ist f(x,y,z) eine skalare Funktion der Variablen x, y und z, so bezeichnet man % f als Gradi-
enten der Funktion f. Man schreibt auch

grad f = %f.

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m in einem Zentralpotential V (r). Die Kraft auf das Teil-
chen ist F = —VV und parallel zu X. Der Drehimpuls des Teilchens ist gegeben durch

L = mXxX.
Fiir die zeitliche Anderung des Drehimpuls erhlt man

L = mixXX+mixX=mixX=XxF=-XxVV=0.

Wir erhalten somit die wichtige Aussage, dal fiir ein Teilchen, dal} sich in einem Zentralpotential
befindet, der Drehimpuls erhalten ist.

2.5.2 Konservative Kriifte

Wir haben bereits gesehen, daf3 sich eine Zentralkraft immer als der (negative) Gradient eines
Potentials schreiben lat. Wir interessieren uns nun ganz allgemein fiir alle Krifte, die sich in
dieser Form ausdriicken lassen.

Definition: Unter einer konservativen Kraft versteht man eine Kraft, welche sich als der ne-
gative Gradient eines zeitunabhingigen Potentials V (X) schreiben 148t:

F = -V (®.

Fiir konservative Krifte gilt, dass die Arbeit die entlang eines Weges von X nach X geleistet wird,
nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt, aber vom Weg unabhingig ist

X
/ﬁ-d? — _V® -V ®).
Xo
Fiir einen geschlossenen Weg 7y gilt somit:

?{F“.d? = 0.
Y

Es gilt auch die Umkehrung: Hingt das Wegintegral nur vom Anfangs- und Endpunkt ab, aber
nicht vom Weg, so 148 sich die Kraft als (negativer) Gradient eines Potentials schreiben.
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Wir bemerken noch, daf} fiir das Vorliegen eines konservativen Kraftfeldes es zu fordern ge-
niigt, da3 das Wegintegral iiber jeden geschlossenen Weg verschwindet.

Mit Hilfe des Satzes von Stoke 14 sich diese Aussage wie folgt umformulieren:
0 = ff?ma:/(ﬁxﬁ)4wq
Y A

wobei A die von Y umschlossene Fldche, do ein infinitessimales Flichenelement und 7 den Nor-
malenvektor zu diesem Flachenelement beschreibt. Weiter gilt

9 9
v _ | 3rdn
VXF - a_ZFx_aF'Z

) J
axly — gl
Diese GroRe bezeichnet man auch als Rotation von F:
rot ﬁ = % X F .

Da die obige Gleichung fiir beliebige geschlossene Kurven und somit beliebige umschlossenen
Fldchen A gilt, gilt sie auch im Infinitessimalen. Daher folgt das der Integrand des Integrals iiber
A verschwinden muf3. Wir erhalten somit die folgende Aussage: Ein Kraftfeld ist genau dann
konservativ, falls

VxF = 0
gilt, dh
0 0 0 0 0 0
F-2Fr-0 Z2r-Zr-0 Zr-Zfr-o.
dy © 9z’ 7 0z ox © ox 7 9y

2.6 Allgemeine Aussagen iiber N-Teilchensysteme

Wir betrachten nun ein System von n Teilchen an den Orten Xi, X3, ..., X, mit den Massen m,
ma, ..., my. Die inneren Krifte, die von Teilchen j auf Teilchen i wirken, bezeichnen wir mit F;;,
eventuell auftretende duBere Krifte, welche auf Teilchen i wirken, bezeichnen wir mit K;.
Fiir die Gesamtmasse des Systems fiithren wir die Bezeichnung
n
M = Z m;
i=1

ein, den Schwerpunkt des Systems bezeichnen wir mit

— 1 n
X = — E X
i:lm,x,
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Fiir die inneren Krifte wollen wir annehmen, daf sie Potentialkrifte sind
Ej = —Vivy ([f=%)),
sowie dal}
Fj = —Fj
gilt. Der Index i bei 6,— gibt an, daf die Ableitungen nach den Komponenten von X; erfolgen. Die

Bewegungsgleichungen lauten
Fio+Fi3+...+Fi,+Ki,

mljcil =
mxX, = ﬁ21+ﬁ23+---+ﬁ2n+1?2,
mn)LC;n = ﬁnl—l-ﬁnz—f—...—l—ﬁn(n,l)—i—[_{,,.

Etwas kompakter 146t sich die Kraft auf das i-te Teilchen schreiben als

mx; = Zﬁu +K.
J#i

2.6.1 ErhaltungsgroBen
Schwerpunktsatz: Fiir den Schwerpunkt gilt:

MX = Y K.

i=1
Der Beweis ergibt sich durch Aufsummation der einzelnen Bewegungsgleichungen unter der

Ausnutzung von F;; = —Fj;:

(ngE

1\ j#i

i

n ..
Ymis -
i=1

MX =

1=
=

N.
I
—_

Drehimpulssatz: Die zeitliche Anderung des gesamten Drehimpulses ist gleich dem Drehmo-

ment der duBeren Krifte:
Z = Z)?l X I?i,

i=1

wobei der Gesamtdrehimpuls L durch

i = Zmi ()_C)iX)_.C)i)



gegeben ist. Dies zeigt man wie folgt:

n n n
mi()_.c’ixy_.c’i)—l—Zm,—()_c}xfi):Z X,XX, ZX, (Zﬁ;]—l—i&,) :ZfiXEi.
i=1

1 i=1 i=1 =1 i

=

. =

-

1

Energiesatz: Die zeitliche Anderung der gesamten inneren Energie ist gleich der Leistung der
duBeren Krifte:

n
S (T+U) = Y 5K,
i=1

~.

wobel

N
I

—_

~
I

—_

~N

I
1= ID1s
: |
M= I
s I
—~ N —
=l E
| <
&kl h

U =

]
X
~
I
J’_
£

Beweis: Wir verwenden die Annahme, daf} die inneren Krifte Potentialkrifte sind. Somit lautet
die i-te Bewegungsgleichung

= — YV ([E-%) + K.
i7i

Multipliziert man diese Gleichung mit ¥;, so erhilt man

m,-)_&}-jc;,- = —Zx, VVU(} x]‘) I?l
J#i

Die linke Seite ist nichts anderes als

R

mixXi - Xj = —t—m,-x-.

Summiert man alle Gleichungen auf, so erhilt man

d (&1 . L
i (Bame) = Lpaomta-o)far.
1=

i=1j#i i=1

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite ergibt sich

L 59 - - 1 59 - - 1 ¢ S5O - -
Y Vv ([E-F) = -5 X X x5 Vv (E-X]) -5 X XX Vv ([ %))

i=1j#i i=1j#i i=1j#i
1 ! = = = — —
= _EZ (x, V,—i—xJ--VJ> Vij (|3 = %)
i=1j#i



Somit erhalten wir
d d (1 L L.
4 - -4 (3Exwts-nn) Lk,
d(T+U) = Z* K;
dt - . l I
und die Behauptung ist bewiesen.

Wir betrachten nun den Spezialfall eines abgeschlossenen Systems. In diesem Fall verschwinden
per Definition alle duferen Krifte:

Aus dem Schwerpunktsatz

folgt
Bezeichnen wir mit

den Gesamtimpuls, so erhalten wir
d =g
—P
dt

Fiir die Bewegung des Schwerpunktes folgt aus X = 0, daB sich der Schwerpunkt mit konstanter
Geschwindigkeit entlang einer geraden Linie bewegt. Ausgediickt durch den Impuls erhdlt man
fiir die Bewegung des Schwerpunktes

— 1—» —
X(t) = —Pr+X(t
() it (t0),

wobei X (t9) die Integrationskonstante aus der Integration der Bewegungsgleichung ist. Der Dre-
himpulssatz vereinfacht sich fiir ein abgeschlossenes System zu

I = o.
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Der Energiesatz vereinfacht sich fiir ein abgeschlossenes System zu

d
—(T+U) = 0.
5 (T +U)

Wir setzen
E = T+U.
Wir konnen zusammenfassend sagen, daf} ein abgeschlossenes System durch zehn GréB3en
1.B.E.% (1)

charakterisiert ist. Diese zehn Grofen bezeichnet man als die klassischen zehn Bewegungsinte-
grale oder die klassischen zehn Erhaltungsgrofien.

2.6.2 Das Virialtheorem

Wir betrachten ein abgeschlossenes System von n Teilchen. Wir nehmen an, daf} die Kréfte zwi-
schen den Teilchen durch ein Potential beschrieben werden konnen und dafl die Krifte nicht
explizit von der Zeit abhéngen:

Wir definieren die GroBe

d

OISR OR DR WOR U WAILTOS) WORATURE

Angewandt auf die zeitliche Ableitung des Virials erhalten wir

G) = lim — [ 4600 g = tim S =61

T—o0 2T dt T—o0 2T
T




Sind die Krifte so beschaffen, dall kein Teilchen gegen Unendlich entweicht und kein Teilchen
zu keinem Zeitpunkt einen unendlich grolen Impuls besitzt, so sind die Werte, die das Virial
annehmen kann, beschrinkt. In diesem Fall gilt

Dann folgt
und somit

Dies ist das Virialtheorem. Man nennt die Funktion V (X1, ..., X, ) homogen vom Grade £ falls
V(AR oA = MV(FE,.. %)

gilt. Ist das Potential eine homogene Funktion vom Grade k in den Argumenten Xi,...,X;,, so 143t
sich zeigen, daf3

n
Zfi(t) ViV (f],...,fn) = kV (fl,...,fn)
i=1

gilt. Somit vereinfacht sich der Virialsatz in diesem Fall zu

so ergibt sich

k 2
(T)= k+—2E’ (U)= )
Fiir kK = 2 erhélt man zum Beispiel
(T)=3E. ()= 3E.
wihrend man fiir k = —1
(TY=-E, (U)=2E
erhilt.
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2.6.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Bewegungsgleichungen

Wir wollen die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Bewegungsgleichungen noch et-
was genauer diskutieren. Wir betrachten ein System mit n Teilchen. Die Bewegungsgleichungen
lauten

mi)_c',- = ZFU +K;.
J#
Dies ist ein System von (3n) Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den GroBen
X1, V15215 o5 X0 Yny Zns I -

Wir fithren dieses System in ein System von (6n) Differentialgleichungen erster Ordnung iiber,
indem wir die Impulse

—

pi = mX

einfithren. Wir erhalten somit das System

= 1 —

Xi = —DPDi
mj

D = Zﬁij—i—fi-
Vil

Dies ist ein System von (6n) Differentialgleichungen in den Groen

x YV .z X 4
Xh)’l,Zl,Pl,Pl,Pp--wxn,)’n,ZnaPn,P%,PnaL

Fithren wir den Vektor

. T
y = (-xhyl?Zl?p)lC?p}l]?le?“'7-xn7yl’hzl’l7pfnp%7p§z> ’
ein, so 14 sich dieses System auf die Form

d —
—y = G(t,y
gl (1,5)

bringen. Dies ist die Standardform eines Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung.
Die Ex1stenz und Eindeutigkeit der Losungen folgt nun aus der Theorie der Differentialgleichun-
gen: Ist G stetig in ¢ und y und geniigt G einer Lipschitz-Bedingung, so gibt es eine eindeutige
Losung dieser Differentialgleichung zu vorgegebenen Anfangswerten.

Bemerkung: Ist G in den Variablen y = (x1,...,p%) stetig partiell differenzierbar, so erfiillt G
eine Lipschitz-Bedingung. Somit gilt: Ist é(t,y}) in der Variablen ¢ stetig und in den Variablen
y = (x1,...,p}) stetig partiell differenzierbar, dann gibt es eine eindeutige Losung der Bewe-
gungsgleichungen zu den Anfangswerten X;(fo) und p;(t).

Bemerkung: Wir bezeichen den Raum aller Koordinaten

¥ = (x1,95,2001, 07,95, %0 Y0 2ns s P PG)

als den Phasenraum eines Systems von n Teilchen. Dieser Phasenraum hat die Dimension (6n).
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2.7 Der harmonische Oszillator*

Der harmonische Oszillator ist ein Beispiel fiir ein physikalisches System mit einer Bewegung
in einer Dimension. Bei einem harmonischen Oszillator ist die riicktreibende Kraft proportional
zur Auslenkung. Die Kraft ist gegeben durch

F = —mot.

Hier haben wir das Koordinatensystem schon so gewihlt, da3 x = 0 die Ruhelage darstellt. Da
wir ein ein-dimensionales System betrachten, ist X € R!. Wir betrachten zunéchst den Fall, in
dem weder Reibung noch eine dulere Kraft vorliegt. Aus der Bewegungsgleichung

erhalten wir

3 2

X+opx = 0.
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Ein Lésungsfundamentalsy-
stem ist gegeben durch die Funktionen

—i0pt

10t
) e )

e
so daB die allgemeine Losung lautet
)?(l‘) = Eleimot + Zzeiiwot.

Sucht man die Losungen zu den Anfangsbedingungen X(0) = Xy und ¥(0) = ¥, so erhilt man
das lineare Gleichungssystem
¢i+é = Xo,
i(0051 — l'(Dogz = V.

Als Losung findet man

Ctl=— | Xo— —V 5 Chr = — | X —) .
1 > 0 o 0 2 > 0 o 0

Somit hat man die Losung zur gewiinschten Anfangsbedingung:

1 j . 1 ; .
X(t) = 5 (550 - OJLOVO) e + 3 ()_c'o + OJLOVO) e 100t

Bemerkung: Auch wenn in der rechten Seite explizit imagindre Ausdriicke auftreten, so ist die
Losung doch rein reell, d.h. alle Imaginirteile heben sich weg. Dies sieht man durch die Erset-
zung

¢'™" = cos (wor) +isin (wor), e~ = cos (eor) —isin (wor).
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Man erhalt

X(t) = )_c’ocos(mot)-l-gsin(mot).
0

Die riicktreibende Kraft 146t sich als der negative Gradient einer Potentialfunktion darstellen. Mit

F = —VV(®
findet man fiir V (X):
- 1 20
V(X) = Em())ox .

Diese Grofle entspricht der potentiellen Energie U des harmonischen Oszillators. Die Potential-
funktion is homogen vom Grad 2:

VX)) = AV(R).
Somit ergibt sich aus dem Virialtheorem:

1 =1p )= %E

Wir betrachten noch den harmonischen Oszillator mit Reibung. Wir nehmen an, daf} die Rei-
bungskraft proportional zur Geschwindigkeit ist:

Fiviction = —2um¥, >0,

Die Reibungskraft bremst die Bewegung, daher das Minuszeichen. Beriicksichtigt man die Rei-
bungskraft, so liegt kein konservatives System mehr vor. Die Bewegungsgleichung fiir den har-
monischen Oszillator mit Reibung lautet:

X4+ 2+ 03 = 0.

Dies ist wieder eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zur Losung betrachten
wir die Fille ¢* < 0)%, W= 0)% und 2 > 0)% getrennt.

1. Fall: ¢* < 0;)%. Dieser Fall beschreibt eine kleine Dimpfung. Ein Losungsfundamentalsystem
ist gegeben durch

Qi(t)=e M @at)=eHe M o= /a2

Die Losung zu den Anfangsbedingungen ¥(0) = ¥y und X(0) = ¥, ist gegeben durch

. 1/, i, . i 1/, i, o i
xX(r) = 3 (Xo—a(vo-l-uxo))e ’“‘te’“”-l—i (xo-i—a(vo-l—,wco))e HE g1
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— — ‘_; + X _ .
= Xpe “tcos(oot)—i-we H gin (o).

2. Fall: i = 0)(2). In diesem Fall lautet das Losungsfundamentalsystem
O1(t)=e M,  @ft) =te .
Die Losung zu den Anfangsbedingungen X(0) = ¥, und ¥(0) = ¥ ist gegeben durch
X(1) = Xoe M+ (Vo +uxo)re M.
Den Fall 4 = 0} bezeichnet man als aperiodischen Grenzfall.

3. Fall: ¢/ > 0;)%. In diesem Fall lautet das Losungsfundamentalsystem

(pl(t):eilula (P2<t):eiluﬂ7 M1 = U+ V‘le—(,l)%, H = H— \/:uz_m%'

Die Losung zu den Anfangsbedingungen X(0) = ¥, und ¥(0) = ¥ ist gegeben durch

1 Vi X 1 Vi X
(1) = = Fo— UM ) oty Xo + VRN | o,

0
2 2
\/ B — 00 K — @

Den Fall 1> > 60(2) bezeichnet man als Kriechfall.

Zu guter Letzt betrachten wir noch den Fall, da auf den harmonischen Oszillator eine peri-
odische duflere Kraft der Form

K = mAcos (Oext)

wirkt. In diesem Fall handelt es sich um kein abgeschlossenes System mehr. Wir behandeln nur
den Fall einer schwachen Diampfung: u* < 0)%. Es empfiehlt sich tiber den komplexen Zahlen zu
arbeiten und die duBlere Kraft als den Realteil einer komplexwertigen Funktion zu betrachten:

K = Re <mﬁeiwmt ) :
Dies fiihrt uns auf die Differentialgleichung
X+ 2+ ix = A

Wir kénnen annehmen, dall o, reell und positiv ist. Wie bereits oben gezeigt, ist das Funda-
mentalsystem der homogenen Gleichung gegeben durch

Qi(t)=e M @t)=eHe M o=/0f—u
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Wir unterscheiden zwei Fille. Im ersten Fall ist u > 0 oder ®,,; # ®. Im zweiten Fall ist u = 0 und
W,y = ®. Beginnen wir mit dem ersten Fall. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
lautet

2 2 .
- OF— 05, — 2iu,
i) = Re |A—20 " Pew — “HWex

. =Y . ei(oex,t + Z,»lef,utei(ot + Ezef,utefiwt
(w() - mext) + 4u2wext

Die Konstanten ¢; und ¢, bestimmt man so, daf die Anfangsbedingungen

— {o'e] A .
X(t) 2 > 2 > (co% — mgxt) COS (@exrt) + 2UWey; SN (mmt)} .
(0‘)0 - mext) + 4:“2 Wy

Es bleibt noch der Spezialfall y = 0 und ® = Wy = ®,y; zu diskutieren. Man bezeichnet diesen
Fall als Resonanzfall. Die allgemeine Losung im Resonanzfall ist gegeben durch

X(t) = Re —%Ate"m—l—cle"’”—i—cze o

Die Konstanten ¢; und ¢, bestimmt man wieder aus den Anfangsbedingungen. Die Amplitude
des ersten Terms wichst linear mit 7 an:

2.8 Das Zweikorperproblem

Wir betrachten nun das Zweikorperproblem: Hierunter versteht man ein abgeschlossenes System
bestehend aus zwei Teilchen, die sich gegenseitig anziehen (oder abstoBen). AuBere Krifte liegen
nicht vor. Wir haben also die Bewegungsgleichungen

mx; = Fp,
myx, = Fy,
wobei nach dem dritten Newtonschen Gesetz ﬁ21 = —ﬁlg ist. Es empfiehlt sich anstelle der Orts-

vektoren X und X, den relativen Abstand

und den Ortsvektor des Schwerpunktes

— 1
X = miX; + moX
m1+m2(11 2X2)
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zu betrachten. Wir konnen ¥; und X, durch X und X ausdriicken:

m3

X = X+ X,
my +my

X = X— X.
my +my

Schreiben wir die Bewegungsgleichungen auf die Variablen ¥ und X um, so ergibt sich zunichst
durch Addition der beiden Gleichungen

X = 0

Hier haben wir F>, = —Fj» ausgenutzt. Der Schwerpunkt bewegt sich also geradlinig gleich-
formig. Diesen Sachverhalt haben wir zuvor schon durch die allgemeine Betrachtung von n-
Teilchensystemen ohne dulere Krifte hergeleitet. Interessanter ist die Bewegungsgleichung fiir
die Relativbewegung X:

mpny - =3
= rIp2.
mi+myp
Man bezeichnet
mimy
/1 s
mp+my

als reduzierte Masse. Setzt man noch F' = Fj, so erhilt man die Bewegungsgleichung der Re-
lativbewegung:

pt = F.

Dies entspricht der Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem dufleren Kraftfeld F. Wir
haben durch die geschickte Aufspaltung der Koordinaten in Schwerpunktskoordinaten und Re-
lativkoordinaten erreicht, dafl die Bewegungsgleichungen entkoppeln: Der Schwerpunkt bewegt
sich geradlinig gleichformig, die Relativbewegung entspricht der Bewegung eines Teilchens in
einem dufleren Kraftfeld. Man sagt daher auch, dal das Zweikorperproblem auf ein Einteilchen-
problem in einem dufleren Feld reduziert werden kann.

F ist die Kraft, die durch das Teilchen 2 auf das Teilchen 1 wirkt. Beziiglich der Relativko-
ordinaten X ist diese Kraft (anti)-parallel zu X gerichtet, es handelt sich also um eine Zentralkraft.
Wir konnen daher

schreiben. Fiir Zentralkrifte ist der Drehimpuls

fzpu’c’X?c’
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erhalten, da

d- . .
El = WxX+uxxx=0+0=0.

(Wir haben hier ein kleines [ gewihlt, da sich der Drehimpuls in diesem Fall auf die Relativko-
ordinaten X bezieht.) Die Bewegung erfolgt also in einer Ebene senkrecht zu /. Wir konnen das
Koordinatensystem so wihlen, so daB fiir X(¢) = (x(z),y(¢),z(t))

z(t) = 0
fiir alle Zeiten ¢ gilt. Fiir die x- und y-Koordinate fiihren wir die Parametrisierung

x(t) = r(t)coso(r),
() = r(1)sing(r).

Als erstes stellen wir fest, daf3

2 = 212

gilt:
Y d 2y 2
£ = |4 oo + |4 0wsing()]

= (Fcos®—r@sing)® + (Fsin@+ rgcos9)* = i + r2¢>.

Als néchstes stellen wir fest, daB fiir die kinetische Energie gilt (mit M = m + m»):

2 2
1 =D 1 =D 1 o my 1 o mp
—mX|+-myx; = —mp| X+ X +=mp| X — X

2 2 2 mi +myp 2 mip +my
I 5 1 .
—MX~ + —ux-.
g MAT

Wir haben ein abgeschlossenes System, daher ist die Gesamtenergie erhalten:

T+V = const,

1 —'»2 1 %)
—MX*+ -ux“+V = const.
2 2
Nun ist aber
bz — 2
2 M

wobei P der Gesamtimpuls ist. In einem abgeschlossenen System ist aber auch der Gesamtimpuls
erhalten, und somit auch die kinetische Energie des Schwerpunktes. Somit folgt:
1

E/EC'Z-l-V(r) = const,
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bzw.
1
H (7 +r*¢*) +V(r) = const,

Wie bereits erwihnt, ist auch der Drehimpuls [ erhalten. Der Drehimpuls ist gegeben durch
=0, [,=0,
L. = prcos @ (Fsin@+ r@cos ¢) — ursin@ (7cos ¢ — r¢sin Q) = ur’¢.

Setzen wir [, = [ so haben wir also

1,
—wi“+—+V(r) = const,
ur

Der Term [2/(2ur?) hingt nur von r, aber nicht von /- oder ¢ ab. Da V (r) ebenfalls nur von r
abhéngt, konnen wir ein neues “‘effektives” Potential definieren:
12
Veff(r> = V(r)-i‘w
Somit konnen wir schreiben

1
SHi* 4 Veir(r) = E,

wobei wir die Gesamtenergie der Relativbewegung gleich E gesetzt haben. Fiir r(¢) erhalten wir
also die Differentialgleichung

d % (E — Vege(r)).
u

~
—~

~
~—

Diese Differentialgleichung hingt nur von r(¢), aber nicht von @(¢) ab. Wir haben also das Pro-
blem auf eine Differentialgleichung erster Ordnung in einer Variablen reduziert. Hat man r(z)
durch Losen dieser Differentialgleichung bestimmt, so ergibt sich @(z) durch Losen der Diffe-
rentialgleichung

d !
a® =

Wir konnen auch die beiden Differentialgleichungen miteinander kombinieren und betrachten
hierzu zunichst dr/de:

dr
dr ar

2
-
do = g 7\/Zy(E—Veff(r))-
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Durch Integration erhalten wir

()

dr
=00 = l/rz\/Z‘u(E—Veff(r»‘

ro

Wir spezifizieren nun das Potential und betrachten das Newtonsche Gravitationsgesetz. Somit
gilt fiir das effektive Potential

mipmy 12

Vett = — —.
eff r 2ur?

Wir mochten die Gleichung

dr\? r mimy 2
— = —2ulE+G "
(ag) = paw(Era™5n)

2uE 2uG
.;12 r4-l— H l’;llmzr3_r2

16sen. Hier ist es einfacher, zunichst die Funktion

G()_; do __ladr
V=) de T Pdg

zu betrachten:

dc\? QuE  2uG 1 1 2uE 2uG
(G) _ ;;Jrlvllnz’llmz 2:72+u1"2’11m26_02.
r r

% -

Fiihrt man noch die HilfsgroBen

I? 2E[? 2Eur}
n=——— &= /l+555 ={/1+—752
0 Gmimou sz%m%,u 12

ein, wobei rg die Dimension einer Linge hat und € dimensionslos ist, so erhilt man

ds\*>  &-1 2 1_82—1+26 2
do n r(z) ror 2 r(z) o '

Wir schreiben diese Gleichung noch um:

do 2+ 5] 2 e
do ro _r(z)'

Diese Gleichung hat die Lésung



wie man leicht durch Differenzieren tiberpriift:

9O _ & Gn(o— o)

do _ ro ¢—¢o)-
@p ist eine Integrationskonstante. Somit ergibt sich fiir r(@):
1 )

o(@) 1+ecos(¢— @)

r(@) =

Diese Gleichung wollen wir etwas genauer betrachten. Wihlen wir unser Koordinatensystem so,
daB @9 = 0 ist, so ldBt sich diese Gleichung mit Hilfe von

X
cosQ = -
r
wie folgt umformen:
r+&x = ryp,
x2+y2 = (ro—£x)2,

(1 —82)x2—|—2£r0x—l—y2 = r%.

Wir betrachten zunichst den Fall € < 1. Quadratische Erginzung fiihrt uns auf

2 2 2
& Y _ o
(rifam) +e - e

Setzt man

X0 = —

= b =
1_£2r07 a 1 _¢2’ m?

so erhilt man

(x—x0)2 y? _
T2 T

Diese Gleichung beschreibt eine Ellipse mit den Halbachsen a und b.

Betrachten wir dagegen den Fall €2 > 1, so erhalten wir mit

ro ro
pu— —’ b: ,
“Te e2—1
(x—x0) _ﬁ _
a? pr



Diese Gleichung beschreibt eine Hyperbel.

Es bleibt noch der Fall €2 = 1. In diesem Fall haben wir

Derox+y* = r(z).
Diese Gleichung beschreibt eine Parabel.
Wir erinnern uns an die Definition von €:
2E[?
2
e = 14+——-.
sz%m%y

Somit kdnnen wir zusammenfassen:
o [st die Gesamtenergie der Relativbewegung E < 0, so ist die Bahn eine Ellipse.
e Ist £ =0, so ist die Bahn eine Parabel.
e Ist E > 0, so ist die Bahn eine Hyperbel.

Im ersten Fall spricht man von einer gebundenen Bahn, in den anderen beiden Fillen von einer
ungebundenen Bahn.

2.8.1 Die Keplerschen Gesetze

Wir gehen nun néher auf die gebundenen Bahnen ein und betrachten insbesondere die Plane-
tenbahnen im Sonnensystem. Hierbei wollen wir die Krifte der anderen Planenten auf einen
Planeten vernachlissigen, so da} wir ein Zweikorpersystem Sonne-Planet haben. Da wir an ge-
bunden Bahnen interessiert sind, folgt unmittelbar das erste Keplersche Gesetz:

Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen.

Bewegt sich der Planet von X nach X+ dX, so tiberstreicht der Ortsvektor die Fldche

1
Pro Zeiteinheit haben wir also
dA 1 ‘ﬁ " 4‘
7 = 7 XxX|.

Nun ist allerdings ¥ x X = 7/ uund da der Drehimpuls erhalten ist, folgt

dA

— = const.
dt
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Wir haben somit das zweite Keplersche Gesetz:
Der Ortsvektor von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fli-
chen.

Die Fldche einer Ellipse mit den Halbachsen a und b ist A = mab. Diese Flache wird in der
vollen Umlaufzeit T iiberstrichen. Es gilt also

A )

T 2u

Sei a die grofle Halbachse und b die kleinere. Es gilt

b = \/arg.
Somit
LN
T T
3 2
a l Gmimy 1
T2 A2 rou? 4m2u A2 (1 +m2)

Kann man die Massen der Planeten gegeniiber der Sonnenmasse vernachlissigen, so ergibt sich

a3 GM@

T2~ 4m?
wobei M, die Sonnenmasse bezeichnet. Die rechte Seite hingt nicht mehr von der Planetenmasse
ab. Man erhilt das dritte Keplersche Gesetz:
Das Verhiiltnis der Kuben der groBen Halbachsen zu den Quadraten der Umlaufzeiten ist
fiir alle Planeten in einem gegebenen Sonnensystem dasselbe.

2.9 Streuung von Teilchen®

Wir wollen nun die ungebundenen Bahnen in einem Zweikorpersystem unter einem anderen
Aspekt genauer betrachten: In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Streuung eines
Teilchens im Kraftfeld eines zweiten Teilchens.

Wir betrachten zwei Teilchen der Masse m| und my, die tiber eine Zentralkraft mit Potential V (r)
miteinander wechselwirken. Wir wollen annehmen, daB V (r) mindestens wie 1/r fiir r — oo ab-
fallt.

Die typische experimentelle Situation besteht darin, da3 man Teilchen 1 aus groer Entfernung
mit einem genau definierten Impuls auf Teilchen 2 schiefit, welches vor dem Stof ruht. Man be-
zeichnet Teilchen 1 als Projektil und Teilchen 2 als Target. Mit Hilfe von Detektoren misst man
dann die Impulse der beiden Teilchen nach dem Stof. Somit kennt man aus den experimentell
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Abbildung 1: Die Streuung im Laborsystem (links) und im Schwerpunktssystem (rechts).

priparierten Anfangsbedingungen die Impulse der Teilchen lange vor der Streuung und aus den
mit Hilfe der Detektoren gemessenen Impulsen die Impulse der Teilchen lange nach der Streu-
ung. In Streuexperimenten versucht man aus der Kenntniss der Anfangs- und der Endzustinde
Erkenntnisse iiber das Potential V(r) zu gewinnen. Aus diesem Grund beschriankt man sich bei
der Betrachtung des Potentials nicht nur auf das Newtonsche Gravitationsgesetz

Vi) = -2,
r

sondern betrachtet ein allgemeines Zentralkraftpotential. So kann zum Beispiel die Wechselwir-
kung zwischen den beiden Teilchen durch die elektromagnetische Coulombkraft dominiert sein.
Haben die elektrischen Ladungen der beiden Teilchen gleiches Vorzeichen, so ist die Kraft ab-
stoBend, andernfalls ist sie anziehend.

Wir betrachten nun zwei Koordinatensystem: Das erste Koordinatensystem ist dadurch definiert,
daf} Teilchen 2 in diesem System vor dem Stof} ruht. Wir bezeichnen dieses System als Labor-
system. Wir bezeichnen in diesem Koordinatensystem mit

P, P2
die Impulse der Teilchen vor dem Stof3, und mit
P, P
die Impulse der Teilchen nach dem Stof3. Im Laborsystem gilt also per Definition
p» = 0.
Als zweites Koordinatensystem betrachten wir das Schwerpunktssystem. Hier bezeichnen wir
mit
qd=4q
den Impuls des Teilchens 1 vor dem Stof3 und mit
=/ =/
9 =4
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den Impuls des Teilchens 1 nach dem Stof3. Per Definition ruht der Schwerpunkt im Schwer-
punktssystem. Daher ist der Gesamtimpuls im Schwerpunktssystem gleich Null. Somit ist der
Impuls des Teilchens 2 im Schwerpunktsystem vor dem Sto8 gleich g» = —¢g und nach dem Stof3
gleich g, = —¢'. Diese GroBen sind in Abbildung 1 veranschaulicht.

Da es sich um ein Zweikorperproblem handelt, kann man wieder das Koordinatensystem so
wihlen, dal} alle Teilchenbewegungen in der x-y-Ebene stattfinden. Dies gilt sowohl fiir das La-
borsystem als auch fiir das Schwerpunktssystem. Wir bezeichnen mit © den Streuwinkel des
Teilchen 1 im Laborsystem. Es gilt offensichtlich

pi-p1 = |pil-|P)|cosd.

Den Winkel unter dem Teilchen 2 im Laborsystem ausliduft, wollen wir mit ¥, bezeichnen. Im
Schwerpunktssystem bezeichnen wir den Streuwinkel des Teilchens 1 mit %*. Im Schwerpunkts-
system ist der Streuwinkel des Teilchens 2 identisch mit dem des Teilchens 1.

Wir fiihren dariiberhinaus noch den StoBvektor b ein (sieche Abbildung). Er gibt an, wie zentral
der StoB verlduft. Den Betrag b = |b| bezeichnet man als StoBparameter (engl. impact parameter).

Im Laborsystem haben wir also fiir Zeiten lange vor der Streuung

%) = 0.

) = M pye Pt
mi +my mi +nmy

Da sich der Schwerpunkt konstant gleichméBig bewegt, gilt dies fiir alle Zeiten. Bezeichnen wir
mit X} (¢) und X5 () die Koordinaten im Schwerpunktssystem, so haben wir fiir die Transformation
vom Laborsystem ins Schwerpunktssystem:

(1) = ®(1)— b— t, je{1,2}.
X;(1) xj(t) pra et {1,2}

Fiir die Relativkoordinaten gilt offensichtlich

X(t) = X

[
—~
~
~—
I
S
—~
~
~—
I
4
—~
~
~—
I
S
—~
~
~—

Somit ist der Relativimpuls
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in beiden Koordinatensystemen gleich. Wir bezeichnen mit P den Impuls des Schwerpunktes im
Laborsystem. Im Schwerpunktssystem gilt fiir den Impuls des Schwerpunktes P* per Definition
P* =0. Aus

(1) = X( ™ 3 Bar)=X(1) - —L (s
my +my mi+my
folgt
1) = P+p(1), 1) = P—p(r).
P = =B P, palt) =~ B )

Im Schwerpunktssystem gilt (da Pt = 6)

Gi(t)=p(t), Gt)=—p().
Somit gilt

. N = . - =
Jim p()=¢,  limp(t) =4
Wir mochten als erstes eine Beziehung zwischen dem Streuwinkel ¥ im Laborsystem und dem

Streuwinkel 9" im Schwerpunktssystem herleiten. Aus

- ni 13*_'__, 6— - my [3 N
pl_ml—l—mz q, —P2—m1+m2 q,
folgt
p=F  P=TLG
ny
Nach dem Stof} gilt
—/ ml B —/ ml—» =/ =/ m2 D =/ — —/
e P—|— = — —|— s = P— = — s
1 mi+my q mzq q P2 my+ my q q—dq

Da wir vorausgesetzt haben, daf das Potential fiir groBe Abstinde mindestens mit 1/r abfillt,
konnen wir fiir grole Zeiten vor bzw. nach der Streuung die potentielle Energie vernachlaBigen.
Die Gesamtenergie ist also in diesen Grenzfillen durch die kinetische Energie gegeben. Da die
kinetische Energie des Schwerpunktes separat erhalten ist, folgt somit daf die kinetische Ener-
gie der Relativbewegung lange vor der Streuung gleich der kinetischen Energie lange nach der
Streuung ist. Somit gilt

) )
@ _ 1a
2u 2u
und insbesondere
— 2 . —/ 2
- = |7
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Wir betrachten nun die Grof3e
2p1- P

Es ist einerseits

L. my+my_ [(m mi+my o [(m  G-q
2p1-p1 = 2 G\ —d+q ) =2——14" | —+-"=
my m my my g

my+my o[ m
= 2—|q|
my

— +4cos ﬁ*)
my

Andererseits haben wir

1+m2 mlﬁ

2Py = 2|ﬁl|}ﬁ'1}cosﬂ:2 g'| cos®

2
- M tm |ZI|2 \/1 +2ﬂcosﬁ*+ (ﬂ) cos V.
m3 m3 my

Somit erhalten wir die Relation

M4 cosO*
cosY = 2 =.
\/1 +2% cosVO* + (%)
Durch Umformen erhilt man
siny*

siny =

=
\/1—}—2%0056*—1— (%)

Dividiert man die beiden Gleichungen, so kann man die Wurzel eliminieren und man erhilt

sin 9™

tant = ;—m—.
1
m, 1T COS v*

Der Winkel ¥, der die Richtung des Riickstof3es des Targets im Laborsystem beschreibt, 148 sich
durch den Streuwinkel im Schwerpunktssystem ausdriicken:

ﬁz = (n—ﬁ*).

| =

Dies leitet man wie folgt her: Wir hatten schon gesehen, dal p, = g — ¢’ gilt. Dariiberhinaus ist
|§|> = |¢'|*. Dies ist in Abbildung 2 dargestellt. Aus der Abbildung ist ersichtlich, daB ¥, =

gilt. Da zwei Seiten im Dreieck die gleiche Lidnge haben, gilt o = 3. Die Winkelsumme im Drel—
echk ist 9" + o+ p = m, und somit folgt die Behaputung 9, = (1 —9*) /2.
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Abbildung 2: Der Zusammenhang zwischen 0" und 9. Es gilt %, = o = .
Bemerkungen: Ist die Masse des Projektils m; sehr viel kleiner als die Masse des Targets m»,
so gilt
9 "ME™ tano*

tan

Im Grenzfall einer unendlichen Targetmasse fallen Laborsystem und Schwerpunktssystem zu-
sammen.

Sind die Massen von Projketil und Target gleich,
my =mp =m,

so folgt aus

sin0* 2sin ¥ cos & 0*
tan® = = 22 —tan—
an 1 4+ cosO* 2cos? % an—
und somit
ﬁ*
v =—
2
sowie
1
13 + 'Bz - ETC.

Im Laborsystem laufen die beiden Teilchen also unter 90 Grad auseinander.

Wir betrachten nun die Dynamik des Streuprozesses: Fiir den relativen Drehimpuls gilt

Fiir den Betrag gilt




Wie wir wissen, ist bei einer Zweiteilchenstreuung mittels einer Zentralkraft der relative Bahn-
drehimpuls erhalten. Die gesamte Energie der Relativbewegung ist ebenfalls erhalten. Wir kon-

nen sie aus dem Wert bei ¢t — oo bestimmen:

kil
E = —.
2u

Die Bahn eines Teilchens ist also durch die Groen |7| und E charakterisiert. Es ist tiblich \7\ durch
b = |b| zu ersetzen. Im Schwerpunktssystem ist der Zusammenhang zwischen den Koordinaten
X7 (t) des Teilchens 1 und den Relativkoordinaten X(¢) gegeben durch

Y1) =

Wir parametrisieren wieder die Relativkoordinaten wie im Zweikorperproblem

m2 —
mi +mny

r(t)coso(t)
X(t) = r(t) sinQ(t)
0
Fiir ¢(z) gilt
r(9)

dr
¢—=0o = l/rz\/Z‘u(E—Veff(r))‘

ro

Die Bahn des Teilchens 1 hat einen Punkt des kleinsten Abstands zum Kraftzentrum, den ent-
sprechenden Radius wollen wir mit r,;, bezeichnen. Man erhélt r.,;,, indem man die Gleichung

E — Vegr (Vmin) =0
166t. Wir wihlen das Koordinatensystem nun so, daB @(rmin) = 0 gilt. Setzen wir noch

I = b|g|=Dby\/2uE

so erhalten wir

_ 7)) dr
¢ r2\/1—=Veie(r) JE

Sei nun @pmax = @(co). Wie aus der Abbildung 3 ersichtlich ist, gilt
2(pmax + ﬁ* = T

und somit




Abbildung 3: Der Streuprozess in Relativkoordinaten. P bezeichnet den Punkt des kleinsten Ab-
standes vom Streuzentrum. Es gilt Omax = Omax Und Prax + Pmax + O = .

Betrachten wir nun die Situation, daf3 viele Teilchen (alle mit der Masse m) nacheinander auf
das Target geschossen werden, so definieren wir zunichst die Intensitét / des Teilchenstrahls als
die Anzahl der Teilchen, die pro Zeiteinheit durch eine Flicheneinheit senkrecht zum Teilchen-
strahl treten. Wir betrachten nun die Anzahl der Teilchen pro Zeiteinheit, die nach dem Stof3
in Richtung O gestreut werden. Etwas genauer betrachten wir alle Teilchen, welche mit einem
Polarwinkel zwischen ¥ und & + d¥ und einem Azimuthwinkel zwischen ¢ und @+ d@ gestreut
werden. Wir definieren das Raumwinkelelement

dQ = sin® ddde.

Der differenzielle Wirkungsquerschnitt des Streuprozesses ist nun definiert durch

do Anzahl der gestreuten Teilchen pro Zeiteinheit und pro Raumwinkelelement dQ
aQ I ‘

do hat die Dimension einer Fldche. Integriert man iiber alle Raumwinkelelemente, so ergibt sich
der totale Wirkungsquerschnitt:

J b 27 J
(6) . (6)
G — /dQ(d—Q)—O/dﬂo/d(pmnﬁ(d—Q).

Bei der Streuung an einem Zentralpotential haben wir eine Rotationssymmetrie beziiglich der
Strahlachse. Daher hingt der differenzielle Wirkungsquerschnitt nicht von ¢ ab. Man gibt daher
oft die folgende GroBe an, die nur noch differenziell in dem Streuwinkel O ist:

2n
do ) do ) do
% = O/d(P sin® (E) =2msin% (E) .

Die Definition des differenziellen Wirkungsquerschnittes hat einen direkten Bezug zu experi-
mentell meBbaren GroBen. Wir wollen im folgenden den differenziellen Wirkungsquerschnitt
nun auch mit der Theorie in Verbindung setzen. Wie wir bereits diskutiert haben, wir die Bahn
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eines Teilchens (und somit auch der Streuwinkel) durch die Energie E und den StoBparameter b
bestimmt. Halten wir die Energie fest, so ist der Streuwinkel © eine Funktion des StoBparameters
b. Wir wollen nun der Einfachheit annehmen, daf3 diese Funktion umkehrbar ist. Die Anzahl der
Teilchen, die man im Zeitintervall Ar zwischen den Winkeln ©% und & + d© mift, ist gleich

do
dN = IAt | — |dd

Andererseits ist diese Anzahl gleich der Anzahl der Teilchen, die durch den Ring zwischen (%)
und b(® + d¥) im Zeitintervall Ar treten:

AN = IAt-21b(d)db.

Somit erhalten wir

(d—c)dﬁ = 21 b()db,

dy
bzw.
do db(®)

Wir haben wir den Betrag hinzugefiigt, da im allgemeinen die Funktion »(1%) mit wachsendem &
fallen wird: Ein groBerer Streuwinkel entspricht einem kleineren Sto3parameter.

Bemerkung: Wir hatten zur Vereinfachung angenommen, dall die Funktion ¥(b) umkehrbar ist.
Es gibt Potential, fiir die diese Annahme nicht zutrifft. Ein Beispiel wire das attraktive 1/72-
Potential. Hier konnen Teilchen mit unterschiedlichen Stoparametern in den gleichen Winkel
gestreut werden. Die Bahnen dieser Teilchen unterscheiden sich dadurch, daf3 das Teilchen das
Kraftzentrum gar nicht, einmal oder mehrmals umkreist. In einem solchen Falle kehrt man die
Funktion 9(b) auf einem Intervall, auf dem sie monoton ist um und summiert dann iiber all In-
tervalle.

Es ist oftmals einfacher, den Wirkungsquerschnitt zunédchst im Schwerpunktssystem zu berech-
nen. Ist do/d¥* bekannt, so erhélt man den Wirkungsquerschnitt im Laborsystem aus der Be-
ziehung

m—z-l-cosﬁ*
zZu
do de dv* 1+ L cosd” do
_— pr— " = 2 *.

2
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Abbildung 4: Die Streuung an einer harten Kugel.

2.9.1 Streuung an einer harten Kugel*

Als ein erstes Beispiel betrachten wir die Streuung an einer ideal reflektierenden harten Kugel.
Dies ist in Abbildung 4 dargestellt. Aus der Geometrie ergibt sich

" v
b = Rsin(pmax:Rsin<n > ):Rcos—.

2

Somit ist

db = —leinﬁ—*
vy 2 2

und der differenzielle Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktssystem ergibt sich zu

O* O*
— R?sin > cos 5 = ETERZ sind*.

do
do*

db(H")
4o

= 2mb(v") ‘

Integriert man den differenziellen Wirkungsquerschnitt iiber all Winkel ¥, so erhélt man den
totalen Wirkungsquerschnitt G:

T T
do 1
G — /a’ﬁ* d—& _ 5mrez/dﬁ* R
0 0

Der totale Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung an einer ideal reflektierenden Kugel ist also
identisch mit der Stirnfliche der Kugel, die das einlaufende Teilchen sieht.
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2.9.2 Rutherford-Streuung*

Wir betrachten nun die Streuung eines elektrisch geladenen Teilchens an einem ebenfalls elek-
trisch geladenem zweiten Teilchen. Bezeichnen wir mit Q; und Q, die Ladungen der beiden
Teilchen, so wird die Wechselwirkung zwischen den Teilchen durch die Coulomb-Kraft

fi = x00, 2%,
j A

beschrieben. K ist hierbei eine Konstante, die von der Wahl des Mal3einheitssystems abhingig
ist. Im SI-System ist

Im GauB3schen Mal3system ist dagegen

Die Coulomb-Kraft ist wieder eine Zentralkraft und wird durch ein Potential beschrieben

v = 9

r

Das effektive Potential lautet somit

KQin+ 12 _KQin+Eb2

Vett(r) r 2ur: r rr

Der minimale Abstand ry,, ergibt sich aus der Gleichung Veg(rmin) = E zu

2
P 5 KQZQJ + \/<%) _|_4b2 — E (a+ a2 +4b2) .

E E

Hier haben wir zur Abkiirzung a = kQ;Q;/E gesetzt. Wir erhalten nun den Streuwinkel im
Schwerpunktssystem zu

o — n—2(pmaxz7t—2b/

"min

dr
r2\/1—Veg(r)/E

n—2b /Oo dr

Nun ist
/ dr b —ar —2b*
rvVr2—ar—b? b rval+4b?’
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und somit

2
. —a . —Qrmin — 2b
¥* = m—2arcsin————— + 2arcsin i

Nun ist das Argument der zweiten Arkussinusfunktion gerade

—armin — 2b?
FminV a2 + 4b?

sowie arcsin(—1) = —m/2 und somit

= -1,

—a

Va2 +4b%

9" = —2arcsin

Wir 10sen nun nach b auf und erhalten
a

2tan 5

Somit ergibt sich der differenzielle Wirkungsquerschnitt zu

dc db(%)| 1_ ,cos%
— 2nh(D — - :
a0 mhY) || T g™ sin? &

Gibt man den Wirkungsquerschnitt pro Raumwinkelelement im Schwerpunktssystem an dQ* =
2nsin®*dY* und benutzt man sind* = 2sin(9*/2) cos(9*/2), so lautet das Resultat

do 2 202

dQ — 16sin'L 16EZsin* L

Dies ist die Formel von Rutherford.

Bemerkungen: Der Wirkungsquerschnitt hidngt nicht von den Vorzeichen der Ladungen ab, da
die Ladungen im Quadrat eingehen.

Wiirde man iiber alle Streuwinkel integrieren, um den totalen Wirkungsquerschnitt zu berech-
nen, so wird man auf ein divergentes Integral gefiihrt. Der totale Wirkungsquerschnitt wire also
unendlich groB3. Der unendliche Beutrag kommt von der Region kleiner Streuwinkel 9* = 0.
Die Divergenz des totalen Wirkungsquerschnittes ist auf die langreichweitige Kraft eines 1/7-
Potentials zuriickzufiihren. Kleine Streuwinkel entsprechen grofSen Sto3parametern. Im totalen
Wirkungsquerschnitt zihlt man auch Teilchen, die mit sehr gro3en StoBparametern fast nicht ab-
gelengt werden. In einem physikalischen Experiment wird aber immer der Stoparameter nach
oben beschrinkt sein, z.B. durch die Abmessungen des Strahlrohres. Dies impliziert eine unte-
re Grenze O, fiir den Streuwinkel. Integriert man dc/d®* von ¥, bis 7, so erhilt man ein
endliches Ergebnis.
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2.10 Rotierende Bezugssysteme

Wir haben uns bisher ausschlieBlich mit Inertialsystemen beschiftigt. In diesen Systemen gilt
das erste Newtonsche Gesetz: Ein Teilchen, auf das keine Kraft wirkt, bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit entlang einer geraden Linie. Man kommt von einem Inertialsystem zu einem
anderen Inertialsystem durch eine Galilei-Transformation.

Wir wollen nun noch eine Klasse von Bezugssystemen diskutieren, die keine Inertialsysteme
sind. Dies sind die rotierenden Bezugssysteme. Betrachtet man die Erdrotation, so ist einsich-
tig, dal die rotierenden Bezugssysteme in der Anwendung durchaus ihre Berechtigung haben.
Allgemein treten in nicht-Inertialsystemen Scheinkrifte auf. Im Falle eines rotierenden Bezugs-
systems sind dies die Corioliskraft und die Zentrifugalkraft. Diese Scheinkrifte wollen wir nun
herleiten.

Sei S ein Inertialsystem und S’ ein weiteres Koordinatensystem, welches mit der Winkelge-
schwindigkeit ® = |®| um die Achse in Richtung von @ rotiert. S’ ist kein Inertialsystem.

Betrachten wir zunéchst den Fall, daB ® in Richtung der z-Achse zeigt, d.h.

0
o = 0
®
Dann gilt fiir die Umrechnung der Koordinaten
X = xcos(ot—y)+ysin(or—v),

/

= —uxsin(0r —y)+ycos (ot — V),
7 = z
V is hierbei ein konstanter Winkel, der angibt wie die x-y-Ebenen der Koordinatensysteme zum
Zeitpunkt r = 0 zueinander orientiert sind.

Im allgemeineren Fall zeigt ® in eine beliebige Richtung. Diese kénnen wir durch zwei Win-
kel angeben:

sindcos @
® = |®| sinOsing
cosY

Man erhilt die Koordinatentransformation, indem man zunédchst vom System S ausgehend um die
z-Achse mit dem Winkel ¢ in ein temporires System S” mit den Achsen x”, y” und 7" = z rotiert.
AnschlieBend rotiert man um die y”-Achse mit dem Winkel (—0) in ein Koordinatensystem S”’
mit den Achsen x”, y" =y und 7. AbschlieBend rotiert man mit dem Winkel ¢ —  um die

7”-Achse. In Formeln ausgedriickt hat man

X X
)’: = Az (ot —v) By (—9) C.(9) Yy |
Z Z
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wobei die Rotationsmatrizen A, (wt — ), B, (—9) und C; (9) gegeben sind durch

cos(wt —y) sin(or—y) O
A (or—vy) = —sin(owr —y) cos(wr—vy) 0 |,
0 0 1
cost 0 —sind
B,(-0%) = 0 1 0 ,
sind 0 cos?®
cos® sing O
C.(p) = —sin@ cos¢@ 0
0 0 1

Man iiberpriift leicht, daB nun im System S’ der Vektor der Winkelgeschwindigkeit

lautet. Die Tatsache, daB3 sich jedes rotierte Koordinatensystem durch die Hintereinanderaus-
fiihrung von drei einfachen Drehungen in jeweils einer Ebene erzeugen 1d6t, war schon Euler
bekannt. Ublicherweise wihlt man die erste Drehung in der x-y-Ebene, die zweite Drehung in
der neuen y-z-Ebene und die dritte Ebene in der aus dem vorherigen Schritt erhaltenen x-y-Ebene.
In Formeln:

wobel
cosa.  sino 0 1 0 0 cosy siny O
A, ()= —sino cosa O |,By(B)=[ O cosp sin |,C,(y)=| —siny cosy O
0 0 1 0 —sinf cosP 0 0 1

Die drei Winkel o, 3 und y nennt man die Euler-Winkel.

Bemerkung: Es gibt insgesamt 12 Moglichkeiten, wie die drei Winkel, die die Rotationsma-
trix bestimmen, gewihlt werden konnen. Sechs Moglichkeiten sind von der Form A,B,C,, wobei
die erste und die dritte Drehung jeweils vom gleichen Typ ist. Diese Moglichkeiten sind:

A.B.C;, A.B,C,, A;B.Cy, A,B.C,, AB,Cy, AB.Cr.

Bei den anderen sechs Moglichkeiten sind alle Drehungen von unterschiedlichen Typ. Hier haben
wir

AB,C,, A:B,Cy, AyB\C;, AyB.Cy, A;B,Cy, A.B,C,.
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Zwei aufeinanderfolgende Drehungen konnen nie vom gleichen Typ sein, da sie sonst zu einer
Drehung mit einem Drehwinkel der der Summe der einzelnen Drehwinkel entspricht zusammen-
gefasst werden konnen. Im obigen Beispiel haben wir die Drehachsen so gewihlt, dall ausge-
hend vom Vektor @ der transformierte Vektor @ im System S’ entlang der z’-Achse liegt. Fiir die
Transformation vom System S in das System S’ und zuriick gilt also

—f

X(t) = Az (0t —y) By (=9) C:(9) X(t),  X(t) = C;(—9) By(9) A-(—0r +y) ¥(1).
Betrachten wir nun ¥(¢) und driicken dies durch die Koordinaten im System S’ aus, so finden wir

1) = C(=9) By (9) [A: (—or +y) ¥ (6) +2A; (—ot +y) X (1) +A; (—or +y) X (1)] .

Nun ist
A (-0t +y) =
cos(or —y) —sin(or—y) 0 —sin(owf —y) —cos(owf—y) 0
= = sin(owf —y) cos(wr—vy) 0 |=w| cos(or—vy) —sin(wr—y) O
! 0 0 1 0 0 0
cos(or —y) —sin(or—y) 0 0 —o 0
= sin(@fr —y) cos(or—y) O o 0 0
0 0 1 0O 0 O
und
0 —o 0 X 0 X
® 0 0 vl = o ]|x|y
0O 0 O Z ® Z

Somit ergibt sich

A(—ot+y) ¥ (1) = A (—ot+vy) & x¥(1).
Ebenso ergibt sich
A (—or+y) X (1) = A (—or+y) @& x [@ xX(1)].
Insgesamt erhalten wir also

Ft) = C.(—9) By(®)A (ot +y) [F() + 20 x ¥ (1) + & x (@ x ¥ (1))].

Das System S haben wir als ein Inertialsystem vorausgesetzt. In diesem System gilt also das
zweite Newtonsche Gesetz:

m¥(t) = F.
Setzen wir nun fiir X() ein und bringen die Drehmatrizen auf die andere Seite, so erhalten wir

m () +2m@ x ¥ (1) +md x (& x¥ (1)) = A.(0t—y) By(—9) C:(¢) F.
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Der Ausdruck auf der rechten Seite ist nichts anderes als die Kraft transformiert in das System
S

F' = Az (0f =) By<_ﬁ) C.(9) F.

Lost man nun nach m¥’ (¢) auf, so erhilt man

Wir sehen, dal} wir auf der rechten Seite neben dem erwarteten Term F’ zwei Zusatzterme be-
kommen haben. Diese haben ihren Ursprung darin, daB das System S’ gegeniiber dem System
S beschleunigt wird. Sie werden als Scheinkréfte bezeichnet. Den geschwindigkeitsabhingigen
Term

7 S
Feoriolis = —2m@® XX (I)
bezeichnet man als Corioliskraft, den zweiten Term
- —/ o
FZentrifugal = —mw X ((D X X (l‘))

bezeichnet man als Zentrifugalkraft.

52



3 Der Lagrange-Formalismus

3.1 Die Lagrange-Formulierung der klassischen Mechanik

Wir haben gesehen, da wir zu der Beschreibung eines Systems von n Teilchen entweder (3n)
Differentialgleichungen zweiter Ordnung oder (6n) Differentialgleichungen erster Ordnung be-
notigen. Wir konnen uns nun fragen, ob wir diese Information auch “eleganter” oder kompakter
angeben konnen. Dies ist in der Tat moglich. Ein physikalisches System mit n Teilchen kann
durch die Angabe einer einzigen Lagrange-Funktion

L ()?1, ...,)_C)n,)_'c’l,...,)_'c’n,t)

beschrieben werden. Diese Lagrange-Funktion hingt von (6n+ 1) Variablen ab: (3n) Ortkoor-
dinaten X, ..., X, (3n) Geschwindigkeiten X, ..., X, sowie der Zeit ¢. Es empfiehlt sich, die (3n)
Ortskoordinaten zu einem einzigen Vektor

L T
X = (x17YI711,~~~7Xn,Yn,Zn)

der Dimension (3n) zusammenzufassen. Ebenso fat man die Geschwindigkeiten zu einem Vek-
tor

= . . . . . . N\T
X - (x17y17Z17"'7x7’l7yn7Zn)
der Dimension (3n) zusammen. Die Lagrange-Funktion 146t sich somit als
L(%x,1)

schreiben. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen erhélt man aus der Lagrange-Funktion, in-
dem man die Euler-Lagrange-Gleichungen aufstellt:
d oL (%X,t) OL(%X,1)
dt ax,- ax,-

0,

wobei i eine der (3n) Komponenten der Vektoren ¥ und ¥ bezeichnet. Hierbei sind die partiellen
und totalen Ableitungen wie am folgenden Beispiel verdeutlicht zu verstehen:

o (Clx+C2X+C3t) = ci,

0 .

By’ (ci1x+cpx+c3t) = ¢,

0 .

o (cix+cx+c3t) = c3,

d ; ) .

7 (c1x+cax+ces3t) = crx+ci+cs.
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Man erhilt aus der Kenntnis der Lagrange-Funktion auch die Gesamtenergie des Systems, indem

man
oL

berechnet.

Fiir den Fall, da3 die Krifte sich durch ein Potential darstellen lassen, nimmt die Lagrange-
Funktion fiir das System die einfache Form

L(¥%t) = T(X) -V

an, d.h. sie ist gegeben durch die Differenz von kinetischer Energie und potentieller Energie. In
diesem Fall hingt die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit ab.

Diese Aussagen werden wir spiter auf zwei Arten herleiten: Zum einen iiber das Prinzip der
kleinsten Wirkung (Hamiltonsches Prinzip), zum zweiten iiber das Prinzip der virtuellen Ver-
riickungen (d’ Alembertsches Prinzip).

Zunichst ist es allerdings sinnvoller, sich mit der Lagrange-Funktion und den Euler-Lagrange-
Gleichungen vertraut zu machen und diese Aussagen nur anhand von einfachen Beispielen zu
iberpriifen.

Wir beginnen mit einem einzelnen Teilchen, welches sich im Kraftfeld einer konservativen Kraft
bewegt. Der Ort des Teilchens wird durch den Dreiervektor X(z) beschrieben, die Geschwin-
digkeit des Teilchens durch den Dreiervektor X(¢). Die kinetische Energie des Teilchens ist wie
tiblich durch

1 .
T = —m¥

2

gegeben. Die Kraft auf das Teilchen soll konservativ sein, daher 148t sie sich durch ein Potential
darstellen:

F® = —-VV({®@.
Die potentielle Energie des Teilchens ist dann einfach
V(X).

Somit ergibt sich die Lagrange-Funktion in diesem Fall zu
L(xXt) = TE-VE)=smé—V ().

Die Lagrange-Funktion hingt in diesem Fall nur von ¥ und X ab, sie hingt nicht explizit von der
Zeit t ab. Wir berechnen nun dL/dx; und dL/dx;:

oL _ 9
ax,- N ax,-



da die kinetische Energie nur von ¥, aber nicht von X abhingt. Desweiteren haben wir

a_L
ox;

== mx,-.
Hier haben wir ausgenutzt, daB die potentielle Energie V (¥) von X unabhiingig ist. Wir benotigen
noch die Zeitableitung von dL/0x;:

ddL
dt ox;

le'.

Somit lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL(%,X,t) OL(%X,1)

0
dt ox; ox; ’
0
Ki+—V(X) = 0.
mi +axi (X)
Nun ist allerdings
d
—V{E) = -F,
o &)

und daher lassen sich die Euler-Lagrange-Gleichungen auch als

mx = F

schreiben. Dies ist nichts anderes als die uns schon bekannte Newtonsche Bewegungsgleichung.
Wir iiberpriifen nun noch die Beziehung fiir die Gesamtenergie. Es ist

ng—i = L=
und somit
E = (Zxa—L> . N Gm;ez—\/(z)) _ L@ v,
= 0X; 2 2
was genau der Summe aus kinetischer und potentieller Energie entspricht.
Wir konnen das Beispiel eines Teilchens leicht auf ein System von n Teilchen verallgemeinern.

Wir nehmen wieder an, daf die Krifte konservativ sind, d.h. die Kraft auf das j-te Teilchen ist
gegeben durch



Wir fassen alle Koordinaten zu einem Vektor der Dimension (37) zusammen:

e — T
X = (x1,}71,117---7xn7)’n,zn)

Die Lagrange-Funktion ist wieder die Differenz von kinetischer Energie und potentieller Energie:

L(xXt) = TE-VE= (é%mjﬁ)—v(z).

Die Euler-Lagrange-Gleichungen ergeben sich nun zu
d OL(¥%t) OL(%X,t)
dt 0x; ox;

Mj)LC;j—l—%jV()_C’) = 0, 1<j<n.

= 0, 1<i<3n

(In der ersten Zeile bezeichnet i eine der (3n) Komponenten des Vektors X, in der zweiten Zeile
bezeichnet j eines der n Teilchen.) Somit finden wir die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir
das j-te Teilchen wieder

m]'Xj = Fj.

Wir berechnen auch die Gesamtenergie und finden

E = (Zx,-%) —L= (ijf'c?) —L= (Z lmja"c?) +V(%).
i O =1 =12

Die Gesamtenergie ist wie erwartet die Summe aus kinetischer und potentieller Energie.

Als drittes und etwas schwierigeres Beispiel betrachten ein Beispiel, in dem die Krifte nicht
konservativ sind. Wir betrachten ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld. Wir erinnern
uns, daB3 die Lorentzkraft auf ein Teilchen mit der Ladung ¢ im Gauf3schen MaBsystem gegeben
ist durch

P q(ﬁ+fx§).
C

Das elektrische und magnetische Feld konnen wir durch ein skalares Potential ® und ein Vektor-
potential A beschreiben:

—

E®t) = —VO(&E1)—

2| o

o=

=

B(x1) = VxA(®1).

Da sowohl zum einen das elektrische Feld E als auch das magnetische Feld explizit von der Zeit
abhédngen konnen und da zum zweiten die Lorentzkraft von der Geschwindigkeit des Teilchens
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abhingt, ist diese Kraft im allgemeinen nicht konservativ. Wir konnen allerdings wieder die
Newtonschen Bewegungsgleichungen aus einer Lagrange-Funktion ableiten. Diese Lagrange-
Funktion lautet

L (x,x,t) = me — Viorentz (x,x,t) )
wobei V] orentz ()_c’, 5&', t) ein verallgemeinertes Potential darstellt, welches nun explizit von der Ge-
schwindigkeit X und der Zeit t abhingt:

VLOI‘CI’IIZ()_C:)_E,t) = q CI)()_C),Z‘)— )_C’A)()_C’,t) .

o=

Wir iiberpriifen wieder, ob die Euler-Lagrange-Gleichung die Newtonsche Bewegungsgleichung
liefert. Es ist nun

oL (¥, X, X . 0A (X
(%,%,1) _ _qafb (X,1) e 0A (x,t),
axi ax,’ C ax,-
oL (%,X,t
(;CTX) = mx,-—i—gA,- ()?,t),
d oL (%,X,1) g [0A; (%) =
RN S = l — ’ X VAL _’,t
dt  ox e +c{ ot &)
In der letzten Zeile haben wir die Kettenregel angewendet:
d 0A; (X,1) 0 ox; dA;(X,1) >
—A;(X,1) = ’ —A;(X,1) | = = ’ VA; (%t
G = PR (aen ) 5= POk Ta e

Somit lautet die Euler-Lagrange-Gleichung

=0
dt 8x,- ax,- ’
L qoA(R1t) q. = ob(X,1) q. 0A(R1)
i+ = —x-VA; (X,t — =X = 0.
T o +cx i(%0)+4q ox; c ox;
Nun ist allerdings
E(%1) Vo) - 124w
X = — X,t)——=—A(X
9 ) Cat 9

und somit

q 0A; (X,r) 0P (X,1)
c ot +a ox;

Das magnetische Feld ist gegeben durch



Betrachten wir nun die x-Komponente von

X X (6 xg(f,t)>,

(oA, oA, A, A,
.- Vy(a‘a)‘%(a—z‘a)
0A, 9A, A, 0A,  0A, A,
e e N T N =

so findet man

Ahnliche Identititen findet man fiir die y- und die z-Komponente. Somit 18t sich zeigen, da

L, A (¥,1)

52><(%><A’(z,z)) — i _3VA(E)

i ax,-

gilt. Somit ist
. = . aA’ _)t . = — —
93 4, (7.0)— 3. 245D _ —ixx(vXA(z,o) — 954 B0 .
c c ox; c i c i

Fiigen wir alles zusammen, so erhalten wir aus der Euler-Lagrange-Gleichung die Beziehung

mi—gE (x,1) — L9 x B(%,1) = 0.
C

Dies ist nichts anderes als die Newtonsche Bewegungsgleichung eines Teilchens im elektroma-
gnetischen Feld:

Wir betrachten noch die Gesamtenergie des Teilchens
E = Zxa—L —L:m)_'c'z—i-gﬁ-g()_c’t)—L:lm)?z-i-q(l)()_c’t)
i 1 a-x.l ) 2 9 *

Der Term proportional zu vV - A hebt sich auf und man erhilt die kinetische Energie des Teilchens
plus einen Term g®.

3.2 Das Wirkungsprinzip

Im vorherigen Abschnitt haben wir anhand einiger Beispiele gesehen, dal man aus der Kenntnis
der Lagrange-Funktion die Newtonschen Bewegungsgleichungen herleiten kann, indem man die
Euler-Lagrange-Gleichungen aufstellt:

iaL()‘c’,)"c’,t) _aL()‘c’,)"c’,t) -
X 2

dt 8x,-

i
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Wir wollen nun zeigen, daf3 die Euler-Lagrange-Gleichungen aus einem fundamentaleren Prinzip
folgen. Hierzu betrachten wir die Wirkung. Die Wirkung ist definiert fiir eine gegebene Bahn-
kurve X(¢) als das Integral der Lagrange-Funktion iiber die Zeit von einem Anfangszeitpunkt 7,
zu einem Endzeitpunkt 7;:

s — /mmeﬂmg

ttl

Wir konnen die WirkungsgroBe fiir verschiedene (nicht notwendigerweise physikalische) Bahn-
kurven X(7) betrachten, in dieser Weise wird die Wirkung S zu einem Funktional von X(z):

S[E()] = /ngijﬂ

Wir betrachten nun alle Bahnkurven X(z), welche die Randbedingungen
.Xt(ta) :}a, X’(Z’b) :)_C)b,

erfiillen. In anderen Worten interessieren wir uns fiir alle Bahnkurven, welche die Bewegung
eines Teilchens von Ort X,, zur Zeit ¢, zum Ort X}, zur Zeit ¢, beschreiben.

Das Wirkungsprinzip besagt nun, daf3 unter allen moglichen Bahnen die physikalische Bahn
diejenige ist, welche die Wirkung minimiert. In Formeln bedeutet dies:

S [Xonys(1)] < SE(t)] furalle X(r) mit X(tg) =X, X(tp) =%

Das Wirkungsprinzip wird oft auch als Prinzip der kleinsten Wirkung oder als Hamiltonsches
Prinzip bezeichnet.

Wir kénnen nun zeigen, dafl aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung die Euler-Lagrange-Gleichungen
folgen.

Nehmen wir an, dall Xphys(#) das Funktional S minimiert. Dann betrachten wir hilfsweise eine
zweimal stetig differenzierbare Bahn 8x(¢) mit

X (t,) =0, &X(tp) =0.
Dann beschreibt Xy (7) + € 8X(¢) eine Bahn, welche die Randbedingungen

erfiillt. Hierbei ist € € R ein Parameter. Wir sagen, daB} die Bahn Xy (#) +€ 0X(¢) eine Variation
der Bahn X,y (¢) ist. Da Xppys(#) nach Annahme die Wirkung minimiert, gilt

S [Xpnys ()] < S [Fonys (1) +€8%(1)]
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fiir alle Variationen von Xppys(¢). Insbesondere gilt

%s[zphys(z)ﬁsz(zme:o Y

Nun ist aber

Ip
d d . )
£S [Xonys (1) +€8X(1)] = —/dl L Xphys (1) + € 8X(1), Xphys (1) -|—885c’(t),t)

. /d [ Sx,(1) + g—isxi(o].

Den zweiten Ausdruck konnen wir partiell integrieren:

7oL )
/dt a—xiéix,-(t) = /dt (ax,) — &x;(1)

Wegen Ox; (t,) = dx; (1) = 0 verschwinden die Randterme. Wir erhalten also
F o TaL daL
dt |=— —— Ox; = 0.
Zl:t/ L)x,- dtaxj i(7)

Da dies fiir beliebige “Variationen” dx;(t) gilt, folgt da jede eckige Klammer fiir sich verschwin-
den muB, also

AL
ax,- dt a)'C,'

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen.

Bemerkung: Zur Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen ist nur die Bedingung

d . 5
T S [xphys(t) +€ Sx(t)} ‘820 =0

notwendig. Diese Gleichung besagt, dafl die Wirkung fiir die physikalische Bahn extremal wird.
Ob ein Minimum oder ein Maximum vorliegt, ist hierbei nicht relevant. Streng genommen sollte
man daher auch vom “Prinzip der extremalen Wirkung” sprechen. Man schreibt auch oft, daf} die
physikalische Bahn diejenige ist, fiir die die Variation der Wirkung verschwindet:

8S[X(1)] = o.
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3.3 Weitere Anwendungen der Variationsrechnung*

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, daf sich die Euler-Lagrange-Gleichungen (und damit
die Newtonschen Bewegungsgleichungen) aus der Forderung ergeben, dafl die Bahnkurve X(t)
die Wirkung S[X(¢)] minimiert. Zur Herleitung haben wir die Variationsrechnung benutzt. Wir
wollen an dieser Stelle noch weitere Beispiele fiir die Anwendung der Variationsrechnung be-
handeln.

Beispiel 1: Die Geoddtengleichung. Wir betrachten eine Schar von Kurven

Fo=R,
A— F(h)
mit den Randbedingungen
- X0 - X
fO)=1{» |, f)={wn
20 <1

Gesucht ist nun diejenige Kurve, welche die kiirzeste Verbindung zwischen dem Anfangsort X
und dem Endort X; darstellt. Diese Kurve bezeichnet man als Geodiite.
Wir betrachten nun zunichst eine beliebige Kurve zu den gegebenen Randbedingungen. Die

Kurvenlinge ist gegeben durch
df, df, 2 df, 2
‘ /dx\/< )+<dx>+ )

/dx

Die Kurvenlinge ist von der Parametrisierung unabhingig. Ist nun d f,/dA # O fiir alle A € [0, 1],
so konnen wir die die x-Koordinate als Kurvenparameter wihlen. Wir setzen also

x = xp+A(x;—xp).

Nach dieser Umparametrisierung ist unsere Kurve gegeben durch

f : [X(),xl]—>R3,

= flx) =

und erhalten somit fiir die Kurvenldnge




wobei f] = dfy/dxund f] = df./dx ist.

Setzen wir nun

und

SiEw) = [arL (@3¢,

so konnen wir das Geoditenproblem wie folgt umformulieren: Gesucht ist die Kurve, welche
S[g(x)] minimiert. Eine notwendige Bedingung hierfiir ist wieder, da S[g(x)] ein Extremum
annimmt, d.h.

%%—%——Qiemn
In diesem Fall ist dL/dg; = 0 und
oL 8i(x)
% i @p

d gi(x) _ 0
H L+ EE)?
Hieraus folgt
/
gi(X) = ¢, S {172}7
1+ (@ (x)?

wobei ¢1 und ¢; zwei Konstanten sind. Quadriert man die beiden Gleichungen fiiri =1 und i =2
und zidhlt sie dann zusammen, so 148t sich zeigen, dal3

(§'(x))2 = const
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gilt. Somit folgt
gilx) = &, ie{l1,2}.
Hieraus folgt nun wiederum
gilx) = éx+d;, ie{l,2}.
Beriicksichtigt man nun die Randbedingungen

gi(x0) =y0, &1 (x1) =1,
g2 (x0) =z0, &1 (x1) =2z,

so findet man

gi(x) = (yl_yo)i((x—_xo) + Yo,
X1 —Xp)

o) = (zl—zo)ﬂﬁ-zo,
(x1 —x0)

Fiigt man alles zusammen und geht man zuriick auf die Parametrisierung mittels A, so findet man

B X0+ A (x1 —x0)
f = yo+2A(y1 —yo)
20 +A(z1 —z20)

Dies stellt eine Gerade dar. Die kiirzeste Verbindung zwischen den Punkten (xo,y(),z())T und
(x1,y1 ,zl)T ist also eine gerade Strecke.

Beispiel 2: Die Brachistochronengleichung. Als zweites Beispiel wollen wir die Situation be-
trachten, in der eine Bahnkurve gesucht wird die zwei gegebene Punkte verbindet, so dal} ein
Teilchen unter dem EinfluB} eines konstanten Schwerefeldes diese Bahn in kiirzester Zeit durch-
lauft. Reibungskrifte sollen hierbei vernachlidBigt werden. Im Gegensatz zum vorherigen Bei-
spiel ist nun nicht nach dem kiirzesten Wege gefragt, sondern nach der kiirzesten Zeit. Diese
Frage ist zum Beispiel bei der Konstruktion von Notrutschen bei Flugzeugen relevant. Wir wol-
len gleich zu Beginn annehmen, dall die Bewegung in einer Ebene erfolgt, die wir als die x-z-
Ebene wihlen konnen. Die Schwerkraft wirke in Richtung der negativen z-Achse. Als Startpunkt
wihlen wir (xg,z0) = (0,0). Der Endpunkt sei

(x1,21) -

Da die Schwerkraft in Richtung der negativen z-Achse wirkt, sei z; < 0. Wir nehmen weiter an,
daf} die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens Null ist.

Wir konnen wieder wie zuvor x als Kurvenparameter wihlen, d.h. die Kurve ist von der Form

o = ()
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mit
z(0)=0, z(x1)=z.

Hat das Teilchen die Geschwindigkeit v und durchlduft es das infinitessimale Wegelement ds
langs der Kurve, so dendtigt es hierfiir die infinitessimale Zeit

ds
v

Das infinitessimale Wegelement ldngs der Kurve zwischen den Punkten mit den Kurvenparame-
tern x und x + dx ist

1+ (2 (x))%dx.

Somit ergibt sich fiir die Gesamtzeit

Wir bendétigen noch eine Beziehung fiir die Geschwindigkeit: Die Energieerhaltung liefert
—mv- = —mgz,

und somit ist

v = /—2gz.

Wir konnen das Problem nun wieder als Variationsproblem formulieren: Gesucht ist eine Kurve
z(x) mit z(0) = 0 und z(x1) = 21, so daf die Grofie
Y
1+ (2'(x))

Skx)] = /de(Z’ZI’x)’ Liado) = —2gz(x)
0

minimiert wird. Wir stellen wieder die Euler-Lagrange-Gleichung auf

d oL oL
dxd7 0z

oL _ It ()

— =g
dz (—2g2)?

= 0.

Es ist

Y
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oL 7

Y (e

v o 2lw(ee) 2]

T (@) ()

Fiigt man nun alles zusammen, so findet man die Differentialgleichung

2"+ (Z)*+1 = o

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Durch Differenzieren iiberpriift man die folgenden Aussage: Jede Funktion, die die Differential-
gleichung erster Ordnung

z<1-|— (z')z) = const

erfiillt, erfiillt auch die obige Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir werden spéter im Rah-
men des Noether-Theorems eine Methode kennenlernen, wie man aus der Kenntnis, daf3 die
Lagrange-Funktion nicht explizit von der Variablen x abhéngt, die Differentialgleichung erster
Ordnung relativ schnell finden kann. Im wesentlichen berechnet man

oL |
—_L =

Lo B \/—Zgz (1 N (Z,>2> :

Aus dem Noether-Theorem folgt, daB dieser Ausdruck konstant ist. Dies ergibt die obige Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung.

Die Losung der Differentialgleichung
z (1 + (z’)2> = —2R
ist durch eine Zykloide gegeben:
x(¢) = R(¢—sing),
z2(0) = —R(1—coso),

wie man leicht durch Einsetzen iiberpriift: Es ist zunéchst
dx

/- dz _de _ sin@
= il
dx 7 1 —cos@

und damit

Z(l-l—(z’)z) = —R(1—cos®) (1-}—%) = —2R.
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3.4 Zwangsbedingungen und verallgemeinerte Koordinaten

Wir sind bisher immer davon ausgegangen, daf} ein System von n Teilchen durch (3n) Ortskoor-
dinaten beschrieben wird. Wir sprechen in diesem Fall von einem System mit (3n) Freiheitsgra-
den.

Nun kann es aber durchaus sein, daf} ein System von n-Teilchen weniger Freiheitsgrade zur
Verfligung hat. Man denke hier zum Beispiel an eine Achterbahn. Der Wagen wird durch die
Fithrungsschiene zu einer eindimensionalen Bewegung gezwungen. Der Wagen hat daher nur
einen Freiheitsgrad. Ein weiteres Beispiel ist ein Teilchen auf der Oberfliche einer massiven
Kugel, das durch die Gravitationskraft sich nur auf der Oberfliche der Kugel bewegen kann.
Dieses Teilchen hat nur zwei Freiheitsgrade.

In diesen Fillen sprechen wir davon, da das System Zwangsbedingungen unterworfen ist.
Lassen sich die Zwangsbedingungen durch eine Gleichung, die die Koordinaten der Teilchen und
der Zeit in Beziehung setzt und die die Form

f(fl,fz, ...,fn,t) =0

hat, darstellen, so spricht man von holonomen Zwangsbedingungen. Ein einfaches Beispiel ist
der Fall, in dem ein punktférmiges Teilchen zu einer Bewegung auf einer Kugeloberfliche mit
Radius R einschrinkt ist. In diesem Fall 146 sich die Zwangsbedingung wie folgt angeben:

P-R* = 0.

Liegen mehrere holonome Zwangsbedingungen vor, so lassen sich diese durch ein System von
Gleichungen

fl (}175627---7)?1170 = 07
fz(fl,fz,...,fn,t) = 0,
fr(flax’Za"'?}nat) - 0

angeben. Wir bezeichnen diese Zwangsbedingungen als unabhiéngig, falls die (r x 3n)-Matrix

9;

Mji ax i

fiir alle  den Rang r hat.

Zwangsbedingungen, die nicht auf dieser Weise darstellbar sind, nennt man nicht-holonom.
Beispiele fiir nicht-holonome Zwangsbedingungen sind Ungleichungen. Diese treten zum Bei-
spiel auf, falls ein Gas in einen wiirfelformigen Behilter eingeschlossen wird:

0<xi;, xi<a,
OSyia yi§a7
0<z, z<a, 1<i<n.
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Wir wollen noch ein weiteres Beispiel fiir nicht-holonome Zwangsbedingungen betrachten. Ver-
wenden wir wieder den Vektor

N T
X = (XI,YI,ZI,)CZ,)’LZZ,---axn,)’n,Zn)

fiir ein System von n Teilchen, so ist eine holonome Zwangsbedingung gegeben durch

f&) = 0.

Differenziert man diese Gleichung nach der Zeit, so erhilt man

of (¥,1) af()‘c’,t) B
(Z ox; l> ot = 0

Wir betrachten nun allgemein Zwangsbedingungen der Form

3n
(Zg,—(a‘c’,t)~x,-> +go(X,1) = 0.
i=1

Gibt es eine Funktion G (X,1), so daB

9G(%,1) G
axi _gl(x7t>7 at _gO(x7t>7

gilt, so bezeichnet man die obige Gleichung als exakt. In diesem Fall 146t sich die Differential-
gleichung integrieren und man findet

G(xt) = c,

d.h. wir erhalten wieder eine holonome Zwangsbedingung. Nun ist aber nicht jede Differential-
gleichung der obigen Form exakt. Es 146t sich zeigen, daf} eine Differentialgleichung der obigen
Form genau dann exakt ist, falls

G _ %y s _dn
an ax,-’ ot ax,-

gilt. Wir bezeichnen eine Differentialgleichung der obigen Form als integrierbar, falls es eine
nirgends verschwindende Funktion u (¥,7) gibt, so daB die Differentialgleichung

3n
<Zu()_c’,t)gi(fc’,t)~xi>—l—u()_c’,t)go()_c’,t) ~ 0

i=1

exakt ist. In diesem Fall nennt man die Funktion u (X,) integrierenden Faktor und man kann
die Differentialgleichung wieder auf eine holonome Gleichung zuriickfiihren. Allerdings ist auch
klar, daB nicht jede Differentialgleichung der obigen Form integrierbar ist. Liegt die Zwangsbe-
dingung in der Form einer nicht-integrierbaren Differentialgleichung der obigen Form vor, so
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handelt es sich um eine nicht-holonome Zwangsbedingung. Auch hierzu ist ein konkretes Bei-
spiel hilfreich: Wir betrachten ein Rad, das sich auf der horizontalen xy-Ebene bewegt. Die Ra-
debene sei hierbei stets vertikal. Wir konnen die Bewegung durch vier Koordinaten beschreiben:
Wir haben die x- und die y-Koordinate des Radmittelpunktes, den Drehwinkel ¢ um die Rad-
achse sowie die Orientierung der Radebene beziiglich der xy-Koordinaten. Hierfiir verwenden
wir den Winkel 6 zwischen der Radebene und der x-Achse. Diese vier Koordinaten sind nicht
unabhingig: Die Bewegung des Radmittelpunktes erfolgt in der Radebene. Es gilt

X = vcosH,

y = vsin0,
wobei v die Geschwindigkeit des Radmittelpunktes darstellt. Nun ist aber

Vo= g,
wobei r der Radius des Rades ist. Somit erhalten wir als Zwangsbedingungen

X—rpcos® = 0,
y—rpsind = 0.

Diese beiden Differentialgleichungen lassen sich nicht integrieren (ohne die vollstindige Losung
des Problems zu kennen).

Zwangsbedingungen werden weiterhin dahingehend unterschieden, ob sie zeitunabhingig
sind oder die Zeit explizit enthalten. Sind sie zeitunabhédngig, so spricht man von skleronomen
Zwangsbedingungen. Enthalten sie die Zeit, so spricht man von rheonomen Zwangsbedin-
gungen. Das folgende System von Gleichungen

fi (X1,%2,..,%,) = 0, 1<i<r,

liefert also skleronome holonome Zwangsbedingungen.

Liegen Zwangsbedingungen vor, so sind zum einen nicht mehr alle Koordinaten voneinan-
der unabhingig, da sie durch die Zwangsbedingungen miteinader verkniipft sind. Zum anderen
sind die Zwangskrifte meistens nicht explizit gegeben, sondern nur durch ihre Wirkung auf die
Bewegung des Systems bekannt.

Wir diskutieren nun holonome Zwangsbedingungen etwas genauer. Wir betrachten ein Sy-
stem mit (3n) Koordinaten und r holonomen Zwangsbedingungen.

ﬁ(fl,fz,...,fn,t) = 0, 1<i<r,

Wir konnen diese Gleichungen verwenden, um r Koordinaten zu eliminieren. Es verbleiben also
(3n — r) unabhéngige Koordinaten und wir sprechen von einem System mit (3n — r) Freiheits-
graden. Es ist nicht notwendig, da} die (3n — r) unabhingigen Koordinaten mit einer Teilmenge
der urspriinglichen (3n) Koordinaten iibereinstimmen. Wir bezeichnen die unabhingigen Koor-
dinaten nun mit

q1,492; -, 43n—r-

68



Die urspriinglichen Koordinaten lassen sich durch diese unabhingigen Koordinaten ausdriicken,

)_C)l = X)l (6117---7(]3n7r7f)7
)_C)Z = fz(qlw"?q:ﬁnfr?t)?
)_C)l’l = fn(CIl,...,q:;n,r,t),

so dal} diese Gleichungen die Zwangsbedingungen implizit enthalten. Wir bezeichnen die unab-
hingigen Koordinaten g1, g2, ..., g3,— als generalisierte Koordinaten oder auch als verallge-
meinerte Koordinaten.

Die zeitlichen Ableitungen der generalisierten Koordinaten bezeichnen wir als generalisierte
Geschwindigkeiten

dq;

dr

Die urspriinglichen Geschwindigkeiten X; stehen mit den generalisierten Geschwindigkeiten ¢ j
wie folgt in Beziehung:

D ST OF (G,1) ox; (g.t
X (4,4.1) = (Z ult >-qf'>+ xe()f )

=t 94

qgj =

Beispiel: Wir betrachten ein Teilchen, da3 sich nur auf der Kugeloberfliche
)_CQ — R2

bewegen kann. Als generalisierte Koordinaten konnen wir den Polarwinkel © und den Azi-
muthwinkel ¢ verwenden. Die urspriinglichen Koordinaten x, y und z ergeben sich dann wie
folgt:

x(0,9) = RsinBcos0,
y(0,9) = RsinBOsing,
z(0,90) = RcosH.

Die Zwangsbedingung ist dann automatisch erfiillt, wie man leicht zeigt:
¥ = xX*+y*+7% =R*sin’0cos’ @+ R*sin” Osin® ¢ + R*cos> 0 = R>.
Es ist weiter
X = R (Gcosecos(p — ('psinesin(p) ,
y = R (Gcosesin(p—f— ('psinecos(p) ,
= —ROsin0

und

R o= PP = R0+ ¢Psin’0).
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3.5 Das d’Alembertsche Prinzip

Wir wollen nun eine zweite Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen betrachten. Diese ba-
siert auf dem d’Alembertschen Prinzip der virtuellen Verriickungen. Bei dieser Herleitung be-
trachten wir nun auch die Verallgemeinerung auf Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen.

Wir betrachten ein System von n Teilchen mit den Ortkoordinaten X, ..., X,. Dieses System
unterliege r unabhédngigen holonomen Zwangsbedingungen der Form

fi(R1, %2, Xpyt) = 0, 1<i<r

Unter einer virtuellen Verriickung verstehen wir eine willkiirliche infinitessimale Anderung der
Koordinaten 0X; zu einem Zeitpunkt ¢, die mit den Kriften und den Zwangsbedingungen vertrig-
lich ist, die auf das System zu dem gegebenen Zeitpunkt ¢ wirken.

Wir betrachten zunichst den Spezialfall eines statischen Zustands, d.h. das System ist im Gleich-
gewicht. In diesem Fall ist fiir ein jedes Teilchen die auf dieses Teilchen wirkende Gesamtkraft
K; gleich Null:

K = 0, 1<i<n.
Somit ist natiirlich auch das Skalarprodukt aus K; und der virtuellen Verriickung 0x; gleich Null:
K- &% = 0, 1<i<n.
Es bleibt auch Null, wenn wir nun iiber alle i summieren:

—

Ki-ox; = 0.

D=

1

~.

Wir nehmen an, daf} sich die Gesamtkraft I?i, die auf das i-te Teilchen wirkt, als eine Summe
einer Kraft F;, die wir explizit behandeln wollen und einer Zwangskraft Z; ergibt:

I?l' = F}-i-Z.

Die genaue Form der Zwangskrifte ist meistens nicht bekannt. Die verfiigbare Infomation iiber
die Zwangskrifte besteht darin, daf3 sie die Teilchen auf eine Bahn zwingen, die mit den Zwangs-
bedingungen vertrédglich ist. Unser Ziel ist daher, die Zwangskrifte zu eliminieren.

Betrachten wir nun die virtuellen Verriickungen. Per Definition sind dies Verriickungen, die mit
den Zwangsbedingungen vertrdglich sind. Wir betrachten nun Systeme, fiir die die virtuelle Ar-
beit der Zwangskriifte verschwindet:

Z;-8% = 0.
1

n

1
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Fiir konkrete Modelle 146t sich zeigen, dal dies fiir holonome Zwangsbedingungen immer dann
der Fall ist, falls die Zwangsbedingungen keine Reibungskrifte hervorrufen. Wird ein Teilchen
gezwungen, sich auf einer Fliche zu bewegen, so wirkt die Zwangskraft senkrecht zur Fléche,
die Bewegung des Teilchens (und damit auch alle moglichen virtuellen Verriickungen) erfolgt
jedoch tangential zur Fliche.

Mit der Annahme, daf die virtuelle Arbeit der Zwangskrifte verschwindet, erhalten wir nun
im statischen Fall die Gleichung

1!

|

i-Sfi = 0.

n
)
i=1

Wir gehen nun vom statischen Fall auf den allgemeinen dynamischen Fall iiber. Im Gegensatz zu
K; = 0 gilt nun K; = m;d;, oder

Ki—pi = O.

Wie zuvor konnen wir wieder das Skalarprodukt mit 8X; nehmen und tiber alle ; summieren. Wir
erhalten

; (1?,--@) % = 0.

Setzen wir wieder I?,- = ﬁl + Z- und nehmen an, daB die virtuelle Arbeit der Zwangskrifte ver-
schwindet, so erhalten wir

(E-ﬁ)ﬁ)_@' = 0.

~
—

Diese Gleichung wird als das d’Alembertsche Prinzip der virtuellen Verriickungen bezeich-
net. Die Zwangskrifte Z; treten in dieser Gleichung explizit nicht mehr auf.

Wir driicken nun die urspriinglichen (3n) Koordinaten X; (1 < i < n) durch die (3n —r) ge-
neralisierten Koordinaten g; aus (1 < j <3n— r).

)_C’l' - fi(q17---aQ3n—r7t>-

Fiir die Geschwindigkeiten gilt

— 5 (o S 3n—ra—»i _’7t . a_)i _’7t
Vi = xi(q7Q7t):<Z X(q )QJ>+ xéf )

=t 94

Leiten wir nochmal partiell nach ¢, ab, so erhalten wir
a\_;i o 856,

Iqk ok
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Diese Hilfsrelation werden wir spiter verwenden. Wir konnen auch die virtuellen Verriickun-
gen der urspriinglichen Koordinaten 8X; durch die virtuellen Verriickungen der generalisierten
Koordinaten 8¢ ausdriicken. Es gilt

. 3n—r axl
le' = Z an

Bemerkung: Es tritt hier keine Zeitableitung auf, da die virtuellen Verriickugnen zu einer festen
Zeit betrachtet werden. Somit folgt aus dem d’ Alembertschen Prinzip

Y (F-5)-85 = o

Wir setzen nun

und bezeichnen Q; als generalisierte Kraft. Somit erhalten wir fiir den ersten Term aus dem
d’ Alembertschen Prinzip

no_ 3n—r
Y& = ) 084
i=1 j=1

Wir manipulieren nun den zweiten Term aus dem d’ Alembertschen Prinzip

LI n . 3n—r n . ax,
Y58 = Y mi- =Y Zmlxl i

=1 i=1 j= 1i=

Nun ist aber

.0 A (e O\ . do%_d (. 0N\ . OV d (o Vi) . OV
: aq]' odr " aq]' : dtaq]'_dl : aq]' ! aq]'_dl : aq] ! aq]"

In der letzten Umformung haben wir 0X;/dg; = 9V;/dq; benutzt. Wir erhalten somit
n 3n—r n =
- d Vi ov;
pi-OX; = il (Vs ) Vi |8
Zp X Z Zm |fl't <v 8q1> an -
Nun ist aber

avl 1 a _,2
A
’ ! 9q;j 28q] Vi
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und somit

In anderen Worten

L Sorrg or  oT
8)(71 = I 8
; ,:21 Llf dq; 3%] o

Fiigen wir nun alles zusammen, so konnen wir das d’ Alembertsche Prinzip durch die virtuellen
Verriickungen der generalisierten Koordinaten ausdriicken:

Sur d oT BT}
i——=+ 3
jg [Ql dtdg; 0q; -

Da die virtuellen Verriickungen der generalisierten Koordinaten unabhingig sind folgt nun, daf3
jeder einzelne Term verschwinden muf:

d oT dT
dtac]j aqj QJ, =J=onn

Bemerkung: Die virtuellen Verriickungen 9X; der urspriinglichen Koordinaten sind im allgemei-
nen wegen der Zwangsbedingungen nicht unabhéngig.

Wir betrachten nun nacheinander drei Fille mit steigender Allgemeinheit.

1. Fall: Wir beginnen mit dem Fall, daB die Krifte ﬁ, konservativ sind, sich also durch ein Poten-
tial V (X1, ...,X,) darstellen lassen:

In diesem Fall erhalten wir fiir die generalisierten Krifte

L 0% U o%; 0
F = — VV n(ﬁ,f)) '—l:_—v(é’\?t)?
1" 0q; ,Zi[ dqj  9q;

M:

Q;, =

~.

wobei wir nun



ein, so erhalten wir

doT o

Da V/(g,t) nicht von ¢; abhingt, konnen wir ebenso gut schreiben

Setzt man nun
L(EI’\?(_;?I) = T-YV,

so erhilt man die Euler-Lagrange-Gleichungen

2. Fall: Wir werden ebenfalls auf die Euler-Lagrange-Gleichungen gefiihrt, falls sich die genera-
lisierten Krifte aus einer Funktion V (4, q,t) nach der Vorschrift

OV (G.q.1)  doV(4.4.1)

Qj - a(]j dt aq]
berechnen lassen. Setzen wir wieder in
d oT oT
——— = g
dtdg; 0g;
ein, so erhalten wir
d o 0
——(T—-V)—=—(T-V) = 0.
dt aq] ( ) aq]' ( )

Auch hier wird man wieder mit der Definition
L(4,q4,t) = T-V

auf die Euler-Lagrange-Gleichungen gefiihrt. Ein wichtiges Beispiel fiir diesen Fall haben wir
bereits kennengelernt: Das verallgemeinerte Potential fiir die Lorentzkraft

- 5 — 1—') 2 /=
VLorentZ(x7x7t) = 4q q)(xvt)_;x'A<x7t)

hingt von der Geschwindigkeit und der Zeit ab.

74



3. Fall: Wir betrachten abschliessend noch den Fall, dal zusitzlich zu den bereits diskutier-
ten Kriften noch Krifte auftreten, die nicht durch ein (verallgemeinertes) Potential beschrieben
werden konnen. Dies ist zum Beispiel bei Reibungskriften der Fall. Reibungskrifte sind typi-
scherweise proportional zu der Geschwindigkeit

Qj = —K;q),
wobei k; der Reibungskoeffizient in die Richtung der j-ten generalisierten Koordinate ist. Hier
fiihrt man nun eine Dissipationsfuntion

) 1 3n—r 5

Fl@) = 5 ) %4
j=1

Offensichtlich ist

oF (§)
dj;

Q;, = —

Die Potentialkrifte sollen wieder wie bisher durch das (verallgemeinerte) Potential V beschrie-
ben werden. Setzt man wieder L =T —V, so daB} die Lagrange-Funktion nur die Potentialkréfte
beriicksichtigt, so wird man auf

d oL JL OF
-5 3t = 0

dt aq j aq j aq ji

gefiihrt. In diesem Fall kann das System nicht durch eine Lagrange-Funktion alleine beschrieben
werden, man muf} als eine zweite Funktion noch die Dissipationsfunktion angeben.

Wir fassen das Wichtigste fiir physikalische Systeme, die durch eine Lagrange-Funktion be-
schrieben werden konnen und die durch holonome Zwangsbedingungen eingeschrinkt sind,
nocheinmal zusammen. Wir betrachten ein physikalisches System mit n Koordinaten X = (x1, ..., X,
und r unabhéingigen holonomen Zwangsbedingungen

)T

fixt) = 0, 1<i<r
Die Lagrange-Funktion des Systems sei
L(%x,1).
Zur Losung des Problems gehen wir wie folgt vor:

1. Wir wihlen (n — r) generalisierte Koordinaten g; (1 < j <n—r) und driicken die urspriing-
lichen Koordinaten x; durch die g, aus:

Xi = Xi(q1,--sqn-rst).
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2. Wir ersetzen in der Lagrange-Funktion die urspriinglichen Koordinaten durch die genera-
lisierten Koordinaten. Dies definiert eine Funktion L(g,q,?).

L(g.q.t) = L(%(4,1),%(4,q.t).t).
Bemerkung: Oft schreibt man auch einfach L(g,§,t) anstelle von L(F,4,1).
3. Die Bewegungsgleichungen lauten
d oL dL

- =0 1<i<n—r
dlaq'j aq]' ’ =J=n=r

4. Wir l6sen die Bewegungsgleichungen und erhalten
aj = q;(t).

5. Wir konnen die Bewegung auch in den urspriinglichen Koordinaten ausdriicken. Hierzu
setzt man die Ausdriicke fiir ¢ () in x;(g,) ein. Man erhalt

xi<t) = X (‘]l(t)v"'ﬂ]nfr(t)vt)'

Bemerkung: Diese Euler-Lagrange-Gleichungen die bei dieser Methode auftreten werden auch
als Lagrange-Gleichungen der zweiten Art bezeichnet. Wir werden Lagrange-Gleichungen der
ersten Art im Zusammenhang mit einer alternativen Methode spéter noch kennenlernen.

Wir wollen diese Losungsmethode nun an einem Beispiel diskutieren. Hierzu betrachten wir
zwel Gewichte der Massen m; und m», die iiber ein nicht dehnbares Seil und eine Rolle mitein-
ander verbunden sind. Bewegt sich ein Gewicht nach unten, so bewegt sich das andere Gewicht
nach oben. Das Seil soll iiber die Rolle reibungsfrei laufen. Wir bezeichnen mit x; die Hohe des
Gewichtes 1, und mit x, die Hohe des Gewichtes 2. Wir wihlen die Ausgangssituation so, daf3
beide Gewichte sich auf gleicher Hohe befinden und setzen

x1(t =0) = xa(t = 0) = 0.

Desweiteren wollen wir

annehmen. Offensichtlich liegt eine Zwangsbedingung vor, da nicht beide Gewichte unabhéngig
voneinander bewegt werden konnen. Geht ein Gewicht um ein Stiick Ax nach unten, so geht das
andere Gewicht um das Stiick Ax nach oben. Wir konnen die Zwangsbedingung schreiben als

x1+x = 0.

Es handelt sich um eine holonome Zwangsbedingung. Die Lagrange-Funktion des Systems ist

1 1
L(xy,x2,%1,%2,1) = T—Vziml)'c%-i-imz)é%—mlgxl—ngx2.

76



Als generalisierte Koordinate konnen wir

wihlen. Es ist dann

und
H=q, f=-g.
Wir erhalten somit

. . 1 .
L(q7q7t) = L(q7_(I7q7_q7t):§<ml+m2)q2_(m1_m2)gq'

Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus der Euler-Lagrange-Gleichung und lautet

(mi+my)g+ (my—mp)g = 0,

bzw.
.. nmp —mp
q = m1+m28-
Integration liefert
() = Ilmy—my
9 N 2my+mo
und somit
1my—myp 2 I my—my 2
1) =—= 17 )= =
x1 () S Tt x(t) S Tt

3.6 Lagrange-Multiplikatoren

Mit Hilfe des d’Alembertschen Prinzips konnten wir physikalische Systeme mit holonomen
Zwangsbedingungen behandeln. Es stellt sich nun die Frage, ob dies auch im Rahmen des Wir-
kungsprinzips moglich ist. Dies ist in der Tat der Fall. Hier nimmt man eine Technik zuhilfe, die
man als Lagrange-Multiplikatoren bezeichnet. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren hat
dariiberhinaus den Vorteil, daf} sie uns auch erlaubt, die Zwangskrifte zu berechnen.

Wir betrachten ein physikalisches System mit n Koordinaten ¥ = (x1,...,x,)” und r unabhin-
gigen holonomen Zwangsbedingungen

fix,;r) = 0, 1<i<r
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Die Lagrange-Funktion des Systems sei
L(%x,1).

Wir fiithren nun r Funktionen A j () (1 < j <r)einund fassen diese r Funktionen zu einem Vektor

_X(t) = (M (2),...,A(t))T zusammen. Wir betrachten nun die wie folgt modifizierte Lagrange-
Funktion:

L(ic’,i,ic’,t) = L(Sc’,ic’,t)-l—i?»j(t)fj()‘c’,t),
=

sowie die dazu gehorige Wirkung

(o6}

| — |
l

>

/dtL x?»xt)

Die Funktionen A ;(¢) bezeichnet man als Lagrange-Multiplikatoren. Variiert man die Wirkung
nach dx;, so findet man

- 1<i<n.
di 9% ox; 21 ax, =i=n

Dies sind insgesamt n Differentialgleichungen. Wir konnen dariiberhinaus auch nach dA; variie-
ren und erhalten

fit) = 0, 1<j<r

Dies sind genau die r urspriinglichen Zwangsbedingungen. Wir haben also nun insgesamt n + r
Gleichungen fiir die n+ r unbekannten GroBen x;(z), ..., x,(¢), A1 (¢), ..., A(z). Lost man dieses
(Differential-) Gleichungssystem, so findet man die Bahnen x;(¢) sowie die Losungen A (z) fiir
die Lagrange-Multiplikatoren. Die Losungen fiir die Lagrange-Multiplikatoren sind interessant,
da aus ihnen die Zwangskrifte berechnet werden konnen. Die Zwangskraft in Richtung der i-ten
Koordinate ist gegeben durch

i af] Xt).

J=1 axl
Das System der Gleichungen
d oL JL of;
drox; Ai()=2, 1<i<
dtox; ox; J; ]()ax," <i<n,
1 (%1 =0, 1<j<r

wird auch als System der Lagrange-Gleichungen der ersten Art bezeichnet.

78



Zur Herleitung dieser Form betrachten wir zunéchst einen Satz aus der Mathematik iiber die
Lagrange-Multiplikatoren. Dieser Satz behandelt zunéchst nur eine Funktion /(X), die von den
Ortskoordinaten, aber nicht von den Geschwindigkeiten und der Zeit abhiingt. Wir werden die
Verallgemeinerung auf eine geschwindigkeits- und zeitabhiingige Funktion L(X, X, ) im Anschluss
behandeln.

Sei I(X) eine Funktion von n Koordinaten. Wir betrachten diese Funktion auf der Untermannig-
faltigkeit, die durch r unabhingigen Nebenbedingungen der Form

fik) =0, 1<;<n

definiert ist. Diese Untermannigfaltigkeit hat die Dimension (n — r). Wir interessieren uns fiir die
Punkte der Untermannigfaltigkeit, in denen die Funktion /(X) ein Extremum hat.
Behauptung: Fiir einen solchen Punkt gibt es Konstanten A, so daf3

a . 9f
— A==l = 0.
ax,- - Zl / axl'
]_
Beweis: Wir betrachten die ersten (n — r)-Koordinaten als unabhingig und driicken die restlichen
r Koordinaten durch die unabhiingigen Koordinaten aus:
Xs = Xg(X1yeyXp—r), n—r<s<n.

Dann ist

%'ﬁ‘ 4 af] axn—r—i—s

=0
ox; = oxy s Ox;

[\
[\
=
|
-y
A
-
AN
=~

Die (r x r)-Matrix

df;

M, =
J
OXp—r s

hat Rang r (da die Nebenbedingungen unabhingig sein sollen), und ist daher invertierbar. Wir
konnen die obige Gleichung daher nach dx;,_,/0dx; auflosen:

(LTI
ax,- i—1 5 ax,-
J_
Da [ ein Extremum haben soll, gilt natiirlich auch

A Y A g
ox; = Oxp—rss  OX; ’

Setzen wir nun




so erhilt man
ol L dfj
— A=L =0, 1<i<(n—r).
axl—f—j; o, , <i<(n—r)
Man zeigt dann, das diese Aussage auch fiir die restlichen (n — r+ 1) <i < n trivialerweise gilt.

Soistfurl <s<r

A L. O ol ol ol )

— 4 ) A = — —M 1M — Oy
axan»s J:Zl ! axnfr+s axnfr+s sgl ];l axn—r—q—s’ o axan»s =1 axn—r-i—s’ o
ol ol
= — =0.

axnfr+s axnfr+s

Somit gilt sie fiir alle / und wir haben
dl " df;
— Ai=L =0 1<i<
axl—l_j; 7 0x; ’ ==
womit die Behauptung bewiesen wiire.

Wir betrachten nun Verallgemeinerungen dieses Satzes. Als erstes betrachten wir den Fall, daf3
sowohl die Funktion /(X, ) als auch die Nebenbedingungen f;(¥X,#) = 0 von einem zusétzlichen
Parameter ¢ abhéngen. Dann gilt der obige Satz natiirlich fiir jeden festen Wert ¢, wir finden also
fiir ein festes r immer Werte A ;(z), so daB}

algﬁ;t>+2kj(z)af"(x’t> =0, I<i<n

Im allgemeinen sind die Werte A (¢) fiir unterschiedliche Parameterwerte # unterschiedlich. Aus
den Konstanten A ; werden also Funktionen A (), die von dem Parameter # abhéingen. Wir konnen
diese Gleichungen auch als

A(Xr) & af]xt) o )
( o ; o >5xl =0, 1<i<n

schreiben. Dies ist nicht anderes als die Variation von

§[xA] /dt( (1) x()f,(z,r)>

beziiglich dx;.
Als zweite Verallgemeinerung betrachten wir nun den Fall, daB wir die Funktion /(¥,#) durch
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L(%,%,1) ersetzen. L(¥,%,¢) darf nun auch von den Geschwindigkeiten ¥ abhiingen. In der Varia-
tion der Wirkung

s[ﬂ] - / dt <L<z,f,t)+;xj(t)fj(z,t)>

tritt nun auch die Variation der Geschwindigkeit dx; auf. Mittels partieller Integration und unter
der Annahme, daf} die Variation zu der Anfangs- und Endzeit verschwindet konnen wir dies
wieder auf eine Variation der Ortskoordinaten zuriickfithren. Wir erhalten

OL(%,%1) [ d OL(ZZ1)  9i(%1) '
T_<dt 0% ) Zk oy lsiEn
bzw.
iaL(x’,;"c’,t)_aL(f,f,f) _ Zr’x.(,>afi(f’t) 1<i<n
- ]

dt 0x; ox;

Somit haben wir also bewiesen, daf} die ersten n Gleichungen der (n+ r) Lagrange-Gleichungen
der ersten Art die behauptete Form haben. Die restlichen r Gleichungen sind trivialerweise kor-
rekt, da sie genau die r Zwangsbedingungen darstellen.

Wir miissen noch zeigen, dal} die Zwangskrifte durch

- af] X,1)
; ox;

gegeben sind. Dies geht am einfachsten, indem man die Aquivalenz der Lagrange-Gleichungen
der ersten Art mit dem d’Alembertschen Prinzip betrachtet: Wir hatten bei der Diskussion des
d’Alembertschen Prinzips die Gesamtkraft K; in eine Kraft F;, welche wir explizit behandeln
wollen, und eine Zwangskraft Z; zerlegt:

K, = F+Z7.

Nun konnen wir natiirlich auch die Zwangskrifte (anstelle sie zu eliminieren) weiterhin explizit
beibehalten. Wiederholt man dann die Rechenschritte des Abschnitts iiber das d’ Alembertsche
Prinzip, so findet man nun

doT oT K. L<i<
dtax, ax,- I ==

Nehmen wir nun wie bisher an, daB3 sich die Krifte F; aus einer Lagrange-Funktion ergeben
(F; = —dV /dx;), so 1dBt sich diese Gleichung umformen zu

d oL  JL

= Zi7 1§§ .
dtox; ox; r=n
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Der Vergleich mit

aa o
dt axl' ax,-

liefert

I PNCY 1))
Z = j:z:lk](t)iax[_ :

Wir haben somit eine zweite Methode kennengelernt, physikalische Systeme mit holonomen
Zwangsbedingungen zu behandeln. Diese Methode hat den Vorteil, daf3 sie auch die Zwangs-
krifte liefert.

Als Beispiel diskutieren wir wieder den Fall zweier Gewichte, die iiber ein Seil und eine Rolle
verbunden sind. Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

o I 5, 1 5
L(x1,x2,%1,%2,1) = S MIAT + Sy — M gxy — magxs.
Es liegt eine holonome Zwangsbedingung vor,
x1+x = 0,

daher benotigen wir einen Lagrange-Multiplikator. Wir erhalten
R 1
L(x1,x2,A,%1,%2,1) = Emlx% + Emzx% —mgxy —magxy +A(x1 +x2).
Die Variationen nach xj, x; und A liefern das folgende System von Gleichungen:
mi +mg—A = 0,
myis +myg —A = 0,
x1+x = O.
Zur Losung dieses Systems elimiert man zunéchst A aus den ersten beiden Gleichungen, und
dann aus der resultierenden Gleichung x; mit Hilfe der dritten Gleichung. Man findet wieder
(m1 +m2))'c'1 + (m1 —mz)g = 0.

Somit erhilt man

Imy—my Imy—my , mimy
x1(t)=—= x(t) == o, Ait)=2——
1( ) 2my+mo 2( ) 2my —i—ng ( ) (ml-l—mg)g
Somit sind die Zwangskrifte
8(x1+x2) mimy
L= MOTE =M =2
a(xl-l-XQ) mimy
7, = AMt)——==A({t)=2——3g.
> = AT =) =2
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3.7 Systeme mit nicht-holonomen Zwangsbedingungen

Wir konnen die Uberlegungen des letzten Abschnitts auch auf Systeme mit nicht-holonomen
Zwangsbedingungen erweitern, falls die (nicht-holonomen) Zwangsbedingungen von der Form

(Zgj,xt )—i—gjo(xt) = 0.

sind. X ist hierbei ein n-dimensionaler Vektor. Holonome Zwangsbedingungen sind ein Spezial-
fall der obigen Form: Aus

fj()?,l‘) =0

ofj (%) ) 9fi(Rr)
(Z o "“)* x

i=1

folgt

Gehen wir nochmal den Beweis der Methode der Lagrange-Multiplikatoren mit holonomen
Zwangsbedingungen durch, so sehen wir, dal in den Euler-Lagrange-Gleichungen nur die Ab-
leitungen 0 f;/0x; auftreten. Die Funktionen f; (ohne Ableitungen) haben wir nur in der Wirkung
benotigt. Verzichten wir nun darauf, eine Wirkung angeben zu konnen und beschrinken wir uns
von vorneherein darauf, ein physikalisches System nur durch Euler-Lagrange-Gleichungen zu
wollen, so kénnen wir ein System mit nicht-holonomen Zwangsbedingungen wie folgt behan-
deln:

Gegeben seien eine Lagrange-Funktion L(¥,¥,t), wobei ¥ ein n-dimensionaler Vektor ist, und
r nicht-holonome Zwangsbedingungen der Form

n
(Zé’ji(’?’f)'xi) +eo(¥r) = 0, 1<j<r
i=1

Hierbei habe die (r x n)-Matrix g ;; den Rank r. Die Dynamik des Systems ist gegeben durch die
Gleichungen

d oL JL ,
Ea—xl— xz Z}L g],xt 1§l§}’l,

n
(Zgﬁ(f,t)-fci> +gjo(¥,1) =0, 1<j<r
i=1

Dies ist ein System von (n+r) Differentialgleichungen fiir die (n+ r) unbekannten GroBen x; (1),
Xn(t), M (), ..., A(¢). Die Zwangskrifte sind gegeben durch

.
Z (t)gji(%1).

]:
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3.8 Systeme mit isoperimetrischen Zwangsbedingungen

Das klassische isoperimetrische Problem fragt nach der Form einer geschlossenen Kurve, so
daf bei fester Linge L der Kurve die eingeschlossene Fliche maximal ist. Die Losung fiir das
klassische Problem ist die Kreislinie.

Verallgemeinert haben wir die folgende Problemstellung: Gesucht ist eine Funktion X(7), so
daf

S[E()] = /mL@@j@@

wobei C eine Konstante ist. Wie zuvor, soll fiir den Anfangs- und Endpunkt gelten
f(ta) =X, f(tb) =Xp.

Im Gegensatz zu Systemen mit holonomen Zwangsbedingungen verlangen wir nicht, dal} fiir
jedes ¢ die gesuchte Funktion X(z) eine Bedingung f(X,7) = O erfiillt. Wir verlangen nur die
schwichere Bedingung, daf ein Funktional von X(¢) die Bedingung K [X()] = C erfiillt.

Bemerkung: Setzen wir

SO ist
K[x(1)] = C < I?[)_c’(t)] = 0.

Wir konnen das Problem also immer so formulieren, dafl auf der rechten Seite eine Null steht. In
der Praxis verwendet man allerdings hiufig die Form K[X(¢)] = C.

Zur Losung betrachten wir
L(E(0,50),00) = L(E(0),%(0),1) + 4G (3(0), K(1).1),

SE(N,A = /mL RORRY
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und bestimmen ¥(7) so, daB S[¥(¢),A] extremal ist: Dies fiihrt auf die Euler-Lagrange-Gleichungen

doL oL 0
dtax,- ax,- N '

Die Losung dieser Differentialgleichungen hiangt im Allgemeinen von dem Lagrange-Multiplika-
tor A ab. Hat man die Losung X(¢) als Funktion von A, so setzt man X(¢) in das Funktional K [X(t)]
ein und bestimmt A aus der Bedingung

Der Beweis, daf die Variation von S[X(z), A] zur gesuchten Losung fiihrt, verlduft dhnlich wie im
holonomen Fall.

Bemerkung: Im Gegensatz zu Systemen mit holonomen Zwangsbedingungen ist fiir Systeme
mit isoperimetrischen Zwangsbedingungen A eine Konstante und keine Funktion A(7).

Verallgemeinerung: Liegen mehrere isoperimetrische Zwangsbedingungen vor
Iy
K[7(1) = /dt Gi(7(1).3()1) = C, 1<i<r
Ta

so verwendet man r Lagrange-Multiplikatoren A, ..., A, und betrachtet

L(%(t),%(t),t,M1,...,A) = L(X(t),X(t),1)+ zr‘i?»iG,- (¥(t),%(t),1).

3.9 ErhaltungsgrofSen und das Noether-Theorem

Wir haben bisher diskutiert, wie man Systeme, die durch eine Lagrange-Funktion beschrie-
ben werden und die gegebenen Zwangsbedingungen unterliegen, behandelt. Liegen holonome
Zwangsbedingungen vor, so kann man entweder zuerst zu generalisierten Koordinaten iibergehen
und wird dann auf die Lagrange-Gleichungen der zweiten Art gefiihrt. Alternativ kann man auch
Lagrange-Multiplikatoren einfithren und die Lagrange-Gleichungen erster Art Idsen. In beiden
Fiéllen hat man es mit Differentialgleichungen zu tun, die man als Euler-Lagrange-Gleichungen
aus einer Lagrange-Funktion enthilt.

Wir kénnen nun ganz abstrakt ein System mit n Freiheitsgraden betrachten. Jedem Freiheitsgrad
entspricht eine generalisierte Koordinate ¢g; (1 <i < n). Das System werde durch die Lagrange-
Funktion

L(4.4.1)
beschrieben. Die Euler-Lagrange-Gleichungen hierzu lauten
d oL  JL
———— =0, 1<i<n.
dt aq,- aqi

85



Wir wollen nun untersuchen, wie wir Symmetrieeigenschaften der Lagrange-Funktion ausniitzen
konnen, um das Losen der Differentialgleichungen zu vereinfachen.

3.9.1 Eichinvarianz

Es sei L(§,q,t) eine Lagrange-Funktion und A(g,) eine Funktion, die von den generalisierten
Koordinaten ¢ und der Zeit ¢, aber nicht von den generalisierten Geschwindigkeiten g abhingt.
Wir betrachten die modifizierte Lagrange-Funktion

L d (6.4 " A (G,t) . 8A*,t
L'(g.q.1) = L(4.q )+th( 1)=L(q,q,t Zi 20 i+ éf ),

1

die man erhilt, indem man zu L die totale Zeitableitung von A(q,t) addiert. Die Lagrange-
Funktion L' fiihrt auf die gleichen Euler-Lagrange-Gleichungen wie die Lagrange-Funktion L.
Dies sieht man durch Nachrechnen:

dor’ ol _

dt 9q; aqi_

_ doL dL d d [OA(Gt),  OA(Gr)\ 9 [{hOA(G1) | IA(G1)
n dtaq,- 8q,~+df361i (j:l an' (]]+ ot aql ng aC]j q]+ 5
A ANGH\ 9d.

T dida oq %(78(],- )—a—qiE/\(%f)

_ doL oL

© dtdg; g,

Man bezeichnet die Transformation von L auf L’ als eine Eichtransformation. Zu beachten ist,
daB die Eichfunktion A(q,¢) nicht von ¢ abhingen darf.

Wir fassen zusammen: Eine Eichtransformation dndert die Bewegungsgleichungen nicht.

3.9.2 Koordinatentransformationen

Wir betrachten nun allgemeine Koordinatentransformationen. Hierunter verstehen wir eine Ko-
ordinatentransformation

qi = fi(g1) 1<i<n,

die eindeutig und umkehrbar ist und die dariiberhinaus die Eigenschaft hat, dal sowohl f; als
auch die Umkehrabbildungen

qj = fj_l (glvt)

differenzierbar sind. Diese Transformationen werden auch als Diffeomorphismen bezeichnet.
Die Koordinatentransformation definiert die transformierte Lagrange-Funktion

L (C_])/?C_])/ t) = L(C]l (C_i/?t) yorsdn (E])/J) 7QI (21’/76_}/#) 7~~~7C.]n (C_])/?Z;/?t) J) )
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wobei
ai(@.t) = f7'(d@.1),

g n 9f7 ' (qr) ,  9f (d1)
. -/ =5/ — 1 ) /- 1 9
4i (7,4 ;1) Z’l 3 qj+ =",

Fiir eine splche Koordinatentransformation gilt: Ist §'(¢) eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen
2 L'(q,q ,t), soist g(r) mit

q;(t) = f;7'(@@).1)

eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen zu L(g,,t). Um diese Aussage zu beweisen, geht
man von den Euler-Lagrange-Gleichungen der Lagrange-Funktion L' aus und geht dann zu den
Variablen ¢ iiber. Niitzt man aus, daf die Matrix

of; !
aq’j

invertierbar ist, so findet man die Euler-Lagrange-Gleichungen der Lagrange-Funktion L. (Die
obige Matrix ist invertierbar, da nach Voraussetzung die Koordinatentransformation eindeutig
und umkehrbar ist.) Im Detail haben wir: Ausgehend von

L'(d.q.t) = L(4(d.1).q(d.q41).1)

betrachten wir zunéchst
dor z”: oL dgi \ Z”: d [ JL dg; Z”: oL aqz d dL\\ dg;
dt aq} =~ aq, aq B & dt \ 9q; aq} ~ aq, aq dt 9¢; aq} '

Hierbei haben wir

99i . 94i
aq;. aq;-
verwendet, diese Beziehung folgt aus

. d . < aQL ./ %

Weiter betrachten wir

aw Z oL dg; | OL 3,
o 94i 94/, " 3d ;|

J i=1
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Somit ergibt sich

T N [ T AL AT A
dtog;, 9dg; = |0gi aq, dtdg; ) dq; 9q;dg; 94 o
& (daL oL\ g
N ;(dtaq, oq )aq”

und, da wir dg;/ aq} als invertierbar vorausgesetzt haben, die Behauptung.

Bemerkung: Im allgemeinen haben die Lagrange-Funktionen L(§,q,t) und L'(g,q,t) verschie-
dene Gestalt. Durch eine geschickte Wahl der Transformation kann man unter Umsténden errei-
chen, daB L'(g,q,t) eine besonders einfache Form hat.

Wir bezeichnen die Lagrange-Funktion als invariant beziiglich der Koordipatentransfqrmation,
falls L(§,4,t) = L'(§,q,t) gilt. Hierzu dquivalent ist die Bedingung L(§',4’,t) = L(§,§,t). Die

=/ =

Gleichwertigkeit dieser beiden Bedingungen sieht man wie folgt: Da per Definition L'(q,q.t)=
L(q,q,t) ist, folgt aus

L(d.q.1) = L(G4q.1)
die Beziehung
L(d.q.1) = L'(q.q.1).
Benennt man nun die Variablen um, so erhilt man

L(@?é”t) - Ll(@?é’)t)'

3.9.3 Autonome Systeme

Wir betrachten nun den Fall, daf§ die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngt, die
Lagrange-Funktion sei also nur eine Funktion der Orte ¢ und der Geschwindigkeiten g:

L = L(4.4).

Diese Situtation tritt auf, falls die Krifte konservativ sind und sich aus einem Potential ableiten
lassen. In diesem Fall haben wir

L(3,4) = T(4) -V (.

Falls die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt, bezeichnen wir sie als autonom.
Fiir eine autonome Lagrange-Funktion gilt, daf} die Grole

E - (qu> L)

i=1 g
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eine Erhaltungsgrofie ist:

dt dt
& (.90L(3.4) . doL(g i BL (G, q) oL (4.q)
B Z (C]z 0gi 4 dt a% Z dq; T aq;

& .| doL(4.q) oL(4.q) |
B Zgl fl_l o g B

=0

% i(i%—“@fg»—iuqﬁ)

Der Ausdruck in den Klammern entspricht der linken Seite der Euler-Lagrange-Gleichungen und
ist daher gleich Null. Somit gilt

E = const,
oder anders ausgedriickt
n —) —
(Z qgi q q)) —L (67, Zj) = const.
Wir bezeichnen diesen Ausdruck als ein erstes Integral. Allgemein versteht man unter einem

ersten Integral zu einem physikalischen System, daB durch die Lagrange-Funktion L(g,,) be-
schrieben wird, eine Beziehung der Form

f(4,4,t) = const.

Zu einem gegebenen physikalischen System kann es mehrere erste Integrale geben.

Die Bezeichnung “erstes Integral” wird verstindlich, wenn wir nochmal das Brachistochronen-
problem betrachten. Dieses Problem wird durch die Lagrange-Funktion

L(z7.x) =

beschrieben. Die Variable x entspricht hierbei der Zeit. Die Euler-Lagrange-Gleichungen haben
uns auf die Differentialgleichung zweiter Ordnung

277" + (z’)2 +1 =0
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gefiihrt. Bei der Losung dieser Differentialgleichung haben wir einen Trick verwendet und und
anstelle der Differentialgleichung zweiter Ordnung die einfachere Differentialgleichung erster
Ordnung

Z <1 + (Z’)z) = const
gelost.

Wie kommt man auf diese Differentialgleichung erster Ordnung ? Wir haben nun alle Voraus-
setzungen beieinander, um diese Differentialgleichung herzuleiten. Der Ausgangspunkt ist die
Tatsache, daB3 die Lagrange-Funktion fiir das Brachistochronenproblem nicht explizit von der
“Zeit”-Variablen ‘x abhingt. Es handelt sich also um eine autonome Lagrange-Funktion. Somit
gilt

, 0L

7=— —L = const.
07

Berechnet man die linke Seite, so findet man

oL 1
/__L — _

K \/—Zgz <1 + (z’)2> |

Hieraus folgt dann
N2
Z (1 + (Z) ) = const.

Da dies eine Differentialgleichung erster Ordnung ist, muf3 man um die Losung zu erhalten ein-
mal integrieren. Gegeniiber der urspriinglichen Differentialgleichung zweiter Ordnung (welche
zwel Integrationen benétigt), wurde hier eine Integration schon ausgefiihrt. Man spricht daher
von einem ersten Integral.

3.9.4 Zyklische Variablen

Wir betrachten wieder ein physikalisches System, welches durch eine Lagrange-Funktion

L(3.4,1)
beschrieben wird. Wir bezeichnen die Groe
oL )
Pi = a_.7 1 <i< n,
qi

als den der Koordinate g; zugeordneten generalisierten Impuls. Die Bezeichnungen kanoni-
scher Impuls oder konjugierter Impuls werden ebenfalls fiir p; verwendet.
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Bemerkung 1: Die Grofle p; hat nicht notwendigerweise die Dimension eines Impulses. Dies
kann zum Beispiel dann der Fall sein, falls die Koordinate ¢; nicht einer kartesischen Koordinate
entspricht, sondern zum Beispiel eine Winkelgroe darstellt.

Bemerkung 2: Liegt ein geschwindigkeitsabhédngiges Potential vor, dann enspricht der zu einer
kartesischen Koordinate ¢g; gehdrende kanonische Impuls p; nicht dem iiblichen mechanischen
Impuls. Das Standardbeispiel hierfiir ist ein Teilchen im elektromagnetischen Feld. Das Teilchen
wird durch die Lagrange-Funktion

L(%x1) = %m)_.c’z —q® (X,1)+ gfc’;f()_c’,t) :
beschrieben. Der kanonische Impuls lautet
Pranonisch = mx+ gA (%,1),
der mechanische Impuls dagegen

Pmechanisch — MX.

Definition: Enthilt die Lagrange-Funktion nicht die generalsierte Koordinate ¢g;, so bezeichnen
wir diese Variable als zyklisch.

Bemerkung: Die Lagrange-Funktion darf bei einer zyklischen Variable ¢; die generalisierte Ge-
schwindigkeit ¢; enthalten.

Die Bedeutung von zyklischen Variablen liegt darin, da} sie uns immer auf erste Integrale fiihren.
Es gilt der folgende Satz: Ist die Variable ¢; zyklisch, so ist der zu dieser Variable konjugierte
Impuls erhalten:

pi = const.

Der Beweis ist sehr einfach: Ist die Variable ¢; zyklisch, so bedeutet dies

oL
aCIi

Somit reduziert sich die i-te Euler-Lagrange-Gleichung auf

d oL
dt aq,

= 0.

Dies ist nichts anderes als die Aussage
oL
g

Die linke Seite entspricht allerdings genau der Definition des kanonischen Impulses, also

= const.

pi = const.
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3.9.5 Das Noether-Theorem

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen Koordinatentransformationen, die die Lagrange-
Funktion invariant lassen und Erhaltungsgroen. Dies fiihrt uns auf das Noether-Theorem.

Wir betrachten eine Familie von Koordinatentransformationen, die von einem reellen Parame-
ter oo abhéngen.

¢ = fi(Gto), 1<i<n.

Die Funktionen f; seien auch beziiglich o stetig differenzierbar. Weiter gelte, dal oo = 0 der
Identitét entspricht:

qi = ﬁ(C_i?t?O)? 1§l§l’l

Gibt es nun ein € > 0, so daB fiir alle |a| < €

=/ - 5 d —
L(7.d.t) = L(q,q,t)JrEA(q,z,a)Jro(az)

gilt, wobei

so folgt, daB die GroBe

L df; oA
I = Pi== -5
(l; oo a_()) oo

eine Erhaltungsgrofie ist. Dies ist das Noethertheorem. Es besagt, daf} jede kontinuierliche Sym-
metrie, unter der sich die Lagrange-Funktion nicht dndert, auf einen Erhaltungssatz fiihrt.

a=0

Bemerkung 1: Das Noether-Theorem mach nur eine Aussage iiber kontinuierliche Symmetrien,
die sich kontinuierlich in die Identitét tiberfithren lassen. (Dies wird durch die Forderung, daf}
die Koordinatentransformation fiir o« = 0 der Identitét entspricht, sichergestellt.) Das Noether-
Theorem macht keine Aussage iiber diskrete Symmetrien der Lagrange-Funktion.

Bemerkung 2: Es wird nur gefordert, dal die Lagrange-Funktion bis auf eine Eichtransfor-
mation invariant ist. Wir haben schon gesehen, dafl Eichtransformationen die Euler-Lagrange-
Gleichungen nicht dndern und daher zwei Lagrange-Funktionen, die bis auf eine Eichtransfor-
mation identisch sind, die gleiche Physik beschreiben.

Auch wird nur gefordert, daf} die Koordinatentrasformation die Lagrange-Funktion bis auf eine
Eichtransformation in fithrender Ordnung in o invariant 148t. Ein Term O(a) tritt also nicht auf.
Terme der Ordnung o diirfen dagegen auftreten. Dies lidBt sich auch anders formulieren: Die
Lagrange-Funktion ist invariant bis auf Eichtransformationen unter den infinitessimalen Koordi-
natentransformationen.

92



Wir kommen nun zum Beweis des Noether-Theorems: Zunichst gilt wegen A(q,¢,0) =
L(Ei/7c_}/7t)‘oc:0 = L(C_]),(_i,l‘).
Da nach Voraussetzung
=/ S5/ - 5 d = 2
L(q.q.1) =L(4,q:1) = 2 A(G.1,0) = O(o)
gilt, folgt
d { d
N~ L(_»Ia_»ct)_L(é»?avt)__ (67%0‘) = 0.
da dt a0
Nun ist ¢} = fi(q,t,0.) und somit
LG d0) _ g UG G0 D d
oo ~  9¢, do = 94 dodr
_idaLé’ﬁ’t afl i qqt)adf.
5 9q; ~ 93¢ oadt’
B d n é*/ é*/ t afl
Codt= 9 o
wobei in der zweiten Zeile die Euler-Lagrange-Gleichung verwendet wurde. Somit ist
p) . ) d 0 . 0 d
—|L(7,q,t) —L(g.,G,t) — —A(G,t,o = |=—L(7,q,t) - =——A
aa{ q,4,1)=L(4.4.t) = A1, )} . {aa (d@.41) =557 ] .
d [ OL(F,q,t)of; d d
- |4y @.q,0)dfiy 9d,
dt\&= 9§ odo) dadr
l o=0
A oL@, il ) _oA
di |\& 94 g0 9%|g—g) 9%|gg
Nun folgt aus L (ﬁ’,?}’,t) ‘azo =L (Z], é’,t)
aL(glvévat) _ aL(@?é)a ) =p
aq; o=0 aq’ )
und somit
d " df; oA
d_ sz - = 07
IS 9olamp) 9o
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womit die Behauptung

= const

n of;
(sz Ji

_9A
0=0 It | g

Bemerkung: Wir konnen das Noether-Theorem noch etwas verallgemeinern, indem wir nicht
nur Koordinatentransformationen betrachten, sondern nun auch Transformationen, die die Zeit
mittransformieren. Wir betrachten also Transformationen der Form

bewiesen wire.

"= fo
i fi

q; =

fo und f; seien beziiglich o stetig differenzierbar und wie zuvor sollen sich die Transformationen
fiir oo = O auf die Identitit reduzieren:

I = fO(t7O)7
g9 = fi(Gt,0), 1<i<n

Wir verwenden die Schreibweise

J dq;
7 dt’”
Gibt es nun ein € > 0, so daf fiir alle |a| < €
L(d.q.1")d’ = L(é,c?,t)Jr%A(é,t,oc) di +0 (o)
bzw.
=l S d_t/ _ - = d 2
L(7.4.1") 7 = L(§.41)+ 3 AG1,0)+0 (o)

gilt, wobei wieder A(g,7,0) = 0 ist, so folgt, da} die GroBe

no9f; oA 9o
(Zpl _0) - @ o (ZPI‘]L) ] aO(,

Bemerkung: Da nun auch die Zeit transformiert wird, ist im allgemeinen dt’ ungleich dt und
es tritt auf der linken Seite der Jacobi-Faktor dt’/dr auf.

o=0

erhalten ist.

Der Beweis verlduft im wesentlichen analog zum obigen Fall, in denen nur die Koordinaten
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g; transformiert werden. Da nun auch die Zeit transformiert wird ergeben sich einige kleine
Komplikationen. Wir benétigen die Ausdriicke ¢; und dt’/dt. Es ist

dfo

¢ = o) =1+ =2 o+ O (o
f()(v ) +aOC 0 + ( )’
g = fi(Gro) =g+ -ot0(o)
o=0
und somit
ddq, 7+ dofi .o
dq’- — i G ol d af d af()
-/ i dt o=0 2 . l . 2
& T ,a+ (o) =i+ (dtaoc Tt a azo-l_ (o)
! dt oo |,
dt’ d dfy 2
— = 14+0— = O(o
dt %% 0 a:0+ ()

AuBerdem bendtigt man die Identitiit

d (& oL )

Diese Identitédt beweist man wie folgt:

ANy ab) L] = v |Gk g d0k ok, oL, ok _ o
ar [\ &%, 2T T arag, 9t T g "o T T ar
———

L
9g;

Verwendet man diese Hilfrelationen, so folgt die Behauptung ohne grof3e Miihe.
Wir wollen nun einige Beispiele fiir das Noether-Theorem betrachten.

Beispiel 1: Autonome Systeme
Wir betrachten zuerst den Fall, dal die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt.
Wir betrachten die fogende Transformation

! = t+ao,

q = 4i 1<i<n,

d.h. wir fithren eine Zeittranslation durch und lassen alle Ortskoordinaten unveriandert. Fir oo =0
reduziert sich die Transformation auf die Identitit. Es ist

dr
dt
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und da L nicht explizit von der Zeit abhéngen soll, gilt
L(7.4.1) = L(d.4.1).
Somit ist A(g,t,a) = 0. Wir haben auerdem

afo_1 afi_a_/\_o

da. 7 do do

Damit lautet die Erhaltungsgrofie

n
(Zpiq,) —L = const.
i=1

Dies entspricht der Energieerhaltung, die wir schon im Rahmen der autonomen Systeme disku-
tiert haben. Wir sehen also mit Hilfe des Noether-Theorems, daf aus der Invarianz der Lagrange-
Funktion unter Zeittranslationen die Energieerhaltung folgt.

Beispiel 2: Zyklische Variablen
Wir betrachten nun den Fall, da eine Variable g; zyklisch ist. Wir kdnnen nun die folgende
Koordinatentransformation betrachten:
q; = qj+a,
q% = i i # ]
Die Zeitvariable wird hier nicht transformiert. Offensichtlich reduziert sich die Koordinatentrans-

formation fiir o = 0 auf ¢} = ¢; fiir alle 1 <i <n. Es gilt auBerdem stets ¢} = ¢; fiiralle 1 <i <n.
Da nach Voraussetzung die Variable g; zyklisch sein soll, gilt

L(d.q.t) = L(4.4.1).

Wir kénnen somit das Noether-Theorem anwenden. Es ist A(g,#,0) = 0 und

afi L, i=j,
oo 0, i#].
Somit ist die Erhaltungsgrof3e
zn: of; oA const
pi v - e p f— .
S dal,) 0 !

Wie im Abschnitt iiber zyklische Variablen finden wir auch mit Hilfe des Noether-Theorems, daf3
der zu der Variablen g; konjugierte Impuls p; erhalten ist. Wir konnen diesen Sachverhalt auch
wie folgt formulieren: Ist eine Variable g; zyklisch (d.h. die Lagrange-Funktion L hingt nicht
explizit von ¢; ab), so ist die Lagrange-Funktion invariant unter einer Translation q’j =qj+a
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beziiglich der j-ten Koordinate. Diese Invarianz und das Noether-Theorem implizieren eine Er-
haltungsgrofe: Der zu g konjugierte Impuls ist erhalten.

Dies zeigt den engen Zusammenhang zwischen einer Symmetrie der Lagrange-Funktion (hier
Translationsinvarianz beziiglich der j-ten Koordinate) und der daraus resultierenden Erhaltungs-
groBe (hier der konjugierte Impuls p ;).

Sind in einer Lagrange-Funktion mehrere Koordinaten zyklisch, so gibt es zu jeder zyklischen
Koordinate eine Erhaltungsgrof3e. Fiir r zyklische Koordinaten hat man also » Erhaltungsgrof3en
und somit r erste Integrale.

Beispiel 3: Rotationssymmetrie
Betrachten wir nun den Fall eines Teilchens in einem Zentralpotential. Die Lagrange-Funktion
lautet

L(Xx1) = X -V (x]),
wobei das Potential nur vom Abstand zum Ursprung abhédngt. Wir betrachten nun die Transfor-
mation

X X coso.  sino 0 X
y = R-| y | =] —sina cosa 0O y
7 z 0 0 1 z

Die Zeitvariable wird nicht transformiert. Diese Transformation beschreibt eine Drehung um die
z-Achse um den Winkel a. Die Transformationsmatrix R ist orthogonal:

RT.R = 1.
Nun rechnet man leicht nach, daf3
(56’)2 _ (R'f)z:fT'RT-R-f:fT-X:XZ,
und
()_C,,)Z _ (R'?)zsz-RT-R-f:fT.j’:j’z

ist. Die Lagrange-Funktion ist somit invariant unter dieser Transformation:

L(¥X,1) = L(&X1).

Es ist
oL ]
Px = = = mx = mvy,
oL )
Dy = a_y = my = mvy,



und

X = fu®1,0) = xcoso+ysina,
y = f(¥1,0)=—xsino+ycosa.

Fiir die Ableitungen erhalten wir

) .

9fx = —xsina+ycosa,_o =1,
dot a=0

) .

o = —xcosO —ysinty,_g= —x.
Jdot o=0

Somit lautet die ErhaltungsgréBe, die aus dem Noether-Theorem folgt:

dfs afy
Px % +py a

= Mvyy —mvyx = —m (xvy — yvy).

a=0

Dies ist nichts anderes als die negative z-Komponente des Drehimpulses. Ist (—L;) erhalten, so
ist natiirlich auch L, erhalten.

Wir konnen diese Betrachtung natiirlich auch fiir eine Drehung um die x-Achse bzw. um die
y-Achse wiederholen. In diesen Fillen wiirden wir dann das Ergebnis erhalten, dafl die x- bzw.
y-Komponente des Drehimpulses erhalten ist.

Wir sehen also, dafl die Invarianz der Lagrange-Funktion unter Drehungen die Erhaltung des
Drehimpulses bewirkt.

Beispiel 4: Transformation in ein um eine konstante Geschwindigkeit bewegtes Bezugssystem.

Wir betrachten ein abgeschlossenes n-Teilchensystem, in dem die wechselseitigen Krifte nur
vom Abstand zwischen den Teilchen abhingen. Die Lagrange-Funktion lautet

Zn: i ‘ xJ‘

Wir wissen bereits, daf} in diesem System die Energie, der Gesamtimpuls und der Gesamtdre-
himpuls erhalten ist. Wir betrachten nun die folgende Transformation:

L(fl,...,fc’n,fl,...,fn,t) —

T
NI*—‘

/

xX; = x;+out, 1<i<n,
/

Yi = Vi,

= z

Fiir die Geschwindigkeiten gilt dann

W= x+a, 1<i<n,

./

Yi = yi?
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./ .
2 = Zi-

Diese Transformation 148t die Potentiale invariant, da diese nur vom Abstand zweier Teilchen
abhingen. Fiir die Lagrange-Funktion gilt

L 1
=l - = - - = . 2
L(xl,...,xn,xl,...,xn,t) = L(xl,...,xn,xl,...,xn,t)—l—z(mixioc-i—imioc)
i=1

— - 5 = d « 1
= L(xl,...,xn,xl,...,xn,t) + E,;ml (x,-oc-l— Eo@t) .

Die Lagrange-Funktion ist also bis auf eine Eichtransformation invariant. Als Erhaltungsgrof3e
finden wir nun

n

Z m; (Xit — x,—) .

i=1

Betrachten wir die analogen Transformationen, in denen wir die x-Koordinaten durch die y- bzw.
z-Koordinaten ersetzen, und kombinieren wir dann alle Resultate, so ergibt sich, da} die Grofie

n
Z m; ()?,'l‘ — )?,)
i=1

erhalten ist. Mit der Bezeichnung P fiir den Gesamtimpuls, X fiir den Schwerpunkt und M fiir
die Gesamtmasse lautet die Erhaltungsgrofle

Pt—MX = const.
Da wir schon wissen, da} der Gesamtimpuls ebenfalls erhalten ist, gilt fiir die Schwerpunktsbe-
wegung
b ¢
= M 0-

Der Symmetrie (bis auf eine Eichtransformation) der Lagrange-Funktion unter Transformationen
auf ein mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes Bezugssystem entspricht also die Erhaltungs-
groBe Xo.

Damit haben wir nun zu den zehn kontinuierlichen Symmetrien der Galileigruppe (Zeittranslati-
on, Orttranslation, Drehungen im Ortsraum, Transformation auf ein mit konstanter Geschwindig-
keit bewegtes Bezugssystem) die entsprechenden Erhaltungsgrof3en bestimmt: Energieerhaltung,
Impulserhaltung, Drehimpulserhaltung, Erhaltung von Xo.

Fassen wir also nochmal alles zusammen: Im allgemeinsten Fall betrachten wir eine Transfor-
mation der generalisierten Koordinaten und der Zeit

t/ = fO(t7a)7
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Gilt

yr dt+ 0 (o)

fp ) -L| 2
1A}

o=0 i=1 aOL
Wird die Zeit nicht transformiert, so reduziert sich diese Formel auf

f _9A
a=0 dal a=0

n ai
(;Piﬁ

Gilt dariiberhinaus, daf die Lagrange-Funktion exakt invariant unter der Transformation ist, also
die Eichfunktion A(g,,a) gleich Null ist, so reduziert sich der Ausdruck der Erhaltungsgrofie
weiter auf

L(7.q.t)a’ = {L(N )+dA(q,t,0c)

a=0

erhalten ist.

L7 5

a=0
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4 Der Hamilton-Formalismus

Wir haben nun zum einen bereits die klassische Mechanik in der Formulierung nach Newton
kennengelernt, in der die Bewegungsgleichungen durch

mé; = F
gegeben sind. Dariiberhinaus haben wir in den vorherigen Abschnitten eingehend die Formu-
lierung der klassischen Mechanik nach Lagrange diskutiert. Im Lagrange-Formalismus wird ein
physikalisches System durch eine Lagrange-Funktion L(d, ¢,t) beschrieben. Die Bewegungsglei-
chungen sind durch die Euler-Lagrange-Gleichungen gegeben und lauten

d oL  JL
dtdq; 9g;
Der Lagrange-Formalismus erlaubte es uns, Systeme mit Zwangsbedingungen zu behandeln.

Desweiteren haben wir das Noether-Theorem betrachtet, das besagt, dall aus einer kontinuierli-
chen Symetrie der Lagrange-Funktion eine Erhaltungsgrof3e folgt.

= 0.

Wir wollen nun die klassische Mechanik in einer dritten Formulierung diskutieren und wenden
uns nun dem Hamilton-Formalismus zu. Es stellt sich am Anfang natiirlich die Frage, welche
Berechtigung eine weitere Formulierung der klassischen Mechanik hat. Die Antwort liegt darin,
daBl wir im Hamiltion-Formalismus Strukturen kennenlernen werden, die fiir die Quantenmecha-
nik sehr wichtig sind.

Wir wollen zunichst die wichtigsten Punkte des Hamilton-Formalismus kurz erwihnen, bevor
wir sie eingehend diskutieren. Wir haben bereits im Lagrange-Formalismus fiir den Fall, daf§ die
Lagrange-Funktion weder explizit von der Zeit noch explizit von den generalisierten Koordina-
ten g; abhingt, gesehen, dal die Energie und die kanonisch konjugierten Impulse erhalten sind.
Es stellt sich heraus, daB3 auch in dem Fall, dal diese GroBen keine ErhaltungsgroBen sind, es
sinnvoll ist, diese Groflen fiir die Beschreibung eines physikalischen Systems zu verwenden. Im
Hamilton-Formalismus verwendet man daher anstelle der generalisierten Geschwindigkeiten ¢;
die kanonisch konjugierten Impulse p;. Diese waren durch

o _ dL
pl_a(?i

definiert. Die generalisierten Geschwindigkeiten betrachten wir nun als Funktion ¢; = ¢;(¢, p,1).
Ein physikalisches System wird nun nicht mehr durch eine Lagrange-Funktion L(g, Z},t), wel-
che von den generalisierten Koordinaten, den generalisierten Geschwindigkeiten und der Zeit
abhingt, beschrieben, sondern durch eine Hamilton-Funktion H (g, p,t), welche nun von den ge-
neralisierten Koordinaten, den generalisierten Impulsen und der Zeit abhéingt. Der Zusamenhang
zwischen Hamilton-Funktion und Lagrange-Funktion ist gegeben durch

n
H(avﬁvt) = (ZP:Q:) _L(67§7I)7 QiZQi(aaﬁvt)a
i=1
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wobei die generalsierten Geschwindigkeiten implizit durch die Gleichungen

IL(g,4,1)

b= dq;

definiert sind.
Bemerkung: Hingt die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit ab, so ist der Wert der
Hamilton-Funktion fiir die physikalische Losung gleich der (erhaltenen) Energie.

Die Bewegungsgleichungen im Hamilton-Formalismus lauten dann

d 20 d 20

—qi==—H _»7_’71‘7 —pi=—=—H _»7_’71"
7= 3, (q.p.1), . pi 3 (4,p.1)

Wir wollen nun diese Aussagen eingehender betrachten.

4.1 Implizite Funktionen

Wir beginnen mit einigen mathematischen Vorbetrachtungen. Es seien U C R und V' C R offene
Teilmengen und

G : UxV—=>R
(x,y) = G(x,y),

eine stetig differenzierbare Abbildung. Gilt fiir (xg,yo) € U x V

G(-x07y0) =0
und ist

G

N % 07

dy (x0.y0)

so gibt es offene Umgebungen U’ C U und V' C V und eine eindeutige stetig differenzierbare
Abbildung

f U=V,
x = f(x),

mit f(xp) = yo, so daB
Gx f(x)) = 0

fiir alle x € U’ gilt. Man sagt, daB die Funktion f(x) durch G(x,y) = 0 implizit definiert wird.
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Bemerkung: Dieser Satz macht eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Funkti-
on f(x). Er ist besonders dann hilfreich, wenn die Gleichung G(x,y) = 0 nicht nach y aufgelost
werden kann.

Fiir die Ableitung f’(x) gilt

wie man leicht durch Anwenden der Kettenregel auf G(x, f(x)) sieht:

G G ,

d
aG(x,f(x)) = gﬂL@ (x)

Da G(x, f(x)) = 0 gilt natiirlich trivialerweise auch
d
EG(xvf(x» = 0.

Nach Voraussetzung ist

9G 4 0
9 | x0.30) ’

und aufgrund der Stetigkeit der Ableitung ist diese Ableitung auch in einer Umgebung dieses
Punktes ungleich Null. Somit kann man nach f’(x) auflosen.

Wir kénnen den Satz iiber implizite Funktionen auch auf mehrere Variablen verallgemeinern.
Es seien U C R" und V C R™ offene Teilmengen

G : UxV—=R"
(X,5) = G (%,5),
eine stetig differenzierbare Abbildung.

Bemerkung: Die Dimension des Wertebereichs von G ist gleich der Dimension von V.
Die Jacobi-Matrix

9G; 9G,  9G; 9G,
axl o axn ayl o a))m
J =
3Gy Gy 9Gu WGy
ax; " dx,  dyr T dym
besteht aus zwei Teilmatrizen
9G, 9G,
aé ox; T oxp
ox; T oxp
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und

) G, G,
3G I
=5 — ,
Jy 3Gy, 3Gy,
i O

wobei die letztere eine quadratische m x m-Matrix ist.

Gilt fiir (Xp,¥0) € U xV

und ist

(Xo0,50)

so gibt es offene Umgebungen U’ C U und V' C V und eine eindeutige stetig differenzierbare
Abbildung

mit f(%y) = o, so daB

of _ (%) oG
o \o)

4.2 Legendre-Transformationen

Wir beginnen wieder mit einem einfachen ein-dimensionalen Beispiel. Es sei U C R und

f : U—=R,
u— f(u)

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Fiir 4y € U sei

f" (uo) # 0.
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Wir betrachten die Hilfsfunktion

F : RxU—=R,
(V,l/l) - F(v,u) = VM—f(M),
und deren Ableitung nach u, die wir mit G bezeichnen wollen:
G : RxU—R,
(vu) = G(v,u) =v—f'(u).
Im Punkte (vo,uo) = (f(uo),uo) gilt
G (f (uo),u0) = 0,

% = /" (w) 0.
e

up),uop)

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt. Der Satz {iber im-
plizite Funktionen garantiert, daB es eine offene Umgebung V C R mit f/(up) € V und eine
eindeutig bestimmte Funktion

u : V—-R,
v—u(v),

gibt, mit
G(vu(v)) = 0.

Setzen wir die Funktion u(v) in die Funktion F(v,u), die von zwei Variablen abhingt, ein, so
definiert dies eine neue Funktion g(v) einer Variablen v

g V=R,
v—g(v) =F (vu(v)) =vu(v) - f(u(v)),
die wir als Legendre-Transformierte der Funktion f(u) bezeichnen.
Betrachten wir hierzu ein einfaches Beispiel. Um den Kontakt mit der Physik herzustellen, er-

setzen wir die Variable u durch die Variable ¢ sowie die Variable v durch die Variable p. Wir
betrachten die Funktion

1
L (q) = qu27

wobei wir m # 0 voraussetzen. Die Funktion L(g) entspricht der Funktion f(u). Es ist

d2
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Die Funktion F(p, ) ist gegeben durch

. 1
F(p.q) = pq—iqu,

und die Funktion G(p, g) ist gegeben durch

oF
G p.q) = =w;=p—mq.
(hd) = 5
In diesem Beispiel konnen wir die Gleichung
G(p.g) = 0
nach ¢ auflsen und erhalten
. p
q(p) = m

Dies eingesetzt in F(p,q) liefert die Legendre-Transformierte von L(g), die wir mit H(p) be-
zeichnen:

p P’

) ) I . 2 p 1 2
H — F(p, — _Z _,.P_2 <_> _
(p) (p,4(p))=pa(p) = 5mla(p)l"=p- —sm( ) =7
Betrachten wir nun wieder eine Funktion f(u) und deren Legendre-Transformierte g(v). Nach
Voraussetzung ist /"' (ug) # 0. Was gilt nun fiir g”(vg), wobei vo = f/(ug) ist ? Aus

gv) = vu(v)—f(u))

folgt
g) = u)+vid () = f ) u' (v) = u(v) +u'(v) [y = f (u(v))] = u(v)
=0
und

Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt aber mit G(v,u) = v — f’(u)

/ _ v - 1 — !
) T T T ) )

Nach Voraussetzung ist f”'(up) # 0 und somit

1
f//(u0>
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Somit kénnen wir nun auch die Legendre-Transformierte von g(v) betrachten. Die Hilfsfunktio-
nen lauten

Fluy) = uv—g(v),

Gu,v) = u—gm).
Wir bestimmen v(u) aus der Gleichung
u—g'(v) = 0.
Nun haben wir oben aber bereits gezeigt, daB g’(v) = u(v) ist. Somit erfiillt v(«) die Gleichung
u—u(v(u)) = 0.

In anderen Worten

flu) = w-v(u)—g(v(u))

= flw).

Wir erhalten also wieder die urspriingliche Funktion f(u) zuriick.

Wir konnen auch die Legendre-Transformierte einer Funktion von mehreren Variablen betrach-
ten. Es sei U C R” und

f : U—R,
il — f(id)

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion der Variablen # = (uy, ..., u,). Wir fordern nun, daf3
fiir iip € U die Determinante der Hesseschen Matrix nicht verschwindet:

9> f
det (E)u,auj)

F : R'"xU—R,

£ 0.

7y

Wir betrachten die Hilfsfunktion



und deren Ableitungen nach den Variablen u;, die wir mit G bezeichnen wollen:

G : R'xU—R",
(Vi) — G (¥,ii) = VaF (v,if).

Fiir die i-te Komponente von G gilt

1<V7u) a_ulF (V,l/l) =Vi— au,-
Im Punkte (Vo,ﬁo) = ((Vﬁf)(ﬁo),ﬁo) gilt
é(\_fo,ﬁo) = 0, vo = (Vaf) (io)
oG _ (ﬁ)
alx_[ (‘_}_07170) au,aul (1—}»07;{»0)

Nach Voraussetzung ist die Determinante der Hesseschen Matrix ungleich Null. Somit sind wie-
der die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt und es gibt daher eine
offene Umgebung V C R” mit Vi € V sowie eine eindeutig bestimmte Funktion

i : V—-RY
V—ii(V),
die

G(i(¥) = 0

erfiillt. Die Legendre-Transformierte g(V) der Funktion f (i) wird analog zum Fall einer Varia-
blen als

g : V—=oR,

definiert. Auch fiir die Funktion g(V) gilt, daB} eine nochmalige Legendre-Transformation wieder
auf die urspriingliche Funktion f (i) zuriickfiihrt.

4.3 Die Hamilton-Funktion

Wir wenden nun die Legendre-Transformation in mehreren Variablen auf ein Beispiel aus der
Physik an. Wir ersetzen wieder die Variablen # durch die Variablen ¢ und die Variablen v durch
die Variablen p. Wir betrachten nun zu der Funktion

L(4,4,1)

die Legendre-Transformierte beziiglich der Variablen g. Es ist hierbei zu beachten, daB die Va-
riablen ¢ und ¢ nicht transformiert werden, und daher einfach als zusitzliche Parameter zu
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betrachten sind. Wir setzen weiter voraus, dall die Determinante der zweiten Ableitungen von L
beziiglich der Variablen ¢; nicht verschwindet, d.h.

9’L
det
(86],'86]]') #

Ist die Lagrange-Funktion von der Form

— ! 1 . —
L(q,q,t) = <Z E’”i@%) -V (q)
i=1

und m; # 0, so ist diese Bedingung stets erfiillt, wie man leicht sieht:

m 0 .. O
0°L ) 0 my ... O .
det == = det = m;.
<aqlaqj e cee e ZIITl !
o 0 .. m,

Die Hilfsfunktion F' lautet nun

RN

F(ﬁ?é?é)?t) = ﬁﬁ—L(q,q,t)

Bemerkung: Die zusitzlichen Variablen ¢ und ¢ kann man als zusitzliche Parameter betrachten.
Die Ableitungen von F nach den Variablen ¢§; bezeichnen wir als G;:

L oF > .
Gi(P,4,4.1) = a—qui—a—qL(q,q,t)

Die n Gleichungen
Gi (ﬁ?‘??c_])?l‘) =0

definieren nun mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen die Geschwindigkeiten als Funk-
tion der konjugierten Impulse:

i = 4(p,g.z1).

Diese Losungen eingesetzt in die Hilfsfunktion F liefert die Legendre-Transformierte der Funk-
tion L (g,4,t) beziiglich der Variablen g:

H(??ﬁvt) - ﬁﬁ(ﬁﬁﬁ)—L(@)aﬁ?(ﬁﬁ,t),t) .

Wir bezeichnen die Legendre-Transformierte der Lagrange-Funktion L (6, 7 t) beziiglich der Va-
riablen § als Hamilton-Funktion und schreiben hierfiir H (g, p,1).
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Bemerkung: Um in der Praxis die Geschwindigkeiten als Funktion der konjugierten Impulse
zu erhalten, miilen wir die n Gleichungen

= L
pl aql ( q )
nach den Variablen ¢; auflosen.

Bemerkung 2: Hingt die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit ab, und setzen wir fiir die
Orts- und Impulsvariablen die physikalischen Bahnen g(¢) und p(¢) ein, so liefert die Hamilton-
Funktion die erhaltenen Gesamtenergie des Systems.

Wir betrachten als ein einfaches Beispiel das Zweikorpersystem. Zwei Korper der Massen m
und my wechselwirken mittels der Gravitationskraft. Den Ortsvektor der Masse m bezeichnen
wir mit X1, den Ortsvektor der Masse my mit X». Die Geschwindigkeiten bezeichnen wir mit X
und X,. Die Lagrange-Funktion dieses Systems ist gegeben durch

mipnmy

1
szZ +G——>F

S o 5D 1 %)
L(xl,xz,xl,xz,t) = —m1x1-|-2

2 |X] — X2|

Die Hamilton-Funktion ist die Legendre-Transformierte beziiglich den Variablen ¥; und X». Als
erstes miiBen wir die Geschwindigkeiten durch die konjugierten Impulse ausdriicken. Dazu I6sen
wir die Gleichungen

1 = =z = myxy,
P o7

P2 = = =mxy
x>

nach den Geschwindigkeiten X; und X, auf. Wir erhalten

= 1 —

X1 = —Di,
m

= 1 —

X2 = —Pp2.
)

Die Hamiltion-Funktion ergibt sich somit zu

H (%,%,P1,P2.t) = P1-X1(P1)+P2-%(P2) —L(%,%.% (51),% (1) 1)

=2 =2 =2 =2

S SRR T W & We T e
my  my 2my  2m |X] — X
=2 =2

_ P + P3 _G mpmz
2m;  2my X1 — X2

Bemerkung: Wir betrachten noch die Eindeutigkeit der Hamilton-Funktion. Wir wissen bereits,
daf} die Lagrange-Funktion eines physikalischen Systems nicht eindeutig ist. Wir konnen zum
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Beispiel immer eine Eichtransformation durchfiihren und erhalten eine modifizierte Lagrange-
Funktion

C(Gd0) = L@in)+ A,
Die Lagrange-Funktionen L und L beschreiben die gleiche Physik. Da die Eichfunktion A (g,t)
nicht von den Geschwindigkeiten § abhiingt, iibertriigt sich dieser Sachverhalt auf die Hamilton-
Funktion. Wir bezeichnen die Legendre-Transformierte der Lagrange-Funktion L(g,§,t) beziig-
lich der Variablen § mit H (¢,p,t), und die Legendre-Transformierte der Lagrange-Funktion
L'(4,§,t) mit H' (g, p',t). Fiir pund j’ gilt

I T )
b= dq;’ pi= dg;  9¢;i  dqi’

und somit
L oA
pl = Di aql .
Die Gleichungen p; = dL/dq; definieren implizit die Funktionen
gi = qi(q,pt),

die Gleichungen p} — 0A/dq; = dL/dq; definieren implizit die Funktionen
. . [Er— . - = aA . - =
g = 4;(q:7'.t) =di <q,p’— a_a’t) =4i(4,P,1).

Fiir H' und H finden wir den Zusammenhang

H (3.p1) = p'~q’—L’(q,q',t)=<p+a—q)~q—L(q,q,t)——A(q,t)
oA d d

— H(G.P.1 i —SA@G ) =H(G.5.1)— —A(G.1).

(G, 7, )+i§aqiq M@ =H(G,5.1) =5 A(G1)

Somit ist auch die Hamilton-Funktion nicht eindeutig. Dies siecht man am einfachsten indem man
beispielsweise A(g,1) = Eot wihlt. Dann ist p} = p; und H' = H — Ej.

4.4 Die Hamilton-Gleichungen

Wir haben nun einem physikalischen System eine Hamilton-Funktion H (¢, j,t) zugeordnet, die
von den verallgemeinerten Ortskoordinaten, den verallgemeinerten Impulsen und der Zeit ab-
hingt. Es stellt sich nun die Frage, ob aus der Kenntniss der Hamilton-Funktion auch die Bewe-
gungsgleichungen abgeleitet werden konnen. Diese Frage wollen wir nun genauer untersuchen.
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Der Ausgangspunkt ist die Hamilton-Funktion
H(??ﬁvt) = ﬁﬁ(ﬁﬁﬁ) _L(aag(ﬁ7aat) 7t) )

wobei § (P, 4,t) aus den Gleichungen

bestimmt wird.

Betrachten wir zunéchst 0H /dp;. Es ist

oH o " 9q;(P,G.t)\ OL(G,q(P.g.1).1
— = qi(p,q,t)Jr(ij 4P )>— (9.4(p.4.1).)

opi dpi

1 aq ﬁ,q,l‘ " JL Zi?é’vt aC] ﬁ,C_]),t
5 ¢ )>—<Z (d,d:1) 34, ( >>
J

j=1 api

= aq] api

1 (p.dg - aL q?ﬁﬁ 8 _),_),t
— Qi(paQat)+Z<pj— (aq-- )> qJE)I;C] )
J i

=0

J

Fiir die physikalische Bahn ist natiirlich

L d
gi(P,qg.t) = Eqi(f),

und somit erhalten wir einen ersten Satz von n Differentialgleichungen erster Ordnung:

d  oH
E% - a—pl
Weiter ist
o _ (s, 0040\ @G0
9gi F= R 9gi
(& 94;(B.g0)\ OL(3:4.1) (& OL(4.4:t) 94, (P,G,1)
(J;p] g dgi Jg’l aq dq;
aL(ﬁ?‘?J) - aL((?’?E]’\?t) aq](ﬁ?é)?t)
9gi ,;1 P10y 9gi
-0
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OL(4.41)  doL(G.q1)  d

- o dt  og  arl”
Hierbei haben wir als Kurzschreibweise die Notation verwendet
oL (4,4,1) _ oL (§,q,1) oL (§,4,1) _ oL (4,4G,1)
% % isan % % isigan

In der letzten Zeile haben wir die Euler-Lagrange-Gleichungen

JL(§.g.t) _ dOL(4.q.)
g dt g
ausgenutzt. Somit erhalten wir einen zweiten Satz von n Differentialgleichungen erster Ordnung:
d  JH
dt pi aql‘ ’

Fassen wir zusammen: Aus der Hamilton-Funktion folgen (2n) Differentialgleichungen erster
Ordnung, die durch

d  OH
EQi = a—p,"

d oH
EP:‘ = —a—(]i

gegeben sind. Diese sind zu den n Euler-Lagrange-Gleichungen zweiter Ordnung dquivalent
und stellen die Bewegungsgleichungen des Systems im Hamilton-Formalismus dar. Man be-
zeichnet die obigen (2n) Differentialgleichungen erster Ordnung als die kanonischen Hamilton-
Gleichungen oder auch kurz einfach als Hamilton-Gleichungen.

Bemerkung: Man beachte das Minuszeichen im zweiten Satz der Hamilton-Gleichungen p; =

—9H /3g;.

Betrachten wir ein Beispiel: Die Lagrange-Funktion des harmonischen Oszillators in einer Di-
mension lautet

, |
L(q,q) = quz—imwzq2~

Der kanonische Impuls ergibt sich zu

oL )
P = F-=mgq
dq
und somit lautet die Hamilton-Funktion
2
p 1
H(q,p) = m + 5’71032612~



Aus dieser Hamilton-Funktion folgen die Bewegungsgleichungen

d  oH p
al = op m
d OH )

Dies ist ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen erster Ordnung, dal mit den Stan-
dardmethoden gelost werden kann.

Die Hamilton-Formulierung der Mechanik ist besonders dann vorteilhaft, wenn alle Variablen
gi zyklisch sind, d.h. die Lagrange-Funktion L hingt nur von den Geschwindigkeiten  und der
Zeit t ab, aber nicht von den Ortskoordinaten 4. In diesem Fall wissen wir bereits, daf3 dann die
konjugierten Impulse p; erhalten sind, d.h.

4
P

In diesem Fall reduzieren sich daher die Bewegungsgleichungen auf einen Satz von n Differen-
tialgleichungen erster Ordnung. Im Hamilton-Formalismus sind diese Gleichungen durch

d oH

E%’—a—pi

gegeben.

Bemerkung: Die Hamilton-Gleichungen lassen sich auch aus einem Variationsprinzip ableiten,
indem wir die Funktion

F(@:ﬁ?c_}aﬁal‘) - ﬁa_H(§7ﬁ7t>

betrachten, und fordern daf} die Variation

fiir Bahnen mit

verschwindet.

Die Funktion F hingt nicht von p ab, wir haben diese Variablen nur wegen der Symmetrie be-
ziglich der Variablen ¢ und p mithinzugeschrieben.

Es wird nicht gefordert, da3 87 (7,) = 8P (t,) = 0 gelten soll. Wir werden sehen, daf die Hamilton-
Gleichungen ohne diese Forderung hergeleitet werden konnen. Der technische Grund hierfiir
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liegt in der Tatsache, dall wir beziiglich den Variablen p nicht partiell integrieren miissen. Im
Rahmen der Variationsrechnung betrachten wir Bahnen zwischen dem Anfangspunkt g(z,) = ¢,
und dem Endpunkt g(z,) = gp. Die Randbedingungen g, und g, definieren bereits (2n) Integra-
tionskonstanten, so daf fiir p(z,) und j(1,) keine Wahlfreiheit mehr besteht.

Wir berechnen nun die Variation der obigen GroBe. Es ist

8 oF

afmF@mmmamamd==ﬁﬁf( 8l’laqf”‘”)

i=1

a

Ip
& oF oF d oF
= dt |=—8qi+ -8 i_<__.)8i}
,;ta/ g op P \drag; ) ™

Iy _
- oF d oF oF
=y fa —_—f-m+—64
,;ta/ _(aCIi dta%‘) 7 Ipi P

Da die Variationen d¢; und dp; unabhingig sind, folgt dal3

oF d oF _ 0
aq,’ dt aq, o ’
und
oF
— =0
api
gelten muB. Nun ist aber wegen F = j- § — H(4,p,t)
oF d oF B oH d .
dg; dtdq; N dq; dtpl’
oF L oH
api 7 api'
Somit erhélt man die Hamilton-Gleichungen
d o oH d o oH
dl‘ql a api, dtpl a a(]i.

4.5 Kanonische Transformationen

Wir haben im Abschnitt iiber den Lagrange-Formalismus bereits allgemeine Koordinatentrans-
formationen kennengelernt. Starten wir von einem Satz Koordinaten ¢ mit der dazugehorigen
Lagrange-Funktion L(g,q,t), so wird die Dynamik des Systems durch die Euler-Lagrange-Glei-
chungen

d oL  JL

e %=
dtaqi aq,-
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beschrieben.
Wir konnen allerdings auch andere Koordinaten g’ verwenden, die sich aus den alten Koordinaten
g durch eine allgemeine Koordinatentransformation

q; = q;(q.1)

ergeben. Eine allgemeine Koordinatentransformation wird auch als Punkttransformation be-
zeichnet. Die Lagrange-Funktion ausgedriickt in den neuen Koordinaten bezeichnen wir mit

=/ S

L'(¢§',q',t) und die Dynamik des Systems wird nun durch die Gleichungen

doL' oL 0
dr dg;  dq;

beschrieben. Die Tatsache, daf} die Bewegungsgleichungen in den gestrichenen und ungestriche-

nen GroBen identisch sind, bezeichnet man als Forminvarianz.

Bemerkung: Im allgemeinen sind L und L’ als Funktionen ihrer Argumente nicht identisch, d.h.

im allgemeinen ist L(X,X,1) # L' (¥,X,t).

Wir konnen nun den analogen Sachverhalt in der Hamilton-Formulierung betrachten. Der Aus-
gangspunkt ist nun ein physikalisches System, da3 durch eine Hamilton-Funktion H (g, p,t) be-
schrieben wird. Die Bewegungsgleichungen fiir dieses System in den Variablen ¢ und p lauten

d, oM d _ H

Wir bezeichnen eine Transformation

/

q; = CI; (§7ﬁ7t>7
pi = pi(@p.1),
als eine kanonische Transformation, falls die Bewegungsgleichungen in den neuen Variablen
durch
d , OH d , OoH

T AN

1

=/ =/

gegeben sind, wobei H'(¢', p’,t) die Hamilton-Funktion ausgedriickt in den neuen Variablen ist.
Wir bezeichnen eine Transformation also als kanonisch, falls unter ihr die Hamilton-Gleichungen
forminvariant sind.

Bemerkung 1: Es 148t sich zeigen, daf} jede Transformation der Form

. oL’
q;=q,(G,1), ngE

eine kanonische Transformation ist. Eine allgemeine Koordinatentransformation ist also immer
eine kanonische Transformation.
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Bemerkung 2: Die Menge der kanonischen Transformationen ist groer als die Menge der all-
gemeinen Koordinatentransformationen, die wir im Rahmen der Lagrange-Formulierung ken-
nengelernt haben. Dies liegt daran, dafl kanonische Transformationen von ¢, p und ¢ abhén-
gen konnen, die allgemeinen Koordinatentransformationen aber nur von ¢ und ¢ abhingen. Der
Hamilton-Formalismus, der die Groflen ¢ und p gleichberechtigt behandelt, erlaubt hier groere
Freiheiten.

Bemerkung 3: Wihrend im Lagrange-Formalismus jede eindeutige und umkehrbare Koordina-
tentransformation ¢} = ¢/(¢,t) automatisch die Euler-Lagrange-Gleichungen forminvariant li8t,
ist dies im Hamilton-Formalismus fiir beliebige Transformationen ¢: = ¢(q, p.t), p} = pi(4. p.t)
im allgemeinen nicht der Fall.

Unter welchen Voraussetzungen ist nun eine Transformation der Form
9;=4q:(q,p.t),  p;=p;i(G.p.1)

kanonisch ? Die Hamilton-Gleichungen in den urspriinglichen Variablen folgen aus dem Varia-
tionsprinzip

wobei fiir die Variation der Bahnen am Anfangs- und Endzeitpunkt
84 (ta) = 84 (1p) = 0

gilt. Die Variationen 8p (z,) und 8 (,) unterliegen keinen Einschrinkungen.

Ist die Transformation kanonisch, so gilt eine entsprechende Aussage natiirlich auch fiir die ge-
strichenen Grofen:

o
5 [ar -3 -1 (7.7.0)] = o.

ttl

wobei nun die Variation beziiglich Bahnen betrachtet wird, die
G (ta) =84 (1) =0

erfiillen. An dieser Stelle sei bemerkt, daB aus 8¢(7,) = 0 nicht notwendigerweise 84’ (z,) = 0
folgt, da die Transformation auch von den Impulsen p abhingt und im allgemeinen dp(z,) # 0
ist.

Wir wollen nun eine bestimmte Klasse von kanonischen Transformationen betrachten, die als
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Beriihrungstransformationen oder Kontakttransformationen bezeichnet werden. Innerhalb
dieser Klasse unterscheiden wir vier Fille.
Der erste Fall ist dadurch definiert, daB eine Funktion A (g, ¢, 1) exisitiert, so daB

7-d—-H(3.7.1)]—[P-4d—H(G.P1)] + A (4.4,1) = 0,

9’A
det| —— | # 0
9494
gelten soll. Die Funktion A; (¢,q’,t) wird als erzeugende Funktion der kanonischen Transfor-

mation bezeichnet. Die erzeugende Funktion definiert zunichst die Transformation. Um dies zu
sehen, formen wir die obige Gleichung um:

AL N (A N (A )
1Ka‘1i p,)q,+(aq§+p,-)q,-+ 3 +H—-H = 0.

Betrachten wir g und ¢’ als unabhingige GroBen, so ist diese Gleichung nur erfiillt, falls

wobel

-

1

aAl aA] / aAl !
- -:0, EE— .:O, —_— H—H:O
o P of, P o
gilt. In anderen Worten
M@ MGG
l aql Y 1 aq; Y
sowie
oA
H = H+2L
ot

Die Gleichungen p; = dA;/dg; und pi = —dA;/dq; legen die Transformation fest: Wegen

92A,
det (86],@6]}) #*

ist der erste Satz der Gleichungen nach ¢’ auflosbar:

q = 4(4.p.1).

Dies eingesetzt in den zweiten Satz der Gleichungen liefert die Transformation fiir p':

S

=/

= 7' (4,p.1).

118



Die so definierte Transformation ist kanonisch. Um dies zu sehen, bestimmen wir die Bewe-
gungsgleichungen in den gestrichenen Groen. Wir gehen vom Wirkungsprinzip in den unge-
strichenen Grofien aus:

Iy

Iy
= S/dt[ -4 —H' (7,7, )+%A1 (4.4',1)

oH' oH' d oA d 0\
_ / =50+ 584+ =84
= Z/‘” <P15qz+%51’z N S P gy +dt8’8q)

ttl

Nun ist allerdings

Jaditig, _ on
dt 9q; N

ttl

und

tp p tp
. d ‘ d
/ dt pidg; = / dt pi—-8¢; = pidail,) - / dt (E%) 8q;.
ta 14

Ia

Somit erhalten wir

Wegen

verschwinden die Randterme und wir haben

H' H'
/dt Kc]l ? )5p§— @—ﬁi )Sqﬁ]
i= l j

Die Koeffizienten von §p/ und 8¢} miissen unabhingig voneinander verschwinden und wir erhal-
ten

d, oH d, oH

a9 ahi T g

4 1
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Somit ist die Forminvarianz der Bewegungsgleichungen unter dieser Transformation gezeigt.

Wir wollen noch die drei weiteren Fille der Berithrungstransformationen betrachten. Der zweite
Fall ist dadurch definiert, daB eine Funktion A, (g, p',t) exisitiert, so daB

7 -1 (q.P1)] = [P-d—H@ P+ [-7-F+r (@7 1)] = 0,

wobel

gelten soll. Die generierende Funktion A, hingt hierbei von den urspriinglichen Ortskoordinaten

¢ und den neuen Impulskoordinaten p’ ab. Es ist nun
V- . T oA BA oA
~q-F+m@@p)] = —¢d-7-q- ’+Z ( 2+ 5 ’) 2

Tat)

E[ ot

Die Terme proportional zu §' - 7’ heben sich weg. Durch Vergleich der Koeffizienten von ¢, Pl
und 1 findet man nun

oA, , IAp
Di = 5 4= 57>
dq; o/
sowie
oA
H = H+=22
ot

Der dritte Fall ist dadurch definiert, daB eine Funktion A3 (p, ¢ ,7) exisitiert, so daB

7 -d—H(7,5.t)]—[p-d—H (@G pP1)] +

0%*A3
det | ——— 0
(3191861 ,) ?
gelten soll. Hier hingt die generierende Funktion A3 von den alten Impulsen p und den neuen
Ortskoordinaten ¢’ ab. Man beachte das Vorzeichen des Terms % (¢ - p). Hier findet man

G- P+As(5.d.1)] = 0,

wobei

A , 0
ql - apz I pl - aqi I

sowie



Zu guter Letzt betrachten wir noch den vierten Fall, der durch die Bedingung

d

[ﬁ/'c_}/_H/ (6/7ﬁ/7t)} - [ﬁa_H(§7ﬁ7t>} + E [6ﬁ_§/ ﬁ/+A4 (ﬁaﬁ/J)} =0
definiert ist, wobei
9’A
det ) £ 0
dpiop’;
gelten soll. In diesem Fall hat man
M M
1 apl 9 1 ap; 9
sowie
d
H = H+ ﬂ.
ot

Betrachten wir nun ein Beispiel fiir eine kanonische Transformation. Wir betrachten den harmo-
nischen Oszillator in einer Dimension. Die Hamilton-Funktion dieses Systems lautet
2
p- L5,
H(q,p) = 5—+;mo<q.
2m 2

Wir betrachten eine kanonische Transformation des ersten Typs, die durch die Funktion

1
Ai(g.q) = Fmoq’cotq
erzeugt wird. Es ist
0A| p
p = —— =mM®qgcotyg,
dq
, oA 1 w0 1
= — = -—mog ——.
p aq/ 2 q Sinzq/

Losen wir diese Gleichungen nach ¢ und p auf, so finden wir

2p" .,
= ——sing/,
m@ d

p = /2mwp cosq .

Allgemein gilt fiir eine kanonische Transformation des ersten Typs die Beziehung
!/ / / a /
H' (q.,p'.t) = H(q,p1)+ M (9,4',1)
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zwischen den Hamilton-Funktionen H’ und H. Im konkreten Fall hiingt A; nicht von der Zeit ab
und die partielle Ableitung nach der Zeit verschwindet. Somit ergibt sich

2 /
H'(q.,p')=H(q,p)=H (\/ % sing/, 2m0;)p’cosq’> = op’cos’q +wp'sin’ ¢ = op'.
m

Die Variable ¢ ist zyklisch. Die Bewegungsgleichungen lauten
d d

— :0), —_— =
dr? di’

Die Losung dieser Gleichungen ist gegeben durch
q(t)=ot+qy, p'(t)=po.

Transformiert man nun wieder zuriick auf die urspriinglichen Variablen ¢ und p, so findet man
die tibliche Form der Losung des harmonischen Oszillators. Wir haben gesehen, daf3 durch eine
geschickte Wahl einer kanonischen Transformation die Losung der Differentialgleichungen ver-
einfacht werden kann.

Wir betrachten noch ein Beispiel, in dem die erzeugende Funktion explizit von der Zeit ¢ abhéngt.
Im System S betrachten wir ein Teilchen, daB sich kriftefrei bewegt. Die Hamilton-Funktion lau-
tet

2
p
H ) = —.
(¢,p,1) .
Die Hamilton-Gleichungen lauten dann

. V4 .

g=—, p=0.
m

Diese Differentialgleichungen lassen sich ohne Schwierigkeiten 16sen (aus p = 0 folgt sofort,
daB p konstant ist; setzt man dies in die erste Differentialgleichung ein, so folgt daB ¢(z) eine
lineare Funktion von ¢ ist) und wir erhalten

Po
qU)=;5V+m» p(t) = po,

wobei gg und pg zwei Integrationskonstanten sind. Dies beschreibt natiirlich — wie erwartet —
eine geradlinige Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit. Wir betrachten nun eine kanonische
Transformation, die durch

Ai(gq.q.t) = qre?

erzeugt wird. Es gilt




Wir konnen diese Gleichungen nach ¢’ und p’ auflésen und finden

/

P
g =m=, p'=—qp.

t

Umgekehrt konnen wir natiirlich auch nach ¢ und p auflosen und erhalten

/

/
g=——e?, p=tel.

t
Mit Hilfe der Formeln fiir ¢’ und p’ kénnen wir die Bahnkurve ¢(7) = pot/m+ qo, p(t) = po ins

System S’ umrechnen und erhalten
2

Po P
n P (t) = =2t — poqo.
m

Da die Transformation kanonisch ist, sollten wir diese Bahnkurve auch erhalten, falls wir voll-
stindig im System S’ rechnen. Dies wollen wir nun iiberpriifen. Die Hamilton-Funktion im Sy-

stem S ist gegeben durch
H/ — H —_ = — 4q = — q _
+ o  2m tae 2m t’

also

Aus dieser Hamilton-Funktion folgen die Bewegungsgleichungen

. 1 . t 24
§=—- p=——=e1.
t m

Wir verifizieren nun, dass ¢'(t) = In(po/t), p'(t) = —pjt/m — pogo Losungen dieser Differenti-

algleichungen sind. Es ist

d , d . po 1

_ t — Y

dtQ( ) dt n t t’

d d [ pj P

— t = — |——1f— = —

dtp ( ) dt [ m Poqo m

Andererseits ist aber auch
o _ (@)2 _ %

m m \ t m

und somit ist verifiziert, daB ¢’(¢) und p’(z) Losungen der Hamilton-Gleichungen im System S’

sind.
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Die vier verschiedenen Typen einer Beriihrungstransformation gehen durch Legendre-Transfor-
mationen auseinander hervor. Wir gehen von einer Beriihrungstransformation des ersten Typs
aus, die durch die generierende Funktion A (¢, ,t) erzeugt wird. Wir wollen weiter annehmen,

daf
9*Ai
det| —=— | #
(8612861}
Fithren wir nun eine Legendre-Transformation der Funktion —A1(q,q’,t) beziiglich der Varia-
blen g’ durch, so erhalten wir eine Funktion

A2 (§7ﬁ/7t) - ﬁ/ 'gl (67ﬁ/7t) +A1 (675/ (67ﬁ/7t) 7t) )
wobei ¢ (¢, P, t) aus

;M

9’ A,
det | =— 0,
) (8%19’,-) 7

so generiert die Funktion A, (¢, 7, ¢) eine Beriihrungstranformation des zweiten Typs.

bestimmt wird. Gilt nun

Ebenso erhalten wir eine Berithrungstransformation des dritten Typs, indem wir eine Legendre-
Transformation der Funktion A(g,q ,¢) beziiglich der Variablen g durchfiihren. Das Ergebnis
nennen wir —A3(p,q ,t):

_A3 (ﬁ7§/7t) - P'a(P76/J)—A1 (6(ﬁ7§/7t)7Q7t)7
wobei g; (P, ¢ ,t) aus

oA
a‘]i

0%*A;
det [ —— 0,
) <apiq’j> 7

so generiert die Funktion A3 (7,4 ,¢) eine Beriihrungstranformation des dritten Typs.

pi =

bestimmt wird. Gilt

Kombinieren wir die Legendre-Transformationen beziiglich der Variablen ¢ und ¢, so erhalten
wir aus A1 (q,q',t) eine Funktion A4 (P, P',t), welche eine Beriihrungstransformation des vierten
Typs erzeugt.
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Im folgenden wollen wir annehmen, dal} alle auftretenden impliziten Gleichungen immer 16s-
bar sind, d.h. das alle relevanten Determinanten nicht verschwinden. Betrachten wir nochmal
eine Beriihrungstransformation des ersten Typs. Aus

A, oA
Pi= 5> Pi= =7
g ' oq;

folgt durch Ableiten der ersten Gleichung nach q}- und der zweiten Gleichung nach ¢;:

apl’ 82A1 a_p; . 82A1

a7,  0q9q;"  dq;  0q;9q)

Wir nehmen an, daB die Funktion A; zweimal stetig differenzierbar ist. Somit vertauschen die
zweiten Ableitungen und wir finden

Wi _

o,  dqi

Aus der Betrachtung einer Beriihrungstranformation des zweiten Typs finden wir analog

dpi a‘i}
aplj ~ 9gi’

und aus der Betrachtung einer Berithrungstranformation des dritten Typs finden wir

dgi P
aCI} ~ opi

Die Betrachtung einer Beriihrungstransformation des vierten Typs liefert

dgi o _ai;'
o, o

Wir werden diese vier Beziehungen spiter bei der Diskussion der symplektischen Struktur des
Phasenraums benétigen.

Wir stellen noch die Beziehung zwischen kanonischen Transformationen und Beriihrungs-
transformationen heraus: Die Beriihrungstransformationen sind eine Teilmenge der kanonischen
Transformationen. Wir hatten fiir ein System mit den Bewegungsgleichungen

d oH d oH

Eqi:apf Epi:—a—qi-

eine Transformation
q; = 4;(4,p.t), P = pi(q.p1)
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als kanonisch bezeichnet, falls die Bewegungsgleichungen in den neuen Variablen durch

Ay oH 4, W

a9y ahi T Ty

1 1

gegeben sind. Auch wissen wir bereits, da3 aus
5 / dt[p-g—H(G,p.t)] = 0

die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen folgen. Beriihrungstransformationen sind Transfor-
mationen, fiir die eine erzeugende Funktion A existiert, so daf}

74 ~H @50~ [F-G-H @]+ SA = 0.

Somit gilt

b b
0 = a/dt[ﬁ.z;_H(a,ﬁ,z)} :S/dt[ﬁ'-é’—H’(élﬁ’ )+5A

ta ta
= S/dt _’/ _’/ (ﬁlaﬁlat)}7
Ia

und somit folgen aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen im System S die Hamilton-
schen Bewegungsgleichungen im System §’. Dies zeigt, daB jede Beriihrungstransformation eine
kanonische Transformation ist. Die Menge der kanonischen Transformationen ist aber grof3er
als die Menge der Beriihrungstransformationen. Betrachten wir den Fall, daf} eine Konstante
A ¢ {0, 1} existiert, so daB}

[p’-q'—H'(q',p',t)}—k[p-q—H(q,p,t)]JrEA =

Fiir A # 1 ist dies keine Beriihrungstransformation, aber eine kanonische Transformation. Die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen im System S’ folgen wieder aus

b b
0 = S/dt[ﬁ-c?—H@,ﬁ,r)} = 8/dt [%(ﬁ’-c?’—H’(F/,ﬁ’J))Jr%A

ta la
= 7\,8/dt - —H'(§.,p.1)].

Transformationen mit A = 0 und A ¢ {0, 1} bezeichnet man als Skalentransformationen.
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4.6 Die Poisson-Klammern

Die Hamilton-Funktion H (g, p,t) ist eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten ¢, der
verallgemeinerten Impulse p und der Zeit r. Wir wollen nun ganz allgemein Funktionen

A(q,p,t)

betrachten, die von diesen Variablen ¢, p und ¢ abhidngen. Setzen wir in diese Funktion die
physikalischen Losungen () und p(¢) ein, so ist

A(t) = A(q(t),p),1)

eine Observable oder MeBgroBe der klassischen Mechanik. Betrachten wir nun zwei Funktionen
A(q,p,t) und B(q, p,t). Wir definieren die Poisson-Klammer dieser Funktionen wie folgt:

(4B} - i(BAaB aAaB).

i=1

dqidp;  Op;9gi

Die Poisson-Klammer ist wieder eine Funktion von ¢, p und ¢.

Wir betrachten nun die zeitliche Ableitung der Funktion A(q, p,t). Es ist

d . B " 0A 0A 0A
EA(%p?t) - ;(a—qi%-i-a—mpz)—i—g
| p(2m )
= \dgidp; 9pidg; ot
0A
= {A7H}+a_t7

wobei wir im zweiten Schritt die Hamilton-Gleichungen ¢; = dH /dp; und p; = —dH /dgq; ver-
wendet haben. Ist A eine ErhaltungsgroBe, d.h gilt

d
—A =0
dt ’
so ist dies gleichbedeutend mit

0A
{AH}+5- = 0

Hiéngt desweitern A nicht explizit von der Zeit ¢ ab, so vereinfacht sich diese Gleichung zu
{A,H} = 0.

Wir haben also den folgenden Sachverhalt: Hingt A nicht explizit von der Zeit ¢ ab, und ver-
schwindet die Poisson-Klammer von A mit der Hamilton-Funktion H, so folgt dal A eine Erhal-
tungsgrofe ist. Anstelle des Ausdruckes “Erhaltungsgrofe” verwendet man auch die Bezeich-
nung Integral der Bewegung.
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Wir betrachten noch einige Eigenschaften der Poisson-Klammern. Die Poisson-Klammer ist an-
tisymmetrisch:

{A,B} = —{B,A}.
Sie ist weiterhin bilinear:

{c1A1+c2A27B} = Cl{Al,B}—f—CZ{AZ,B},
{A,ClBl-i-Csz} = C]{A,Bl}-I-CQ{A,Bz}.

Ausserdem gilt die Jacobi-Identitét:
{A{B,C}} +{B.{C,A}} +{C,{A,B}} = O

Die Jacobi-Identitit 148t sich einfach durch Nachrechnen beweisen.

Wir betrachten nun einige Spezialfille: Die Poisson-Klammer der Koordinatenfunktionen ver-
schwindet

{QHQJ} = 07
da

- | 99i 9q;  9qi 9q;
g} = Y |24 2igdi)
{aia;) kg’l Oqx Opix 9Pk 9qy

Ebenso verschwindet die Poisson-Klammer der Impulsfunktionen:

- | 9pi dpj _ 9pi Ip;

ooy = Y| SH PP
1 T T
=0 =0

Fiir die Poisson-Klammer zwischen der Koordinatenfunktion ¢; und der Impulsfunktion p; fin-
den wir allerdings

L | 9qidp; g Ip; - 09 0pj v
wpi} = Pi LIy SR Y 58 =5
=0 =0

Wir fassen zusammen:
{gi.q;} =0, {pipj} =0, {aip;} =23
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Bemerkung: Die Funktionen A(g, p,¢) und die Poisson-Klammern haben einen engen Bezug zur
Quantenmechanik. In der Quantenmechanik ersetzt man die Funktionen A(g, p,t) durch Opera-
toren A und die Poisson-Klammer {A,B} durch das 1/(ih)-fache des Kommutators [A, B] der
Operatoren A und B. In der Quantenmechanik hat man daher die Kommutationsrelationen

[thqA]] :07 [ﬁl?p/\j} :Oa [él?ﬁj} :lhsl]

Wir betrachten noch das Verhalten der Poisson-Klammern unter Berithrungstransformationen.
Sei

q;=q;(G.p.t), pi=pi(dp.1),

eine Beriihrungstransformation, die zum Beispiel durch die generierende Funktion A; (4,4’ ,1)
erzeugt wird. Fiir diese Beriihrungstransformation gilt:

_ aAl (Eiﬁ/at) I _ _aAl (@:é’/at)
dgi ' ’ dq;

Wir betrachten nun die Variablen g und j als unabhéngig und die GroBen ¢’ (¢, p,¢) und p' (4, p, 1)
als abhéngig. Durch Ableiten der ersten Gleichung nach g; finden wir

A1(G.d 1) & 0%A1(4,d 1) g,
0 — 1(4,4 )+Z 1(617 ) 9%
dqi0q = 9q9idq, dq;

. . " . aq! ..
Diese Gleichung konnen wir nach Wq{ auflosen und finden
J

azAl (67 @V, t)

aq/ < —1 azAl (67 q/7t>
R e UL e

a(]j a(]ka‘ﬁ

Leiten wir dagegen die erste Gleichung nach p; ab, so finden wir

5 _ iazmwcr)a_qz
Y k=1 aCIiaCI;c apj ,

also

aq; _ —1
o (M)

Leiten wir weiter die zweite Gleichung nach g; und p; ab, so finden wir

ap; _ O*A(G,7.1) & OPAL(G.4,1)9q,
ﬁj - 94,9 _k 1 99,0q) Ej’
o 9*A1 (4,7 ,1) 9g;
ovj kz 9qj9q;,  Ip;’
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Betrachten wir nun die Poisson-Klammern der Variablen ¢’ und p’ beziiglich g und p. Es ist

. < a_qﬁ% _ 9q; 8_61;
45} ; (a‘]k opr 9Pk a(]k
_ M L (g1 -1 1 1
- ; ; { Ji aCIlaC]k (M) ot (M) (M) BCIIBCIJ
_ N (gl 1 1
= L[ ()= () () ) 55 -

Ebenso findet man nach einer etwas ldngeren Rechnung

ap’ J
iy = X (—a”l - o —”f) -0,
" 1 op’, 7 op’;
(o) — Z(%ﬁ_%ﬁ%&j_

Mit Hilfe dieser Relationen

{a:,d;} =0, {pip}} =0, {q;,p} =38

148t sich nun zeigen, daB die Poisson-Klammer {A, B} zweier Funktionen A(q, p,t) und B(q, p,t)
invariant unter den Beriithrungstransformationen ist, d.h.

o I !
{ABY;; = {AB}, 5.
Hierbei setzen wir
A/ (q/7ﬁ/7t) = A (q (C_i/?ﬁ/?t) 7ﬁ(§l7ﬁ/7t) 7t) .
Umgekehrt gilt natiirlich auch
A(G.p,t) = A (Gp.1),P (G P.1).1).

Analoge Beziehungen gelten fiir die Funktionen B und B’. Somit ist
{A, B} =
B z”: 0A 0B JA OB )

k=1 aqk apk apk aCIk

(
_ Z (3 '(q,7,1)08'(q,p',t) 9A'(¢,p't) 0B (q, P, t))

dqk opx opx dqk
(20, 2w ont (a_B'ai&+aB' ap,>

9q; 9qx  9p;dqx) \ 9q’; dpx ~ Ip’; dpk
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(s oy (o, oo
dq} Opx  Op;dpx ) \ 04 dqr ~ Ap'; dqx

(04’ 3B' ., oA’ OB' ., oA’ B . , oA’ OB’ . ,
a—q;%{(ﬂﬁ(]j}g]ﬁ—i_a—q;ﬂ{(Jhpj};hﬁ—i_a—p;w/j{piaqj}aﬁ—f—a—p;a{pi?pj}qﬁ

I
1=

N
Il
—_
.
Il
—

I
1=

N
Il
—_

-
Il

[0A' OB’ . A’ OB’
L | 3q ap’ ij o, (—Sij)]
_ ¥ (31 B o a_B'>
=\ 94; op;  9p}dq
= {A B}, 5.
Somit folgt die Aussage, da} die Poisson-Klammern unter Beriihrungstransformationen invariant

sind.

4.7 Der Phasenraum und der Satz von Liouville

Als Phasenraum eines physikalischen Systems mit n Freiheitsgraden bezeichnet man den Raum
der Dimension (2n) der durch die Punkte

(q17"'7Qn7p17"'7pn>

gegeben ist. Wir wollen im folgenden einen Punkt des Phasenraums durch die Notation

Fo= (FlyeeesFnyPntdseos720) = (Qls s qny Ply ooy Pr)

bezeichnen. Wir fithren weiter die (2n) x (2n)-Matrix J ein, die durch

- ()

definiert ist. Offensichtlich ist

J-J = —1onxn
und

J =g =—J.
Mit Hilfe der Matrix J lassen sich die Hamilton-Gleichungen kompakt wie folgt aufschreiben:

d oH

Tj

2n
Eri = j:ZlJij a—
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Wir betrachten nochmal die Beriihrungstransformationen und definieren die (2n) x (2n) Matrizen
M und M~ wie folgt

94 94 dg. g}

aq; Ip; 1 dq; Ip;

— J J — J J
M=\ o ap M= 1 ol ol
Bq/j aplj dg 5 ap i

M und M~ sind die Jacobi-Matrizen der Hin- und Riicktransformation. Daher sind sie auch
zueinander invers, d.h.

~1
MM = 1oyx@2n)-
Nun wissen wir aber, daB fiir eine Beriihrungstransformation zusitzlich die Relationen
dpi 94  dqi 94
ap, dqi’  9dp’  Ipi’

opi _ o  9gi _ 9P
9,  9d¢;" 9q; Ipi

gelten. Wir haben also

gn; _% gp; _% T
-1 _ P; D; - 4 q
M Cop, aq | = | _da  og
aq; aq: aP; 3‘1}
Nun ist aber auch
9q;  9gi 9pi  _9pi
—JM-J = — 01 aq’j ap;» 01 . ap9 aqfi
- -1 0 9pi  Ipi 10 ) | %% 94 |°
dq’;  Ip]; ;A

und somit

Somit folgt aus M~ - M =1
M JgM = I

Wir konnen diese Gleichung wie folgt interpretieren: Die Jacobi-Matrix einer Berithrungstrans-
formation 148t die Matrix J invariant. Es 148t sich zeigen, daB die Menge aller (2n) x (2n)-
Matrizen M, die MT - J- M = J erfiillen, eine Gruppe bilden, die man als reelle symplektische
Gruppe Sp(n,R) bezeichnet. Weiter 146t sich zeigen, daB fiir M € Sp(n,R) stets

detM = 1
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gilt!.

Wir betrachten nun im Phasenraum Losungen 7 (¢) der Hamilton-Gleichungen

d & OH
a = lig
J_
zu den Anfangesbedingungen
?(t()) = 7.

Um die Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen deutlich zu machen, schreiben wir 7 (¢, %o, 7).
Man bezeichnet eine solche Losung auch als Fluss im Phasenraum. Wir konnen nun die Frage
stellen, wie dndert sich der Wert 7(¢), falls wir die Anfangsbedingungen 7y zur Zeit #y dndern ?
Wir betrachten die Ableitungen

d
M;; = —ri(t,t0,7), 1<i,j<2n.
8r07j

Dies definiert eine (2n) x (2n)-Matrix M. Es gilt die folgende Aussage:
M € Sp(n,R).

Dies ist der Satz von Liouville. Wir beweisen diesen Satz wie folgt: Fiir r = ¢ ist

Twri(to,tofo) = Tonx(n)

und die Aussage ist klarerweise erfiillt, da die Einheitsmatrix in der Gruppe Sp(n,R) enthalten
ist. Da 7 (t, o, 7p) eine Losung der Hamilton-Gleichungen ist, gilt

d 21 oH (?(I,to,?o) ,l‘)
—ri(t,ty, 7)) = 2 J; .
dtl’( 0 1’0) k:1 lk ark

'Aus MT - J-M = J folgt unmittelbar (detM)? detJ = detJ und somit detM = +1. Um zu zeigen, daB detM = 1
gilt, kann man auf die Eigenschaften des Pfaffians einer anti-symmetrischen Matrix A = —A” zuriickgreifen. Fiir
eine anti-symmetrische (2n) x (2n)-Matrix A = ist der Pfaffian rekursiv durch

2n .
Pf(A) = Y (1)) A;;Pf(A[L,)])
j=2

definiert, wobei A[1, j] diejenige (2n—2) x (2n — 2)-Matrix bezeichnet, die man aus A durch streichen der 1-ten und
Jj-ten Zeile und Spalte erhilt. Fiir eine 0 x 0-Matrix setzt man Pf(A) = 1. Fiir den Pfaffian gilt

detA = (Pf(A))?,
Pf(B"AB) = det(B)-Pf(A),

wobei B eine beliebige (2n) x (2n)-Matrix ist. Da J eine anti-symmetrische Matrix ist, gilt
Pf(J) = Pf(M"-J-M) = det(M)-Pf(J),
und es folgt detM = 1.
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Differenzieren wir nun nach ry ;, so erhalten wir

2120 92H (#(t,10,70) ,1) Ory (1,10, 7o)

iari(t7t07r0 ZZJk

dt  9r dryor; dro,j

Mit der Notation

o ari(t,t(),?()) _ azH(?,t)
Y 8r07j ’ K arkarl

konnen wir diese Gleichung auch kompakt in Matrixschreibweise angeben:

d
—M = J-R-M.
dt

Betrachten wir nun

d, - d \" . d

—(MTJM) = (=M) T M+M"-J- =M

dt( ) <dt ) + (dt )
= MU.RU.JT. g - M+MT-J.-J-R-M.

M"-(RT—R)-M=0,

da RT =R ist. Also folgt M T'. J-M = const, und da wir schon wissen, da zum Zeipunkt t = 1y
M die Einheitsmatrix ist, gilt

MUgMm = .

Dies zeigt, dal M eine symplektische Matrix ist. Wir haben damit die lokale Form des Satzes
von Liouville bewiesen.
Bemerkung: Insbesondere gilt

detM — det<w):1.
8r07j

Der Satz von Liouville wird auch oft in integraler Form angegeben. In der integralen Form wird
die physikalische Implikation des Satzes von Liouville besonders deutlich. Hierzu betrachten
wir zur Zeit ¢y ein Gebiet U von Anfangskonfigurationen im Phasenraum. Diese Gebiet hat im
Phasenraum das Volumen

vol(U) = / d'ro,.

U

Wir betrachten nun die Evolution dieser Anfangswerte bis zum Zeitpunkt . Zum Zeitpunkt # geht
der Anfangswert 7y € U tiber in den Punkt 7 (¢, 19, 7). Die Menge aller ¥(t, 9, 79), 7o € U definiert
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wieder ein Gebiet, da3 wir mit V bezeichnen wollen. Die Losungen der Hamilton-Gleichungen
definieren also eine Abbildung U — V. Fiir das Volumen von V gilt

or; (1,1, 7
vol(V) = /dznr: /dznro det (%) = /dznro:vol(U).
v U L

=1

In anderen Worten: Das Phasenraumvolumen einer Menge von Phasenraumpunkten ist unter der
Evolution beziiglich der Hamilton-Gleichungen zeitlich konstant. Dies ist die integrale Form des
Satzes von Liouville.

4.8 Die Hamilton-Jacobische Theorie*

Wir haben bereits im Rahmen der Diskussion der kanonischen Transformationen anhand des
Beispiels des harmonischen Oszillators gesehen, dal} eine geschickt gewihlte kanonische Trans-
formation die Hamilton-Fukntion und die Bewegungsgleichungen vereinfachen kann. Im Falle
des harmonischen Oszillators sind wir von der Hamilton-Funktion

2

p 1 22
H = —+-mw
(¢,p) 5t ameq
ausgegangen und haben die kanonische Transformation
/ moq
g = arctan ,
p
1 p?
I ~mo 2 +
= "M T e

betrachtet. Dies fiithrte auf die neue und einfache Hamilton-Funktion

/

H (¢,p)) = op.

Wir wollen nun diesen Sachverhalt systematischer untersuchen und stellen die Frage, unter wel-
chen Bedingungen eine kanonische Transformation eine Hamilton-Funktion H (¢, p) in die tri-
viale Hamilton-Funktion

H (7.0) = 0

tiberfiihrt. Wir beschrinken uns auf Beriihrungstransformationen des zweiten Typs. Gesucht ist
also eine generierende Funktion X (g, 7, 7), so daB H' = 0 gilt. Aus H' = 0 folgt sofort, daB alle
neuen Variablen Konstanten der Bewegung sind:

-/ =/

q(t)=4q, Pt)="P
Fiir eine Beriihrungstransformation des zweiten Typs gilt

) o))

H =H+—, =
+ al pl aql
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Somit erhalten wir

ox
H(G,VX,t)+= = 0.
(4. VaZ.t) + o
Dies ist eine partielle Differentialgleichung in den (n+ 1) Variablen ¢ und ¢ fiir die unbekann-
te Funktion X (g, 7/,t). Die n Variablen p’ konnen wir hierbei wegen p'(¢) = pj, als Parameter
betrachten. Diese partielle Differentialgleichung wird als die Hamilton-Jacobische Differenti-
algleichung bezeichnet.

Bemerkung: Mit dieser Vorgehensweise haben wir im allgemeinen das Problem nicht verein-
facht, sondern nur verschoben. Die Hamilton-Gleichungen, die aus H' = 0 folgen, sind nun
zwar trivial, allerdings muf} zundchst um auf diese Form zu kommen, die generierende Funkti-
on X(g,p,t) durch Losen der partiellen Hamilton-Jacobi-Gleichung bestimmt werden. Partielle
Differentialgleichungen sind im allgemeinen schwieriger zu 16sen als gewohnliche Differential-
gleichungen, daher fiihrt diese Methode im allgemeinen nicht zu einer Vereinfachung. In spezi-
ellen Fillen kann dieses Verfahren aber durchaus hilfreich sein.

Wir bemerken noch, daf} sich die Hamilton-Jacobi-Gleichung vereinfacht, falls H nicht expli-
zit von der Zeit abhéngt. In diesem Fall konnen wir

X (C_i?ﬁ/?t) =W (q7ﬁ/) —Et
setzen und die Hamilton-Jacobi-Gleichung reduziert sich auf
H(3,VzW) = E.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung fiir die Funktion W (g, ) in den n Variablen g. Die
n Variablen p’ konnen wieder als Parameter betrachtet werden. Die Funktion W (¢, p') wird auch
als verkiirzte Wirkungsfunktion bezeichnet.

4.9 Das Routhsche Verfahren*

Wir wollen noch ein weiteres Verfahren betrachten. Wir haben bereits gesehen, dall die Hamil-
tonsche Formulierung der Mechanik gegeniiber der Lagrangeschen Formulierung einen Vorteil
hat, falls alle Ortskoordinaten zyklisch sind. In diesem Fall sind die n kanonischen Impulse p;
Erhaltungsgroen und die Losung des Problems reduziert sich auf das Losen der n Differential-
gleichungen erster Ordnung

. _ 9oH
= api'

Man erhélt die Hamilton-Funktion wie immer durch eine Legendre-Transformation der Lagrange-
Funktion:

H(q.p,t) = P-4(p.4.t)—L(q.4(P,d.1).1),
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wobei g (7, 4,t) aus
o oL
b= g
bestimmt wird. Nun tritt allerdings ausgesprochen selten der Fall auf, daf} alle Ortsvariablen
zyklisch sind. Ublicherweise sind einige — aber nicht alle — Ortsvariablen zyklisch. Betrachten
wir also den Fall, dall k der n Variablen zyklisch sind. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

konnen wir annehmen, daf3 dies die ersten k Variablen sind. Wir betrachten also ein System, daf}
durch eine Lagrange-Funktion

L(Qk—Ha---7Qn7QI7---an7Qk+la---7Qn7t>

beschrieben wird. In diesem Fall liegt es nahe, nur eine Legendre-Transformation beziiglich der
Variablen ¢, ..., ¢; zu betrachten. Fiir eine beliebige Lagrange-Funktion

L(C]b~'7Qk7Qk+17~~~7Qn7417~~~74k7Qk+1,m,q'mt)y

in der die ersten k Variablen nicht notwendigerweise zyklisch sein miissen, definieren wir die
Legendre-Transformierte beziiglich der Variablen ¢y, ..., gi:

k
R(Qla"'7qn7p17"'7pk7Qk+17"'7qn7t> - <Zplql> _L(ql7"'7qn7q’17"'7q‘k7q‘k+17"'7qn7t>7
i=1
wobei ¢; fiir 1 <i <k aus
o oL
b= dq;

bestimmt wird. Die Funktion R wird als Routhsche Funktion bezeichnet. Aus dieser Funktion
folgen die Bewegungsgleichungen

d OR
g = — 1<i<k
dth api’ _l_7
d oR
Zp o= —— . 1<i<k
dlpl aqia _l_7
d O0R OR
- =0 k+1)<j<n.
dlaq'j aq]' ’ (+ >_]_n

Fiir die ersten k Variablen haben wir also Differentialgleichungen vom Typ der Hamilton-Gleichungen,
wihrend wir fiir die restlichen (n — k) Variablen Differentialgleichungen vom Typ der Euler-
Lagrange-Gleichungen finden.

Bemerkung: Das Routhsche Verfahren ist besonders dann vorteilhaft, falls die ersten k Varia-
blen zyklisch sind. Die k konjugierten Impulse p; sind dann konstant, d.h.

d
- Pi = 07 1 S S k7
ar’ ’
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und die Losung des Problems reduziert sich auf die Gleichungen

d oR
—; = — 1<i<k
del apiv _l_ 9
d OR OR
I k+1)<j<n.
dlaq'j aq]' ’ (+ )_J_n

Dies ist ein System von k Differentialgleichungen erster Ordnung und (n — k) Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung. Zur Losung sind daher noch k+2(n — k) = 2n — k Integrationen durch-
zufiihren.
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5 Anwendungen

5.1 Der starre Korper

Bisher haben wir uns in der Mechanik immer mit idealisierten Massenpunkten beschéftigt. Wir
wollen nun auch ausgedehnte Korper betrachten. Das einfachste Modell eines ausgedehnten Kor-
pers ist das eines starren Korpers. Hierbei wird angenommen, daf}3 der Korper nicht deformier-
bar ist. Es treten daher unter dieser Annahme insbesondere keine inneren Schwingungen auf.

Wir konnen uns einen starren Korper durch n Punktteilchen der Massen m;, 1 < i < n aufgebaut
vorstellen, eventuell mit elektrischen Ladungen ¢;. Wir sind an den Eigenschaften des starren
Korpers fiir groBes n interessiert. Wir werden daher im folgenden immer n > 3 voraussetzen,
dies schlieBt einige degenerierte Spezialfille fiir n = 1 oder n = 2 aus. Da der Korper starr sein
soll, fordern wir, daf die relativen Abstinde der Massenpunkte konstant sind, d.h.

‘ — —

x,-—xj‘ = const, 1<i,j<n.

Fiir n = 2 legt dies genau eine Zwangsbedingung fest, fiir n» = 3 sind es drei Zwangsbedingungen,
fiir n > 3 kommen fiir jedes weitere Teilchen drei weitere Zwangsbedingungen hinzu. Wir haben
also fiir n > 3 immer

3n—6

Zwangsbedingungen. Wir haben also ein physikalisches System mit (3n) Koordinaten und (3n —
6) Zwangsbedingungen. Somit hat der starre Korper

(3n)—(3n—6) = 6

Freiheitsgrade. Wir konnen den starren Korper daher durch sechs verallgemeinerte Koordinaten
beschreiben. Es bietet sich an, hierfiir die drei Schwerpunktskoordinaten

. 1 & . n
X = Mizzlmixi, M:izzlmi,

und drei Winkelkoordinaten, die die Orientierung des starren Korpers im Raum beschreiben, zu
verwenden. Wir konnen die Koordinaten eines jeden Massenpunktes durch

=

%) = X(0)+R()- (%(0)-X(0))

angeben. Hierbei ist R(¢) eine 3 x 3-Matrix aus der Gruppe SO(3). Die Matrix R(t) beschreibt
die Drehung bzw. Orientierung des starren Korpers im Raum. Fiir jede SO(3)-Matrix gilt

RT=R7!',  detR=1.
Wir konnen die Drehmatrix R durch drei Euler-Winkel parametrisieren:

R = A (a)-B:(B)-C.(v),
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cosa.  sino 0 1 0 0 cosy siny O
A;(a)=| —sina cosaa O |,Bi(B)=1| O cosB sinf |,C.(y)=| —siny cosy O
0 0 1 0 —sinf cosP 0 0 1

Die drei Euler-Winkel o,  und y vervollstdndigen den Satz der verallgemeinerten Koordinaten.
Wir fassen zusammen: Die sechs Freiheitsgrade eines starren Korpers konnen durch die drei
Schwerpunktskoordinaten X, X, und X3, sowie durch die drei Euler-Winkel o,  und y beschrie-
ben werden.

Wir verwenden nun die Notation
£ = %(0)-X(0).

Der Vektor E(i) beschreibt also die Differenz des Ortsvektors des i-ten Massenpunktes zum Orts-
vektor des Schwerpunkts zur Zeit t = 0.
Fiir die Geschwindigkeit des i-ten Massenpunktes gilt:

5(1) = X()+R0)- (%(0)-%(0))
= X(t)+R(t)-EW.
Da R eine orthogonale Matrix ist, folgt aus
RIR =1
durch Ableiten
RT-R+RT-R = 0,
und somit

R"-R = —R"-R=—(R"-R)".

(RT - R) ist also eine antisymmetrische Matrix. Wir betrachten nun die gesamte kinetische Energie

T =

3
Fy

I
D= 1D
| = DN =

)
3
<L
+
=
gl

—

3 (i>>T.<§+R.g<z’>)

- 1 - L o 12 - nT . S onT . . o
2 T T T
= 5MX +§. lml.X .R.F’(l)_i_ilz_lmig(l) ‘R .X_,__Z mig(l) ‘R -R-F,(’).

1

Nun ist allerdings

Zmi;?T.R.g(i) — xT.g. (Zmig(i)> —XT.R.
i=1 i=1




Ebenso findet man

Somit reduziert sich die kinetische Energie auf

1 —'»2 1 1 2T . L2 1 = 1 n >, T . oo
T — _—MX21_- EOT RT . REWD — X242 @ RT . R.RT.R.EW
2 +2§ml& S 2 +2i_zlml§ £
1 5, 1 n o 2\ 2
— SMX%y - ~<R R- @) .

Nun wissen wir aber schon, daf3 (RT -R) antisymmetrisch ist. Daher gibt es Grolen ®;, ®; und
3, so dafl

o 0 —3 (0)) 20 2
(RT R) .g(l) = W3 0 —o é =X g
- 0

wobei wir @ = (01,0,,03)7 gesetzt haben. Die GroBen (®;,®;,®3) werden als Winkelge-
schwindigkeiten bezeichnet. Aufgrund der Identitit

- N\ 2
_ a’zbz—<a’~b>

— _»2
X b

erhalten wir fiir die kinetische Energie

1 2 1 & L0 2(i)2 Loz 2
T = 5MX2+§§mi<w2F’() —(m-ﬁ()) )

Wir definieren nun den Trigheitstensor eines starren Korpers durch

ka( S,J—él( )éﬁk)).

Der Trégheitstensor ist ein Tensor zweiter Stufe und 146t sich durch eine 3 x 3-Matrix angeben.
Mit Hilfe des Tréagheitstensors 146t sich die kinetische Energie nun wie folgt schreiben:
r = ‘uyletie
2 2 ‘
Der zweite Term beschreibt die Rotationsenergie. Die gesamte kinetische Energie 148t sich also
als die Summe der kinetischen Energie der Schwerpunktsbewegung und der Rotationsenergie
schreiben.
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Aus der Definition des Triagheitstensor ist unmittelbar ersichtlich, daf3 der Tensor symmetrische
ist:

Nun besagt ein Satz aus der linearen Algebra, daf3 eine reelle symmetrische Matrix immer durch
eine orthogonale Matrix auf Diagonalform gebracht werden kann, d.h. man findet O € SO(3,R)
so daf

M 000
o'.1.0 = 0 A% O
0 0 A3

Die Eigenwerte A, A, und A3 werden auch als Haupttriagheitsmomente bezeichnet. Die Rota-
tionsmatrix beschreibt nichts anderes als eine Rotation des Koordinatensystems zum Zeitpunkt
t = 0. Wihlt man nun das Koordinatensystem so, dal der Trigheitstensor Diagonalgestalt hat, so
sind die Haupttrigheitsmomente gegeben durch

n 2 2 n 2 2 n 2 2
M=) m (&gk) + &gk) ) ;A=) my <F,§") + F,ﬁ") ) ;A=) my (&gk) + &gk) ) .
k=1 k=1 k=1

Dies zeigt, daB3 die Haupttrigheitsmomente immer grof3er gleich Null.

Bemerkung: Die obigen drei Formeln gelten nur in dem Koordinatensystem, in dem der Trig-
heitstensor diagonal ist. Man findet dieses Koordinatensystem (und die Haupttrigheitsmomente)
durch Aufstellen des Tragheitstensors in einem beliebigen Koordinatensystem und der anschlies-
senden Diagonalisierung.

Beziiglich der Haupttrigheitsmomente kann man nun die folgenden drei Fille unterscheiden:

o Alle Eigenwerte sind paarweise verschieden. Man spricht hier auch von einem unsymme-
trischen Kreisel.

e Zwei Eigenwerte sind gleich, wihrend der dritte Eigenwert hiervon verschieden ist. In
diesem Fall spricht man von einem symmetrischen Kreisel.

e Alle drei Eigenwerte sind gleich. Dieser Fall wird auch als Kugelkreisel bezeichnet.
Bemerkung: Es wird nur gefordert, daB A; = A, = A3 gilt. Hieraus folgt im allgemeinen
nicht, daB} der starre Korper Kugelgestalt hat.

Betrachten wir nun den Gesamtdrehimpuls des starren Korpers. Es ist
Z = Zmifi ij = Zmi <)?+RE(Z)> X <)?-|—RE(Z)>
i=1 i=1
= MX x)?ﬁ—Zm,- [f( X (R-EU)) + <R~E(i)> x X + (R-E(i)) X (R-E(")ﬂ
i=1
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. n o Lo
i=1
Die mittleren Terme verschwinden wieder wegen

Y mE®d = o.
i=1

Betrachten wir nun eine Relation der Form & = @ x b und transformieren wir diese Relation mit
einer Matrix RT € SO(3,R), so lautet die transformierte Relation R’ ¢ = (RT @) x (RTb). Auflosen

nach ¢ liefert die Identitit
ixb = R-|(R"-a@)x (R"-B)].

Somit erhalten wir

;mi (R.gm) v (R.gm) _

=
E
=
VN
=
Pﬂ
=
ol
=
X
N
=
~N
=
ol
~

N
I
—_

I
1=
3
=
ol
X
e
el
X
ol
=
| IS

N
I
—_

Aufgrund der Identitit

ergibt sich
Y m (R.§<z>> % (R.§<z>> = Y mR- (gm & — &) (gm (73)) —R-I-B
i=1 i=1

Somit erhalten wir fiir den Gesamtdrehimpuls

I = MXxX+R-1-&.

Der Gesamtdrehimpuls setzt sich also zusammen aus einem Bahndrehimpuls, der durch die
Schwerpunktsbewegung gegeben ist und einem Rotationsdrehimpuls, der durch den zweiten

Term beschrieben wird.

Wir bezeichnen mit K; die (duBere) Kraft, die auf den i-ten Massenpunkt wirkt. Somit ist das

gesamte Drehmoment, welches auf den starren Korper wirkt, gegeben durch



Der letzte Term 148 sich noch etwas umformen:

(R-E(”) ¥ K = ; (R-E(”) X <R-RT~f{,-) —R.

Somit lautet das Drehmoment also
— — L — L 2/ —
M= Xx YR )+R|YEx (RT-K)
i=1 i=1

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen des starren Korpers betrachten. Wir nehmen an, daf3
auf die Massenpunkte nur konservative Krifte wirken. Die Krifte konnen somit durch ein Po-
tential beschrieben werden. Da per Definition der Korper starr sein soll, &ndern sich die relativen
Abstinde zwischen den Massenpunkten nicht. Daher liefern in der Potentialfunktion Terme der
Form

L2 (k7K

1

1

V(|xi %))

nur konstante Beitrige und konnen daher ignoriert werden. Wire der Korper deformierbar, so
wiirden diese Terme innere Kréfte beschreiben. Es geniigt daher, sich fiir das Potential auf du3ere
Krifte zu beschridnken.

Als verallgemeinerte Koordinaten des starren Korpers wihlen wir die drei Schwerpunktskoor-
dinaten Xj, X, und Xg, sowie die drei Euler-Winkel o,  und vy, welche die Orientierung des

starren Korpers im Raum beschreiben. Die verallgemeinerten Geschwindigkeiten sind dann X,
&, B und . Die Lagrange-Funktion des starren Korpers lautet

L = T_VZEMX -I-EOJ IO)—V(X7(X7B7'Y>

Wir miissen allerdings noch die Winkelgeschwindigkeiten @ durch unsere verallgemeinerten Ko-
ordinaten und Geschwindigkeiten ausdriicken. Nun hatten wir allerdings die Gro3en ®;, ®, und
®3 definiert durch

0 —0W3
03 0 —1 = RT -R.
—0 0

Die Rotationsmatrix R war gegeben durch
R = A (a)-B(B)-C:(v),

wobei die einzelnen Drehmatrizen wie folgt definert wurden:

coso. sina 0O 1 0 0 cosy siny O
A;(a)=| —sina cosaa O |,Bi(B)=1| O cosP sinf |,C.(y)=| —siny cosy O
0 0 1 0 —sinf cosP 0 0 1
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Setzt man nun ein, so findet man

© = —asinBsiny+ PsinPcosy—jcosp,
0w = —(xcos'y—Bsin’y,
o = —7.

Die Winkelgeschwindigkeiten ®;, @, und @3 hingen also von den verallgemeinerten Geschwin-
digkeiten &, 3 und y ab, aber auch von den verallgemeinerten Koordinaten o, § und .

Man findet nun als Bewegungsgleichungen sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Die
ersten drei beschreiben die Schwerpunktsbewegung:

V(X a,B,7)

ME: — 2
1

Fiir die verbleibenden drei Gleichungen findet man

d [ & 0w ; v 3 0w ;
— ol =2 = ——+ il =, €10, P,Y;-
i <i,jz=:1 T o9 > 9P i,jz;'l Tag ocleb

Diese drei Gleichungen lassen sich auf zwei verschiedene Arten eleganter schreiben. Die erste
Version ist bereits aus der Experimentalphysik bekannt und setzt die Anderung des Drehimpulses
in Beziehung zum Drehmoment:

d - —
—L = M.
dt

Eine zweite Form geht auf Euler zuriick und lautet
. n — . —
I-O+dx(I-0) = Y Ex (RT -K,-) .

Diese Gleichung wird als Euler-Gleichung bezeichnet.
Die Herleitung dieser beiden Formen der Bewegungsgleichung aus der Euler-Lagrange-Gleichung
ist etwas langwierig. Allerdings kann die Euler-Gleichung relativ leicht aus der Gleichung fiir
den Drehimpuls hergeleitet werden: Setzen wir in

L A

dt

die Ausdriicke fiir L und M ein, so erhilt man

,-; E(i) X <RT . 1?1-)

d — Y — n —
L IMx <X R-I-Co] — ¥x|YVE&|+R:
yr + (; ,>+
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Nun ist die Anderung des Bahndrehimpulses gleich dem ersten Term auf der rechten Seite, daher
gilt

d n—). —
Z((RI-®D = R. (i) T g
Z(R-1-®) = R [;g ><<R K) ,

bzw.

Die linke Seite 146t sich wie folgt vereinfachen

d — = 3 — = A — = — —
RT-Z(R-1-G) = R (R-I-m-l-R-I-oo) —[-O+RTRI-&. =1 &+0x(1-®).

Somit erhalten wir die Eulersche Gleichung.

Als ein Beispiel betrachten wir einen starren Korper, auf den keine dufleren Krifte einwirken.
Durch eine geschickte Wahl des Koordinatensystem konnen wir erreichen, daf§ der Trigheitsten-
sor Diagonalgestalt hat:

M 00
I = 0 A O
0 0 A3

Die Euler-Gleichung
[ ®+0x{I-®) = 0

vereinfacht sich zu den Gleichungen

MO = (A —2A3) 0w,
Moy = (A3—A) o s,
7L3(,03 = (7L1 — ?uz) 01 0s.

Fiir einen symmetrischen Kreisel gilt A; = A, und somit
w3 = 0,
und daher
w3(f) = const.

Das System reduziert sich daher auf

i 1 SN 0 1 1 o _7\41_)“30)
dt \ o R S B W )’ 0T Y
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Als Losung findet man
(1) = o sin(0pr +¢@p), () = ®; cos (ot + @) .

®; und @9 werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Die Winkelgeschwindigkeit des
kriftefreien symmetrischen Kreisels rotiert also mit @y um die Achse des Haupttragheitsmo-
ments A3.

Die Behandlung des starren Korpers, den wir bisher durch eine endliche Anzahl starr mitein-
ander verbundener Massepunkte beschrieben haben, 146 sich auch ohne groflere Probleme auf
eine kontinuierliche Massenverteilung verallgemeinern. Fiir die Gesamtmasse hat man in diesem
Fall

M = /d3xp(5c’),

wobei p(X) die Massendichte ist. Der Schwerpunkt ist gegeben durch
% = o [arp@r
= — xp (X)X
M p
Fiir den Trigheitstensor findet man
L= [dep0) (8, -88)).
wobei die Notation E = %(0) — X (0) verwendet wurde.

5.2 Kleine Schwingungen

Wir haben bei der Diskussion des starren Korpers angenommen, daf3 die relativen Abstédnde der
einzelnen Massenpunkte zueinander konstant sind. Diese Annahme hat die Anzahl der Freiheits-
grade fiir ein System mit n > 3 Massenpunkte auf sechs Freiheitsgrade reduziert. Anschaulich
entsprechen diese sechs Freiheitsgrade der Schwerpunktsbewegung und der Rotation des starren
Korpers.

Eine realistischere Beschreibung wiirde dagegen nicht die Annahme machen, daf} die relativen
Abstinde der einzelnen Massenpunkte zueinander konstant sind, sondern durch die etwas schwé-
chere Annahme ersetzen, daB die Anderungen der relativen Abstiinde klein sind gegeniiber den
Anderungen der oben erwihnten sechs verallgemeinerten Koordinaten. Wir wollen weiter anneh-
men, daB die Anderung der relativen Abstinde um eine Gleichgewichtslage herum stattfindet.
Auch in diesem Fall konnen wir die makroskopischen Eigenschaften der Schwerpunktsbewe-
gung und der Rotation wie beim starren Korper beschreiben. Hinzu kommen nun noch kleine
Schwingungen der relativen Abstinde. Diese wollen wir nun betrachten. Da wir die Bewegungs-
gleichungen fiir die Schwerpunkts- und Rotationsfreiheitsgrade schon behandelt haben, konzen-
trieren wir uns nur auf die Schwingungsfreiheitsgrade.
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Wir wollen ein konservatives System mit n Freiheitsgraden betrachten. Da das System konserva-
tiv ist, wird die potentielle Energie durch ein Potential

vV (4)

beschrieben. Wir wollen weiter annehmen, daf3 dieses Potential ein Minimum an der Stelle § = g
besitzt. Mathematisch ausgedriickt fordern wir

oV 0%V
—| =0 und ——— ist positiv definit.
g o dq9q G

Die kinetische Energie des Systems 14t sich allgemein als

n
Z C CIIC]J
1j=1

N =
1=

~.

schreiben, wobei C;j(§) = Cji(g) gilt.
Die Gleichgewichtslage ist durch
G(t)=do, G(t)=0

gegeben. Wir wollen nun kleine Auslenkungen von der Gleichgewichtslage betrachten. Zu die-
sem Zweck setzen wir

ni(t) = qi(t) —qi(0),  Mit) = 4i(r)
und entwickeln die kinetische Energie und die potentielle Energie in den kleinen GroBen 1 und
1 bis zur quadratischen Ordnung. Wir haben

T = Y Y Gji@Go)nm;+0o(mm?),

i=1j=1

NI*—‘

n

vV o= +%ZZ::

i=1

nm;+0(n’).

9494, |5,

In der Entwicklung der Potentialfunktion verschwindet der Term linear in 1§ wegen der Voraus-
setzung, dal an der Stelle § = go ein Minimum vorliegt. Den konstanten Term V(gp) in der
Entwicklung der Potentialfunktion kdénnen wir in der weiteren Betrachtung ignorieren. Setzen
wir

ERY%

L

)
Go

so konnen wir das System durch die Lagrange-Funktion

ln n
= EZZ nmm;— ZZVzﬂ]n]

i=1j=1 l 1j=
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beschreiben. Wir bemerken, daf3 7;; und V;; nicht von den Variablen 1 und ﬁ abhingen. T;; und
V;; definieren jeweils reelle symmetrische (n x n)-Matrizen. Aufgrund eines Satzes aus der linea-
ren Algebra folgt daher, daB3 sie jeweils reelle Eigenwerte haben. Wir wissen dariiber hinaus, daf3
Vij positiv definit ist. (V;; ist Hessesche Matrix am Punkte des Minimums.) Daher sind alle Ei-
genwerte von V;; positiv. Wir fordern nun weiter, dal auch die Matrix 7;; positiv definit ist. Dies
ist eine verniinftige Annahme. Wire T;; nicht positiv definit, so konnten wir eine Geschwindig-
keitskomponente immer weiter erhthen, ohne daf die kinetische Energie zunimmt. Ist 7;; positiv
definit, so hat auch 7;; nur positive Eigenwerte. Sind alle Eigenwerte positiv, so folgt sofort dal3
die Determinante ungleich Null ist und die Matrix daher invertierbar ist.

Fassen wir kurz zusammen: 7;; und V;; sind reelle symmetrische Matrizen, die positiv definit
sind. Insbesondere sind sie invertierbar.

Aus der Lagrange-Funktion folgen nun die Euler-Lagrange-Gleichungen:
n n

Y T+ Y vim; = 0.

j=1 j=1
Wir konnen diese Gleichungen auch in Matrizenschreibweise angeben:

T-N+V -1 =0.

Dies ist ein System von 7 linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten. Da T invertierbar ist, kann diese Gleichung auch wie folgt geschrieben werden:

n+A-q = 0, A=T"1.V.

Allerdings verliert man hier die Eigenschaft, dal man mit symmetrischen Matrizen arbeitet. Sind
B und C symmetrische und invertierbare Matrizen (B = B und CT = C), so kann zwar zeigen,
daf} auch die Inversen wieder symmetrisch sind, allerdings ist das Produkt im allgemeinen nicht
symmetrisch:

(B-C)" = cT.B"=C-B.
Wir sehen also, dall das Produkt nur dann symmetrisch ist, falls B und C kommutieren.
Daher wihlt man zur Losung der Bewegungsgleichungen iiblicherweise einen Weg, der immer

im Bereich der symmetrischen Matrizen bleibt. Wir gehen hierzu in drei Schritten vor: Ausge-
hend von der Lagrange-Funktion
1 s —

= Lar s lary
L = 21] T-n 21] V-n.

diagonalsieren wir im ersten Schritt die Matrix 7. Da T symmetrisch ist, ist die Transformati-
onsmatrix O orthogonal. Wir haben also

O] -T-01 = diag(ui,...).
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Setzen wir

so lautet unsere Lagrange-Funktion nun

1 — = 1 — —

En’T. (01T'T'01) A - in’T. (01T-V-01) A

Im zweiten Schritt reskalieren wir nun alle Variablen mit den Wurzeln der im ersten Schritt
bestimmten Eigenwerte:

L —

W= S, S = diag (Vi vl

Wir haben nun

1_',\ _ _ = 1—» _ — —
L — 51,]//T_(S 10{T01S 1)'n//_§n”T'(S 10{‘/015 1)_1,]//.
Nun ist allerdings
1 1 1 1
st.ol.1.0,-57! = diag (— ) -diag (uy, ..., up) - diag <— ) =1,
VHL O \/Hn VHL

und somit vereinfacht sich die Lagrange-Funktion zu

L — ﬁ//T_ﬁ//_ ﬁNT-(S_l-OlT-V-Ol-S_l)-ﬁ”.

N =
N =

Die Matrix
v = st.ol.v.o,-s7!

ist wieder symmetrisch und kann nun im dritten Schritt durch eine orthogonale Transformation
O, diagonalisiert werden:

0F V"0, = diag(of,..,0;).

Da V als positiv definit vorausgesetzt war, sind auch hier alle Eigenwerte positiv. Wir haben sie
daher als Quadrate reeller Zahlen ®; geschrieben. Wir setzen nun

—

& = 031,
und erhalten die Lagrange-Funktion

—

12+ = 1= .

L = =-E&r.g—_¢&f . diag (co%, ...,co%) -E.
2 2

Die Euler-Lagrange-Gleichungen dieser Lagrange-Funktion lauten

Ei+oi& =0, 1<i<n
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Dies sind n Gleichungen vom Typ eines harmonischen Oszillators. Sie sind nicht gekoppelt. Die
Losungen sind daher

() = &(0)sin(wit +¢;),

wobei &;(0) und ¢; durch die Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Die Koordinaten &; wer-
den auch als Normalkoordinaten bezeichnet. Die Kreisfrequenzen ®; bezeichnet man als Ei-
genfrequenzen.

Wir fassen zusammen: Kleine Auslenkungen von der Gleichgewichtslage fiihren zu Schwingun-
gen um die Gleichgewichtslage. Durch eine geeignete Wahl der n verallgemeinerten Koordinaten
konnen wir erreichen, dafl das System durch n entkoppelte Schwingungen beschrieben wird. Man
spricht von Eigenschwingungen, die zugehorigen Kreisfrequenzen werden als Eigenfrequenzen
bezeichnet.
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