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1 Einfithrung

1.1 Literatur

- F. Schwabl, Quantenmechanik, Springer, Berlin
- F. Scheck, Theoretische Physik 2: Nichtrelativistische Quantentheorie, Springer, Berlin

- L. Landau und E. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band III: Quantenmechanik,
Akademie Verlag, Berlin

- J.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley, Reading
- S. Gasiorowicz, Quantum Physics, John Wiley, New York
- J. Schwinger, Quantum Mechanics, Springer, Berlin

- H. Weyl, Gruppentheorie und Quantenmechanik, Wissenschaftliche Buchgemeinschaft, Darm-
stadt

- J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, Springer, Berlin

1.2 Historisches

Die Quantenmechanik wurde zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts entwickelt und kann zu
Recht als eine wissenschaftliche Revolution bezeichnet werden. Ende des neunzehnten Jahrhun-
derts bestand die Physik aus der Newtonschen Mechanik (Teilchen) und der Elektrodynamik
(Felder). 1874 wurde dem damals sechszehnjdhringen Max Planck von dem Miinchner Phy-
sikprofessor Philipp von Jolly von einem Physikstudium abgeraten, da “in dieser Wissenschaft
schon fast alles erforscht sei, und es gelte, nur noch einige unbedeutende Liicken zu schlie3en”.

Diese Einschitzung von von Jolly hat sich als falsch herausgestellt. Neben der Entwicklung
der speziellen Relativititstheorie (1905) und der allgemeinen Relativitétstheorie (1915) durch
Albert Einstein war es vor allem die Quantenmechanik, die das Weltbild der Physik grundlegend
verinderte.

Die Etablierung der Quantenmechanik ist auch ein Beispiel fiir einen wissenschaftlichen Pa-
radigmenwechsel. Der Begriff “Paradigma’” wurde von dem Wissenschaftstheoretiker Thomas S.
Kuhn in seinem Buch “Die Struktur wissenschaftlicher Revolutionen” eingefiihrt und bezeichnet
eine vorwiegende Lehrmeinung. Demnach ist wissenschaftlicher Fortschritt kein kontinuierlich
ablaufender Prozess, sondern verlauft im Wechsel von “normalen” und ‘“revolutiondren” Peri-
oden. Fakten, die nicht mit dem herrschenden Paradigma im Einklang stehen, werden wihrend
einer ‘“normalen” Periode zunéchst als Anomalie betrachtet. Erst wenn sich Anomalien akkumu-
lieren, kommt es zu einer “revolutionédren” Periode und zu einem Paradigmenwechsel.



Widerspriiche in der klassischen Physik

1900 M. Planck Hohlraumstrahlung
1905 A. Einstein Photoelektrischer Effekt
1913 N. Bohr Atommodell

1922 A. Compton Compton-Effekt

1924 L. de Broglie Materiewellen

Revolutionire Phase: Die Geburt der Quantenmechanik
1925 W. Heisenberg, M. Born, Matrizenmechanik

P. Jordan
1925 E. Schrodinger Wellenmechanik (Schrodinger-Gleichung)
1927 W. Heisenberg Unschirferelation
1927 N. Bohr, W. Heisenberg  Kopenhagener Interpretation
1927 P. Dirac relativistische Quantenmechanik

Etablierung der Quantenmechanik als neues Paradigma
1928 H. Weyl “Gruppentheorie und Quantenmechanik”
1932 J. von Neumann “Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik”

Heutzutage ist die Quantenmechanik aus der modernen Physik nicht mehr wegzudenken. Die
Quantenmechanik ist relevant fiir die Physik der Atomhiille (und damit auch fiir die Chemie), fiir
die Physik der kondensierten Materie sowie der Kern- und Teilchenphysik.

Im Rahmen dieser Vorlesung beschiftigen wir uns mit der nicht-relativistischen Quantenmecha-
nik eines Teilchens. Nicht behandelt werden in dieser Vorlesung die relativistische Beschreibung
eines Teilchens im Rahmen der Quantenmechanik, noch Theorien, die die Erzeugung bzw. Ver-
nichtung von Teilchen zulassen. Diese durchaus wichtigen Aspekte sind spiteren Vorlesungen
vorbehalten.

nichtrelativistisch relativistisch
Quantentheorie Schrodinger-Gleichung | Klein-Gordon-Gleichung
eines Teilchens Dirac-Gleichung
Quantentheorie mit nichtrelativistische relativistische
Erzeugung bzw. Vernichtung | Quantenfeldtheorie Quantenfeldtheorie

1.3 Widerspriiche in der klassischen Physik

Die Hohlraumstrahlung

Ein schwarzer Korper ist in der Physik ein idealisierter Korper, der elektromagnetische Strah-
lung jeder Frequenz vollstindig absorbiert. Befindet sich ein schwarzer Korper im thermischen
Gleichgewicht mit der Umgebung, so gibt er die absorbierte Energie durch Strahlung wieder ab.
Ein schwarzer Korper kann durch einen Hohlraum mit Wénden, die auf der Temperatur 7' ge-
halten werden, realisiert werden. Man interessiert sich fiir die Abhédngigkeit der Strahlung des
schwarzen Korpers (auch Hohlraumstrahlung genannt) von der Temperatur 7" und der (Kreis-)



Frequenz ®. Hierzu betrachtet man die Energiedichte pro Frequenzeinheit, die mit p bezeich-
net wird. Fiir kleine Frequenzen ® finden man im Rahmen der klassischen Elektrodynamik das
Rayleigh-Jeans-Gesetz:

2
(O]
p (OJ,T) — WkBT

Dies 148 sich wie folgt herleiten: Wir betrachten einen Hohlraum mit Volumen V = L3. Fiir
stehende Wellen gilt in diesem Hohlraum

. - T
E;(X) ~ sinkyx;, k= I (n1,n2,n3), n;eN.
Weiter gilt fiir elektromagnetische Wellen die Dispersionsrelation
k

o = ck, k=

Wir konnen nun leicht die Anzahl der Moden pro Frequenzeinheit dN /d® berechnen. Dies ist
ein Achtel mal das Volumen der Kugelschale im k-Raum mit Dicke dk geteilt durch das Volumen
eines Punktes. Das Volumen eines Punktes ist t3 /L% und wir erhalten

dN | 4nk*dk  LPw?

do 8(%)361(0:275%3'

Wir kénnen jede Mode als einen Oszillator betrachten. Im thermischen Gleichgewicht betrigt
die mittlere kinetische Energie eines Oszillators

1
~kpT
) B1,
ebenso die mittlere potentielle Energie. Eine Mode entspricht also der Energie kgT. Beriick-
sichtigen wir noch zwei Polarisationsrichtungen so findet man das oben erwihnte Gesetz von
Rayleigh-Jeans:

2kgT dN  ®*
¥ do 3"

p(,T)

Dieses Gesetz kann nicht allgemein giiltig sein, da die Energiedichte quadratisch mit der Fre-
quenz wichst. Die klassische Physik liefert also fiir groe Frequenzen kein verniinftiges Ergeb-
nis. Wien fand empirisch, dal fiir groBe Frequenzen gilt

p(0,T) = Aw’e 7,
mit zwei Konstanten A und g. Max Planck fand im Jahre 1900 das korrekte Strahlungsgesetz:

h e



Er fiihrte hierzu eine neue Konstante, das Plancksche Wirkungsquantum
h = 6.6262-10 s

ein. Oft wird auch die Grofe

h
27

verwendet. Bei der Herleitung des Strahlungsgesetzes nahm Planck an, dal der schwarze Korper
Strahlung nur in Vielfachen von A abgibt. Dies ist ein erster Hinweis auf eine Quantisierung in
der Physik.

Der photoelektrische Effekt

Der photoelektrische Effekt wurde 1887 von Heinrich Hertz entdeckt. Strahlt man Licht der Fre-
quenz ® auf eine Metalloberfliche, so beobachtet man, dal Elektronen mit einer maximalen
kinetischen Energie von

E= %mev2 = ho—W
emittiert werden, wobei W die Austrittarbeit des Metalls ist. Alber Einstein lieferte hierfiir 1905
eine Erkldrung: Licht besteht aus Photonen mit der Energie /. Ein im Metall gebundenes Elek-
tron kann nur dann von einem auftreffenden Photon herausgeschlagen werden, falls fiir dessen
Energie ho > W gilt.

Auch dies steht im Widerspruch zur klassischen Physik. Im Rahmen der klassischen Physik
wiirde man bei niederer Intensitit erwarten, daf3 Elektronenemission erst einsetzt nachdem hin-
reichend viel Energie iibertragen worden ist. Auch sollte es keine untere Grenze fiir die Frequenz
des Lichtes geben.

Die klassischen Vorhersagen decken sich allerdings nicht mit den experimentellen Ergeb-
nissen: Bei niederer Intensitidt beobachtet man ein sofortiges Einsetzen der Elektronenemission,
wenn auch in geringer Anzahl. Weiterhin beobachtet man, daf unterhalb der Frequenz W /h kei-
ne Elektronenemission auftritt.

Emissionsspektren
Die Emissionsspektren von Atomen lassen sich im Rahmen der klassischen Physik nicht ver-
niinftig erkldren. Das einfachste Atom ist hierbei das Wasserstoffatom. Geht man im Rahmen
der klassischen Physik davon aus, dafl beim Wasserstoffatom das Elektron den Atomkern plane-
tenartig umkreist, so erwartet man, daf} das Elektron Synchrotronstrahlung abstrahlt, dadurch an
Energie verliert und spiralformig in den Kern fallen wiirde.

Tatsdchlich findet man experimentell, da Atome stabil sind und Lichtemission nur mit be-
stimmten Frequenzen stattfindet. Fiir diese Frequenzen fand man experimentell, da3

1 1
ho = th<—2——), n,mée N

n m2



gilt. Hierbei ist R die Rydberg-Konstante und (icR) die Rydberg-Enerige. Es ist
1
heR = 5me(,loc2 —13.606 eV,

wobei o die Feinstrukturkonstante

&> B 1
dmeghic  137.036

bezeichnet.

Der Compton-Effekt

Einen weitereren Hinweis auf die Teilchennatur von elektromagnetischen Strahlen liefert der
Compton-Effekt. Hierbei treffen Rontgen-Strahlen auf Elektronen, die als frei und ruhend be-
handelt werden kénnen. Die Photonen werden gestreut und @ndern dabei ihre Wellenldnge. Der
Compton-Effekt 148t sich beschreiben, indem man Photonen als Teilchen betrachtet. Photonen
bewegen sich mit Lichtgeschwindigkeit, daher ist ihre (Ruhe-) Masse Null. Fiir Teilchen der
Masse Null reduziert sich die relativistische Energie-Impuls-Beziehung auf

E = cp.
Fiir ein Photon mit der Energie E = h® = hck gilt also
p = hk.

Der Viererimpuls eines Photons ist somit

o= (%,ﬁ)zh(kjé).

Wir betrachten nun die Streuung eines Photons mit Viererimpuls p} an einem ruhenden Elektron
mit Viererimpuls pg = (mec,()). Der Viererimpuls des gesteuten Photons sei mit p’; bezeichnet,
der des gestreuten Elektrons mit p’i. Der Streuwinkel des Photons wird mit 6 bezeichnet. Wir
haben die folgenden Situation:

pP3




Die Streuung findet in einer Ebene statt, die wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als x-y-
Ebene annehmen konnen. Wir haben also

P} = (hk,hk,0,0),  ph = (hk',hk'cos®,hksin®,0)
Pg = (mec,0,0,0), p‘Z = (\/ P'2+m3027ﬁ/) .

Es gilt die Viererimpulserhaltung:
Pitry = Pi+py
Losen wir nach p’j auf und nehmen dann auf beiden Seiten die Minkowski-Norm, so erhalten wir
pi = (pi+p2—p3).
Einsetzen liefert
mc® = (mec+hk—hk')* — (hk— Bk cos8)” — 2K sin® 6.
Durch Vereinfachung findet man

2mech (k—K) = 2h*kK (1—cos),

1 1 2h 1
——- = .= (1—cos9).
¥k T me 2 Tos®)
—_—
sin0/2
Nun ist £k = 27/A und somit
4mth
Vo = Eged
meC 2

Diese Gleichung beschreibt die Anderung der Wellenléinge in Abhingigkeit vom Streuwinkel 6.
Die Grofle

h
Ae = —=386-10""m
mc
wird als Compton-Wellenldnge bezeichnet.

Welleneigenschaften von Teilchen

Ebenso wie (elektromagnetische) Felder Teilcheneigenschaften zeigen, konnen auch Teilchen
Welleneigenschaften haben. Diese Idee wurde 1924 von Louis de Broglie postuliert, und 1928
experimentell verifiziert. Hierbei wurde nachgewiesen, daf3 Teilchen auch fiir Wellen typische
Interferenzerscheinungen zeigen. Heutzutage basiert das Elektronenmikroskop auf den Welle-
neigenschaften des Elektrons.



L. de Broglie ordnet einem Teilchen mit der Energie E und einem Impuls p die (Kreis-)
Frequenz

o — E
- h
und die Wellenldnge
2mh
o=
|7l
Zu.

2 Die Grundprinzipien der Quantenmechanik

Die im vorherigen Kapitel erwidhnten Phianomene lassen sich nicht im Rahmen der klassischen
Physik erkldren. Zur Erkldarung benotigen wir eine allgemeinere Theorie, die die klassische Phy-
sik im Grenzfall enthélt. (Wir werden spiter sehen, dafl dieser Grenzfall durch 7 — 0 gegeben
ist.) Es ist klar, da3 die gesuchte neue Theorie sich nicht deduktiv aus der klassischen Theorie
ableiten lat. (Wire dem so, so wiirden sich ja alle Phinomene schon im Rahmen der klassischen
Physik erkldren lassen.) Die neue Theorie wird die Quantenmechanik sein. Wir fithren daher die
Quantenmechanik in zwei Schritten ein: In diesem Kapitel verfolgen wir zunéchst einen heuri-
stischen Ansatz und fithren die wichtigsten Konzepte der Quantenmechanik ein. Dieser Zugang
entspricht der Arbeitsweise eines Physikers, der im Rahmen einer gegebenen Theorie und Phéa-
nomenen, die mit dieser Theorie unvertrdglich sind, auf eine neue Theorie schlieBen muf3.

In einem spiteren Kapitel wird ein formalerer Zugang gewihlt: Wir stellen dann zunéchst die
Axiome der Quantenmechanik auf, aus denen die Phinomene der Quantenmechanik abgeleitet
werden konnen. Dieser Zugang entspricht stirker der mathematischen Herangehensweise.

2.1 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsinterpretation

In dieser Vorlesung beschiftigen wir uns hauptsdchlich mit der nicht-relativistischen Quanten-
mechanik. Wir betrachten also Probleme, in denen die auftretenden Geschwindigkeiten v klein
gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ sind. Da Photonen sich mit Lichtgeschwindigkeit bewe-
gen, fallen sie nicht in diese Klasse. Unser Hauptaugenmerk wird daher auf Materieteilchen wie
z.B. Elektronen liegen, die sich mit nicht-relativistischen Geschwindigkeiten bewegen. Fiir diese
Teilchen gilt die nicht-relativistische Formel

p2

E =
2m

wobei E die (kinetische) Energie, p der Betrag des Impulses p und m die Masse des Teilchens
darstellt. Aufgrund der Ideen von L. de Broglie (und der spéteren experimentellen Bestitigung)

10



zeigen Materieteilchen auch Welleneigenschaften. Wir machen daher den Ansatz, ein Teilchen
durch eine Wellenfunktion

zu beschreiben. Gilt fiir diese Wellenfunktion das Superpositionsprinzip, so konnten wir Interfe-
renzexperimente fiir Materieteilchen erkldren. Ein Beispiel fiir ein solches Interferenzexperiment
wiren Elektronen, die auf eine Blende mit einem Doppelspalt treffen und auf einer dahinterlie-
genden Photoplatte Interferenzmuster zeigen. Die Argumentation fiir y(X,7) ist hierbei dhnlich
wie bei elektrischen Feldern E (¥,1) oder magnetischen Feldern B(X,). Bei elektromagnetischen
Feldern konnen wir jeden Spalt als Ausgangspunkt einer Kugelwelle betrachten. Hinter der Blen-
de addieren sich die Felder (dies ist das Superpositionsprinzip), also z.B.

E‘ (X’?t) = El ()?,t) +E‘2 ()_C:t)?
wobei E; und E; die Kugelwellen von Spalt 1 bzw. Spalt 2 beschreiben. Fiir die Intensitét gilt
E

2 2 L2 L
I~ ’E’ - +‘E2‘ —|—2Re(Eik~E2)

Der letzte Term ist verantwortlich fiir das Interferenzmuster.
Nun kann man das Doppelspaltexperiment mit einer niederen Intensitit an einfallenden Elek-
tronen durchfiihren. Dabei beobachtet man folgendes:

1. Jedes Elektron macht einen lokalisierten Einschlag, d.h. die Schwirzung der Photoplatte
ist nicht ausgeschmiert.

2. Das Interferenzbild ergibt sich durch das nacheinander folgende Auftreffen von Elektronen
an verschiedenen Orten.

Wir konnen annehmen, dall wir die Intensitét der einfallenden Elektronen so gering wihlen, so
daB der zeitliche Abstand zwischen dem Auftreffen der einzelnen Elektronen grof3 wird. Daher
konnen wir das Auftreffen eines jeden Elektrons als ein unabhéngiges Ereignis betrachten. Es
wird also jedes Elektron durch die gleiche Wellenfunktion beschrieben.

Weiter stellen wir fest, dal die Schwiérzung der Photoplatte proportional zu

y (%,1)]?

ist. Dies fiihrt zu der Schlussfolgerung, daf fiir jedes Elektron das Quadrat des Betrages der
Wellenfunktion |y(¥,7)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte angibt, das Elektron am Orte X zur
Zeit t anzutreffen. Wir fordern

[dx ol = 1,
dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, da3 die Wahrscheinlichkeit das Elektron zum Zeitpunkt

t irgendwo anzutreffen gleich Eins ist.
Wir halten fest:

11



e FEin physikalisches System wird im Rahmen der Quantenmechanik durch eine Wellenfunk-
tion Y(X,) beschrieben. (Im Rahmen einer axiomatischen Formulierung der Quantenme-
chanik werden wir spiter diese Aussage als erstes Axiom wiederfinden.)

e Beschreibt die Wellenfunktion y(X,7) ein physikalisches Teilchen, so gibt

Iy (%,1)]*

die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen zur Zeit + am Ort X zu finden. (Diese Aussage ist
ein Teil der Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik. Insbesondere haben wir mit
dieser Wahrscheinlichkeitsinterpretation die deterministische Physik aufgegeben.)

2.2 Die Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen

Eine Frage, die sich sofort aufdrangt: Angenommen wir kennen die Wellenfunktion y(X,0) zum
Zeitpunkt tp = 0, 148t sich dann eine Aussage iiber die Wellenfunktion y(X,¢) zu einem spéteren
Zeitpunkt ¢ > typ machen? Die Antwort auf diese Frage liefert die Schrodinger-Gleichung, die die
Zeitevolution der Wellenfunktion beschreibt.

Wir betrachten ein freies nicht-relativistisches Teilchen mit Impuls p und Masse m. Die kine-
tische Energie dieses Teilchens ist dann E = p? /(2m). Als Wellenfunktion fiir ein freies Teilchen
konnen wir eine ebene Welle annehmen:

v (]?, t) _ Cei(ic‘-)?fu)t) )
Hierbei ist aufgrund der de Broglie-Beziehungen

- 1 1
hP? )

so daB3 wir die Wellenfunktion auch als
y(@1) = Cet

schreiben konnen.
Bemerkung: Sowohl (7 - X) als auch (E - 7) haben die Einheit einer Wirkung.

Wir suchen eine Differentialgleichung, die die Evolution der Wellenfunktion y(X,) beziig-
lich der Zeit ¢ beschreibt. Wir fordern, daB8 die Losung durch die Anfangsbedingung y(X,0)
bestimmt ist. Daher kann die gesuchte Differentialgleichung nur von erster Ordnung in der Ab-
leitung nach der Zeit ¢ sein.

Fiir ein Teilchen mit dem (exakten] Impuls p sollen die ebenen Wellen Losungen sein. Wir
betrachten daher zunéchst die erste Zeitableitung der ebenen Wellen.

ih%\li(ic’,t) = ihc%e%@'f—’ff) — ECen P¥EN) — By (%,1).

12



Hier haben wir einen Vorfaktor (i%) auf der linken Seite eingefiigt, so daf3 auf der rechten Seite
nur die (kinetische) Energie und die Wellenfunktion steht. Nun ist aber fiir nicht-relativistische
Teilchen

Wir erhalten also
d h?

Dies ist die Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen. Setzen wir

2
H = —h—A:i Ev : Zv
2m 2m \ i I

so laBt sich die Schrodinger-Gleichung auch schreiben als

A

NP
lhg\p(x,t) = Hy((X1).

Diese Form hat dann auch im allgemeinen Fall Giiltigkeit, es @ndert sich nur die Definition des
Differentialoperators A auf der rechten Seite. Der Differentialoperator A wird als Hamiltonope-
rator des Systems bezeichnet.

Bemerkungen:

- Wie bereits erwihnt ist die Schrodinger-Gleichung von erster Ordnung in der Zeitableitung.
Die Wellenfunktion y(X,#) wird somit aus der Anfangsbedingung y(¥,0) bestimmt.

- Die Schrodinger-Gleichung ist linear und homogen in der Wellenfunktion. Es gilt daher
das Superpositionsprinzip. Falls y;(X,#) und y,(¥X,7) zwei Losungen der Schrodinger-
Gleichung sind, so ist auch

Vi (fvt) T2 ()?,l‘)
eine Losung der Schrodinger-Gleichung.

- Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung lautet

B2 — (mcz)2+czp2

rel

Entwickelt man diese Formel fiir v < ¢ so findet man

2 4 4

v v

Erel = mC2+p—+O(—4) :EO+E+O(_4)7
2m C C
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wobei E = mc? gesetzt wurde. Setzt man eine relativistische ebene Welle an,
Ve (£,1) = CehlPTEu),
so gilt im nicht-relativistischen Grenzfall der Zusammenhang

Egt

Ve (B,1) = e By (R.1).

Insbesondere gilt

‘Wrel (£7t)|2 = |W(£7t)|2 .

Im nicht-relativistischen Grenzfall unterscheiden sich ;. und y nur durch die Wahl des
Energienullpunktes. Wir werden im Weiteren vorwiegend im nicht-relativistischen Grenz-
fall arbeiten und die Ruheenergie E( dabei nicht weiter beriicksichtigen. Im nicht-relativis-
tischen Grenzfall konnen wir als Energie eines Teilchens die kinetische Energie p?/(2m)
betrachten.

Wir fassen zusammen:

e Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion ist durch die Schrodinger-Gleichung

oy = Ay

gegeben. (Auch diese Aussage werden wir spiter als ein Axiom der Quantenmechanik
wiederfinden.)

e Fiir ein freies Teilchen lautet der Hamiltonoperator

N K2
H = ——A.
2m

2.3 Erwartungswerte

Betrachten wir nochmals die Wellenfunktion eines freien Teilchens mit dem Impuls p, gegeben
durch die ebene Welle

yE) = celltio),

Nehmen wir weiter an, dal sich unser Teilchen in einer (grolen) Box mit dem Volumen V befin-
det. Aus

[dx ol =
\%4

14



folgt

/d3x P = |cPv=1.
\%

Daher gilt fiir den Normierungsfaktor C
eioc

N

wobei o eine nicht weiter relevante Phase ist. Fordern wir, da3 der Normierungsfaktor reell und
positiv sein soll, soist C =1/ \/V. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte gilt

Cc =

d.h. die Wahrscheinlichkeit das Teilchen an einem bestimmten Ort anzutreffen, ist fiir alle Orte
innerhalb der Box gleich groB3. In anderen Worten, das Teilchen ist nicht lokalisiert.

Zur Beschreibung lokalisierter Zustinde verwendet man Wellenpakete. Ein Wellenpaket ist
eine Superposition ebener Wellen zu verschiedenen Impulsen p und 146t sich schreiben als

v = [ (;’;,f>3¢<ﬁ>e’i‘(ﬁ”’f”).

Man spricht von einem Gaufischen Wellenpaket falls die Funktion ¢(p) von der Form

= \2

2,
o(p) = Ce—%(p—po)

ist, wobei C und d zwei Konstanten sind. Wir setzen voraus, das die Normierungskonstante C
eine reelle positive Zahl ist.

Zur Vereinfachung konnen wir zunéchst die Physik in nur einer Raumdimension betrachten.
In einer Raumdimension gilt fiir ein Gaul3sches Wellenpaket

7 dp %(P'ngfzo ,ﬁ( _ )2
e = [ S ome T g(p) e

Dieses Wellenpaket ist eine Losung der ein-dimensionalen Schrodinger-Gleichung

.0 h? 02
lhg\lf(x,t) = —%@W(x,t)

Eine niitzliche Formel in Zusammenhang mit GauB3schen Integralen ist

2
/dx ef(ax2+2bx+c> _ \/Eebt_lac‘
a

15



Diese Formel gilt fiir Re(a) > 0. Durch quadratische Ergénzung

b\ b
—(ax2—|—2bx+c) = —a(x-i——) + ac
a a

und anschlieBender Substitution x' = x + b/a fithrt man dieses Integral iiber in die bekanntere

Formel
2 T
/dxe @ = —.
a

Diese 1d6t sich durch folgenden Trick relativ leicht herleiten:

oo 2 o =3 o 21
/dx e = /dx /dy e—a(x* ) :/dr /dq) re= "

Fiir das Wellenpaket in einer Raumdimension konnen wir mit Hilfe dieser Formeln die Integra-
tion iiber p ausfiihren und erhalten

2
_ Sr=r)?, (p'xfgfmt)
W(‘x7t> - /2nh

J |:(h2+12mh> 2( pO—H )p—i—ﬁ}
~ 2mh / pe
o C T »2—ac
~ 2wV
wobei wir zur Abkiirzung
d? t d?po X d’p?
= — — b = — —— = —O
TR T TR

eingefiihrt haben. Es ist zu beachten, dafl die Groe a von der Zeit ¢ abhéngt, und die GroBie b
sowohl von der Zeit ¢ als auch vom Ort x abhéngt. Wir betrachten nun

Wnn? = (i)z z o5) o(5) _ (£)2|16%<b2a““).

2nh ) |al 2nh ) |al
Es ist
2 _ @t 2
5 Re <b ac) - (x 2
a 2d2<1+4d4 21‘2)

16



Weiter ist

d* K2
2 2

Wir konnen nun die Konstante C bestimmen:

(-8’

C TC 2(12 h [2
1 = /dx |\1U<X,t)‘2 = (ﬁ) m /dxe ( 4d4m2 )

2 2 2
_(ENE e (14 ) i
2nh ) |al 4d4m? d\/T

C = (Sncﬂﬁ :

Somit finden wir

Wir konnen das Wellenpaket somit schreiben als

. o
i = (sad)* [ %e—g—ap_m)zeﬁ(p.xgmt)

B (Sndz)% \/E P ac
= T2 Va© o

wobei die Groflen a, b und ¢ oben definiert wurden. Weiter ist

N I B
X, t = ———e 2w , d=d\|/1+-——t2
Dies ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, daf3 sich das Teilchen zum Zeitpunkt # am Orte x befindet.
Die Funktion d bestimmt die Breite des Wellenpakets und wichst fiir 7 > 0 mit der Zeit an. Das
Wellenpaket “zerflie3t” daher mit der Zeit.
Wir konnen nun den Erwartungswert fiir den Ort x bestimmen:

= [axxpyienl.

Dieses Integral 148t sich leicht durch folgenden Trick berechnen

/dxx|\uxt /dx x——t |\|l /dx|\uxt2

-~

0 1
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Der Erwartungswert des Ortes bewegt sich also mit der Geschwindigkeit v = po/m fort. Man
bezeichnet v auch als Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets. Es gilt

po  OE

m N ap P:PO.

Im Kontext von Wellenpaketen ist eine Unterscheidung von Gruppengeschwindigkeit und Pha-
sengeschwindigkeit notwendig. Die Phasengeschwindigkeit einer einzelnen ebenen Welle ist
definiert als die Geschwindigkeit konstanter Phase und fiir die ebene Welle exp(i(px — Et)/h)
gegeben durch

Vphase = =

Es ist zu beachten, daf} die Phasengeschwindigkeit von p abhéngt.
Wir konnen die Formel fiir den Erwartungswert des Ortes auch in leicht verdnderter Form
aufschreiben:

[ dx v xwen).

da |y|? = y* -y ist. In dieser Form gilt dies auch allgemeiner. Wir werden spiter Erwartungswer-
te von Operatoren O berechnen. (Wir sprechen von Operatoren, da diese auch Ableitungen ent-
halten diirfen.) Der Erwartungswert eines Operators ist in der Quantenmechanik gegeben durch

©) =[xy Owixn,

Wir werden diese Aussage als ein Axiom der Quantenmechanik wiederfinden.
Wir konnen nun zum Beispiel auch den Erwartungswert des Hamiltionoperators

2 2
g - o
2m ox?

fiir unser Wellenpaket berechnen. Hierzu betrachten wir zundchst den Hamiltonoperator ange-
wandt auf die Wellenfunktion. Fiihrt man die Ableitungen aus, so findet man

. h? 2 d* h
Hy(x,t) = — “ x2—4imx—2d2—4ﬂ—l—t Yy (x,1).
2 (2d2m + iht ) h hrm

Wir berechnen dann
/dxlpxt Ky (x,1) = /a’x{x——t +2@t _@2}|W(xt)|
m m?

18



Nun ist

und somit
7 2
o) = /dx (v=2o) ()P +2 220 () - 2572
— 21 & 2 Po2_Poo_ p2 24 Poo
- +4d4m2 ) 2" T Jr4a:2 LA
Somit
) = [ dx oyl By
FLZ 2 d4 2 A
S L {x2>—4im(x>—2d2—4#—i—t}
2(2d*m+iht) h h m
h2 hZ 2 d2 2 d4 2 ht
- - L { 2y 2t2+p—gt2—4iﬂt—2d2—4#—i—}
2(2d%*m +iht) 4d-m m hum h m
i,
2m  8d*m’

Neben dem Term p3/(2m) tritt noch ein zweiter Term /2 /(8d?m) auf. Dieser zweite Term ver-
schwindet zum einen im klassischen Grenzfall (7 — 0) und zum anderen im Limes d — oo.
Letzteres entspricht einer im Ortsraum delokalisierten Wellenfunktion, deren Impuls scharf um
den Wert p fokusiert ist.

Wir kénnen auch noch das Schwankungsquadrat des Ortes berechnen:

2
@0 = (= ()) = 0) — W2 =P+

Wir fassen zusammen: Erwartungswerte von Operatoren sind fiir eindimensionale Probleme in
der Quantenmechanik gegeben durch

©0) =[xy Owinn),

2.4 Observablen

Neben der Messung des Ortes eines Teilchens ist auch noch die Messung des Impuls (oder der
Geschwindigkeit) eines Teilchens interessant. Wir werden nun untersuchen, was im Rahmen der
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Quantenmechanik iiber den Impuls ausgesagt werden kann. Dies wird uns auf den Zusammen-
hang von Observablen und Operatoren fiihren.

Unser Startpunkt fiir die Entwicklung der Quantenmechanik war die Beschreibung eines Teil-
chens durch eine Wellenfunktion y(x,7). Da wir x als Variable gewihlt haben, bezeichnen wir
diese Beschreibung als Ortsraumdarstellung. Nun konnen wir auch beziiglich x eine Fourier-
transformation ausfithren und gelangen so zur Impulsraumdarstellung. Wir definieren die Fou-
riertransformierte ¢(p,t) der Wellenfunktion y(x,¢) als

o(p.t) = / dxy (x,1) e P,
Die Riicktransformation lautet
t) = — t)enPr,
v (x,1) /mep, )e

Die Faktoren von h ergeben sich, indem man zunéchst die Fouriertransformation von x nach k
betrachtet und anschlieBend k = p/h substituiert.

Fiir unser Wellenpaket
(ci) = (8na)’ 7 dp i (75
X = —e e
Vi 2nh

haben wir somit

Nun ist

_ d_p F(p—p)x
| = /dx v (1) _/d /mh 27th(b(p 1) 0 (p,t)et

o)

o h/m m (P0) 03 (p 1) = [ 55100

—o0

d |2 (p o)’
— _ _ 72
o)l = ,,.L\/;e z

als Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum zu interpretieren.

Daher liegt es nahe,
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Wir konnen somit fiir unser Wellenpaket den Erwartungswert fiir den Impuls bestimmen:

[e)

rd d T d
0 = [ plowal= [ 35 p-polonP+ro [ S5 l0.0F = po.

—00
J/ J/
-~ -~

0 1
Mittels einer kurzen Rechnung findet man auch
1 12
) = a2 T Pg-

Fiir das Schwankungsquadrat findet man

2
@ = (=)= )~ = 4

Betrachten wir nun das Produkt Ax Ap so erhalten wir

h h? h
AxAp = —\[14+——1% > —.
P o\ Taaet T 2
Die Ungleichung
h
AxAp > =
P=73

wird als Heisenbergsche Unschirferelation bezeichnet. Wir haben sie hier fiir den Spezialfall

eines GauB3schen Wellenpaketes hergeleitet.

Wir haben oben den Erwartungswert fiir den Impuls iiber den Umweg einer Fouriertransfor-
mation bestimmt. Es stellt sich die Frage, ob der Erwartungswert fiir den Impuls auch direkt
in der Ortsraumdarstellung bestimmt werden kann. Wir finden die korrekte Formel, indem wir

zunéchst von der Impulsdarstellung wieder zuriick in die Ortsdarstellung gehen:

(o)

d x [dp | x dpy .
(p) = /g’;wp,t) p¢(p,t)=/%_b /dX’llf(X’,t) enP’ p /dxllf(x,t)e nP

o)

= /oodx'/dxﬁ(x—x')\u(xl,l‘)* <?§—x\l’(xat))

(o)

_ _[o Ay (x,1)" (?%) w(x.1).
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Wir sehen, dal im Ortsraum der Impulsoperator durch

ha
i 0x

A

gegeben ist. Wir stellen fest, dal physikalischen Gréen in der Quantenmechanik Operatoren
zugeordnet sind. Auch diese Aussage werden wir spiter als ein Axiom der Quantenmechanik
wiederfinden.

Wir haben nun bereits drei Operatoren kennengelernt: Zum einen der Ortsoperator

der in der Ortsraumdarstellung durch einfache Multiplikation mit x gegeben ist, zum zweiten der
oben hergeleitete Impulsoperator

ho

iox’

der in der Ortsraumdarstellung eine Ableitung beinhaltet. Desweiteren kennen wir bereits fiir ein
freies Teilchen den Hamilton-Operator

g L (haN _ 1,
= m\iox) 2wt

den wir durch den Impulsoperator ausdriicken konnen. Wir erhalten somit auch Produkte von
Operatoren. Hierbel ist zu beachten, daf in Produkten die Operatoren im allgemeinen nicht mit-
einander kommutieren. Um dies zu sehen, wenden wir zunéchst den Ortsoperator £ und dann den
Impulsoperator p auf eine Wellenfunktion an. Die Produktregel liefert

. h o h o h
PRy (x,1) = 7&(”’(%0) :x7$\lf(x,f)+;\ll(x,f)

Wenden wir dagegen zuerst den Impulsoperator p und dann den Ortsoperator X an, so erhalten
wir

o ~ ha
)Cpllf(X,t) - xiaxllf(xvt)'

Wir sehen also, da3 wir unterschiedliche Ergebnisse erhalten. Wir definieren den Kommutator
zweier Operatoren als

A A A A A

[A,B] = AB-BA.
Fiir das obige Beispiel ergibt sich
£, 0w (x,1) = ihy(x,1),
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bzw.
[%,p] = ih.

Gilt fiir zwei Operatoren [A, B] =0, so sagt man, daB diese Operatoren miteinander kommutieren.
In diesem Fall (und nur in diesem Fall) darf man die beiden Operatoren vertauschen:

AB = BA, falls [A,B]=0.
Klarerweise kommutiert jeder Operator mit sich selbst, d.h.

[A,A] = o.

Fiir die Orts- und Impulsoperatoren finden wir also die Vertauschungsrelationen

Wiederholen wir die Herleitung in der Impulsraumdarstellung, so finden wir, daB8 in der Impuls-
raumdarstellung der Orts- und der Impulsoperator durch

ha
iop’

A

gegeben sind. Es 146t sich leicht nachpriifen, daB auch in der Impulsraumdarstellung die obigen
Vertauschungsrelationen gelten. Die Vertauschungsrelationen sind von der gewihlten Darstel-
lung unabhingig.

Wir fassen zusammen:
e In der Quantenmechanik sind physikalischen GréBen Operatoren zugeordnet.

e Esist zu beachten, dal in Produkten zwei Operatoren nicht notwendigerweise miteinander
vertauschen.

e Kommutieren zwei Operatoren nicht miteinander, so lassen sich diese beiden physikali-
schen GroBlen nicht gleichzeitig beliebig genau bestimmen. Dies ist die Heisenbergsche
Unschirferelation.
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2.5 Reduktion der Wellenfunktion

Fiir das letzte noch ausstehende Axiom der Quantenmechanik bendtigen wir einige mathemati-
sche Grundbegriffe: Wir bezeichnen mit L? (R, C) (oder kurz L?) den Raum der quadratintegra-
blen komplex-wertigen Funktionen f: R — C, d.h.

fel’(R,C) «— /dx 1f(x)]? < eo.

Fiir festes ¢ sind die Wellenfunktionen y(x,), betrachtet als Funktionen von x, Elemente von 2,
da

[ s P =1
gilt. Auf dem Funktionenraum L? definieren wir ein Skalarprodukt durch

i) = [ oy v,

Dieses Skalarprodukt ist linear im zweiten Faktor und antilinear im ersten Faktor:

(Wi,e2y2+c3w3) = 2 (W, ¥2) +c3(Y1,y3),
(ctw1 +cav2,W3) = ¢ (W1, ¥3) 4¢3 (W2, y3).

Weiter gilt, wie man leicht zeigt,

(viL,w)" = (yv2,y1).

Wir bezeichnen zwei Funktionen 1, € L? als orthogonal, falls
(Y1,¥2) = 0
gilt.

Wir wenden uns nun Operatoren zu. Es sei D C L? eine Teilmenge des Raumes der quadra-
tintegrablen Funktionen. Eine Abbildung

O : D—=IL?
bezeichnen wir als einen linearen Operator, falls gilt

O(ciyi+oyn) = Oy +a0y,, i,y eL?, ¢, eC.
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Beispiele fiir lineare Operatoren sind

0 0 50?

o o T ae

Wir sehen nun auch, warum wir uns bei der Definition eines Operators auf eine Teilmenge D

(Definitionsbereich) des Raumes L beschriinkt haben: Im L? gibt es Funktionen vy, die — da

sie aus L? sind — quadratintegrabel sind, aber andererseits dergestalt sind, so daB (xy) nicht

quadratintegrabel ist. Ein Beispiel hierfiir wire eine Funktion die im Unendlichen wie 1 /x abfillt.
Die linearen Operatoren bilden eine Algebra. Es ist

X,

O : y—c(0y),
01 +02 N 01\]1-1— 02\|I,
0102 Y= 01 (02\]/) R

Der Einsoperator und der Nulloperator sind wie folgt definiert

0 : y—=0-y=0,
I : y=1-y=w.

Wir betrachten nun Operatoren in Verbindung mit dem Skalarprodukt. Da Oy, € L? gilt, konnen
wir schreiben

(v1.0w) = [dxwi) 0w,

Wir nennen O den zu O adjungierten Operator, falls fiir alle y;,y, € L? gilt

(0“1/1,‘!/2) = (\VhOWZ)?

d.h.
f ax (0'wi(v) W) = /w dx i (x)” O ya ().

Wir nennen einen Operator O hermitisch (oder selbstadjungiert), falls
o' = 0.

Fiir einen hermitischen Operator gilt also
[ar (0wnw) v = a0,
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In der Quantenmechanik sind hermitische Operatoren besonders wichtig. Beispiele fiir hermiti-
sche Operatoren sind

ho h? 02

% s -2
’ iox’ 2m ox2’

Wir zeigen kurz explizit, da3 der Impulsoperator hermitisch ist:

[ax i) wate) = [ as ("2t ar (35w vl
é / (lax ) / <18x )
~ [acwmir ?%wzm: [ arn pvato

wobei einmal partielle Integration verwendet wurde.

Wir betrachten nun einen Operator O. Wir nennen y(x,t) eine Eigenfunktion des Operators
O zum Eigenwert A, falls gilt

Ow(x,t) = Ay(x1).

Fiir hermitische Operatoren gilt, daf3 alle Eigenwerte reell sind. Dies 146t sich wie folgt zeigen:
Sei y(x,¢) eine auf Eins normierte Eigenfunktion des Operators O mit Eigenwert A. Es ist

(W,09) = (v, M) =A(y,y) =7
Da O hermitisch sein soll, gilt auch
Ow, ) = (A, w) =A*(y,y) ="

Also folgt A = A* und somit daB A reell ist.

Fiir hermitische Operatoren gilt weiter, da} Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal sind. Es sei O ein hermitischer Operator, und ; eine Eigenfunktion zum Eigenwert
A1 sowie Y eine Eigenfunkion zum Eigenwert A,. Desweiteren setzen wir A; # A, voraus. Nun
ist

A (W1, v2) = (W1, 0292) = (W1,0¥2) = (0 w1, ¥2) = (M1, ¥2) = M (W1, ¥02) .-
Also gilt

(A2 —21) (wi,¥92) = 0,

und da nach Voraussetzung (A, — A1) # 0, folgt
(Y1, ¥2) = 0.
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Die Menge aller Eigenwerte eines Operators wird auch als das Spektrum des Operators be-
zeichnet. Wir werden spiter Beispiele kennenlernen, in denen das Spektrum eines Operators
eine diskrete Menge ist (beispielsweise Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators), eine
kontinuierliche Menge (beispielsweise Impulsoperator fiir ein freies Teilchen) oder eine Kombi-
nation beider Moglichkeiten (beispielsweise Hamilton-Operator fiir das Wasserstoffatom).

Diskutieren wir zunichst den Fall eines hermitischen Operators O mit einem diskreten Spek-
trum. Wir bezeichnen mit y, die Eigenfunktionen und mit A,, die zugehérigen Eigenwerte, wobei
wir n € N annehmen wollen. Wir wissen bereits, dafl Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigen-
werten orthogonal sind. Tritt ein Eigenwert mehrmals auf, so spricht man von Entartung. Mit
Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren kann man auch in diesem Fall eine or-
thonormale Basis wihlen. Wir konnen also voraussetzen

(viow;) = 8.
Dariiberhinaus bildet die Menge aller Eigenfunktionen y,, ein vollstindiges Funktionensystem,
d.h. es gilt

i:lq!n (x’,t)*lpn (x,1) = 3(x—x).

Kombiniert man beide Eigenschaften, so ergibt sich, da3 die Eigenfunktionen y,, ein vollstéindi-
ges Orthonormalsystem bilden.

Aus der Vollstandigkeit folgt, daB sich eine beliebige Wellenfunktion y(x, ) (nicht notwendi-
gerweise eine Eigenfunktion zu O) durch die Eigenfunktionen , (x,7) des Operators O darstellen
laBt. Dies sieht man wie folgt:

y(x,t) = /dx’S(x—x')lp(x',t) = /a’x’ i:llpn (x',t)*\pn(x,t)\p(x',t)

= Y () /dx’ Vo (7.1) (1),
n=1

—00

Setzen wir
e = ()= /dx' v, (x',t)*w(x',t),

so ergibt sich

oo

llf(xvt) = Z nWn (x7t>'

n=1
Wir benotigen noch einige Grundbegriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Es sei X eine Zu-
fallsgroBe, die Werte x mit der Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) annimmt. Unter dem m-ten Mo-
ment der Zufallsverteilung versteht man die Grof3e

(xm = /oodxxmw(x).
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Als charakteristische Funktion der Verteilung bezeichnet man
x(t) = / dx e”"w(x).

Dies ist nichts anderes als die Fouriertransformierte der Wahrscheinlichkeitsdichte. Wir konnen
% (T) durch die Momente der Zufallsverteilung ausdriicken, indem wir die Exponentialfunktion
entwickeln:

_i)m

m!

(X",

=
=
2

I
gk

Somit konnen wir die charakteristische Funktion auch als
x(t) = /dx e_m?w(x)

definieren.
Kennt man nun alle Momente einer Zufallsverteilung, so kennt man aufgrund der obigen
Formel auch die charakteristische Funktion. Aufgrund der Fourier-Riicktrtansformation

wdr ;
w) = [ ()

—o0

kennt man dann aber auch die Wahrscheinlichkeitsdichte w(x).

Kehren wir nun zu unserem hermitischen Operator O mit Eigenwerten A, und Eigenfunktionen
Y, zuriick. Wir setzen voraus, daf} die Eigenfunktionen ein vollstindiges Orthonormalsystem bil-
den. Wir interessieren uns fiir die Messung der Observablen O. Angenommen, das physikalische
System befinde sich im Eigenzustand y,,. Es ist dann

(0") = (¥, 0™yn) =23

Fiir die charakteristische Funktion ergibt sich

m!

x(t) = /dk e ML) = Y (=0) i — =i

m=0

Die Wahrscheinlichkeitsdichte (im Raum der Mef3werte) ist dann

W) = g—;eimei)‘ﬂzﬁ(%—%n).

—00

28



Dieses Ergebnis iiberrascht natiirlich nicht: Setzen wir voraus, daf} sich das System im Eigenzu-
stand y,, mit Eigenwert A,, befindet, so ist die Wahrscheinlichkeit, da A den Wert A,, annimmt
gleich Eins, wihrend die Wahrscheinlichkeit, da8 A einen Wert ungleich A,, annimmt, gleich Null
1st.

Interessanter wird es, sobald wir die Voraussetzung aufgeben, daf3 sich das System im Eigen-
zustand \,, befindet. Wir nehmen nun an, dal sich das System in einem beliebigen Zustand
befindet. Aufgrund der Vollstindigkeit der Zustinde y,, konnen wir schreiben:

Y cavn

Wir berechnen zunichst wieder die Momente von O:

<Om> (W,Om ) = ZZC:/CH(WV!/7 ZZC el (W, W) ZZcz,cnknmSnn/

n n n n n n

= Ylanl*Ay

n

Fiir die charakteristische Funktion finden wir dann

X(T) — iﬂ<0m>,cmzzi

m!

|Cn| )\‘m Z|Cn|2 —17\.’5

n

Mit Hilfe der charakteristischen Funktion finden wir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Raum der
MefBwerte:

dt iAT

wd) = [ 5 e"x(n) = —ne' Y leal*e ™™ =Y ea* S (A= L)

—o0 —o0

Wir sehen also, daB bei einer Messung der Observablen O als mogliche MeBwerte nur die Ei-
genwerte A, auftreten. Schreiben wir den Zustand des Systems als eine Entwicklung nach den
Eigenfunktionen W,, des Operators O

ch\un,

so ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Observablen O den MeBwert A, zu erhalten,
gleich |c,|?.

Betrachten wir nun die folgende Situation: Wir betrachten ein System, das durch die Wel-
lenfunktion y beschrieben wird, sowie eine Observable O. Wir messen O und nehmen an, daB
die Messung den Wert A, liefert. Unmittelbar nach dieser ersten Messung wiederholen wir die
Messung ein zweites Mal. Wir erwarten (und verifizieren experimentell), dal auch die zweite
Messung den Wert A, liefert. Wir betrachten nun die Konsequenzen fiir die Wellenfunktion des
Systems. Vor der ersten Messung befindet sich unser System in einem allgemeinen Zustand, den
wir als

Whefore = chllfn
n
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schreiben konnen. Die Wahrscheinlichkeit, den Wert A,, zu messen, betriigt also |c,|*. Wurde in
der ersten Messung A, gemessen, so ist die Wahrscheinlichkeit, in der zweiten Messung wieder
An zu messen, gleich Eins und Null fiir alle anderen Werte von A. Damit befindet sich das System
im Eigenzustand ,, und wird durch die Wellenfukntion

VYatter = Wn

beschrieben. Wir sehen als, dafl die (erste) Messung die Wellenfunktion des Systems verdndert
hat. Liefert die Messung einer Observablen O den Wert A, (wir wissen bereits, daB A, ein Eigen-
wert von O sein muB), so geht die Wellenfunktion des Systems unmittelbar nach der Messung in
den Zustand y,, iber. Dies wird als Reduktion der Wellenfunktion bezeichnet. Diese Aussage
werden als letztes ausstehendes Axiom der Quantenmechanik wiederfinden.

Wir haben in der obigen Ableitung Operatoren mit einem diskreten Spektrum betrachtet, und
mochten nun noch auch auf Operatoren mit einem kontinuierlichen Spektrum eingehen. Als ein
Beispiel betrachten wir den Impulsoperator

h o
iox

Wir verifizieren, daf3 die Funktionen

Eigenfunktionen zu dem Eigenwert p sind:

pyp(x) = pwp(x).

Die Impulseigenfunktionen werden durch die kontinuierliche Variable p indiziert. Im Falle eines
kontinuierlichen Spektrums lautet die Orthogonalitétsrelation

(W wp) /dx‘lfp x)"Wp(x) /dxe APt = 3(p—r').

Bemerkung: Offensichtlich sind die Impulseigenfunktionen mit der gewihlten Normierung nicht
auf Eins normiert. Sie sind aber dennoch niitzlich. Durch eine Superposition von Impulseigenzu-
standen kann man Wellenpakete konstruieren, die quadratintegrabel und somit auf Eins normier-
bar sind.

Alternativ kann man das Problem der Normierbarkeit von Kontinuumszustinden dadurch
umgehen, dal man ein endliches Volumen V einfiihrt. In einer Dimension ist V = L. In diesem
Fall werden die Kontinuumszustidnde diskret

und man kann auf Eins normieren.
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Die Vollstindigkeitsrelation lautet
r 17 i i
/dp V()W (x) = h /dp e_EPXIﬁPXZS(X—x/)-

Die Entwicklung eines beliebigen Zustandes nach den Eigenfunktionen \,, des Impulsoperators
lautet

v = [ dpeyyo).

wobei

cp = (Up,¥).

Dies verifiziert man leicht:

/mdp cpWp(x) = /dp W, W) Wp(x /dp/dx Wy (x )Wp(x)

_ /dx /dqup RIAE /dxsx D) = y).

Fiir diesen Zustand fiihrt eine Messung des Impulses zu

(p) = (y,py) = /dp/dp ey (W, PWp) = /a’p/dp Cyepp (W, Wp)

= /dp/dpc/cppﬁp p /dP‘Cp‘P

Wir werden also bei einer Messung des Impulses den Wert p mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
|cp|? messen.

In einigen wichtigen Fillen besteht das Spektrum eines Operators sowohl aus einem diskreten
als auch aus einem kontinuierlichen Teil. In diesem Fall lautet die Enwicklung einer beliebigen
Wellenfunktion y nach den Eigenfunktionen des Operators O:

chllfn +/dd CaV¥a,

wobei die Eigenfunktionen zu diskreten Eigenwerten mit \,, bezeichnet wurden, wihrend die
Eigenfunktionen zu kontinuierlichen Eigenwerten mit y, bezeichnet wurden.

Wir fassen zusammen:
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e Die Eigenfunktionen eines Operators bilden ein vollstdndiges Funktionensystem, so daf3
wir eine beliebige Wellenfunktion nach diesen Eigenfunktionen entwickeln konnen.

e Eine (einzelne) Messung einer Observablen liefert immer einen Eigenwert des zugehorigen
Operators.

e Wird bei einer Messung der Eigenwert A,, gemessen, so befindet sich das System unmit-
telbar nach der Messung im Eigenzustand .

e Wiederholt man eine Messung in identischen Experimenten, so ist der Mittelwert der Mef3-
ergebnisse gleich dem Erwartungswert der Observablen. Der Erwartungswert muf3 nicht
ein Eigenwert des Operators sein.

2.6 Korrespondenzprinzip

Neben den grundlegenden Axiomen der Quantenmechanik wollen wir noch den Zusammenhang
zwischen der Quantenmechanik und der klassischen Mechanik kurz ansprechen. Dies fait man
oft unter dem Namen “Korrespondentprinzip” zusammen. Das urspriingliche Korrespondenz-
prinzip wurde von Niels Bohr aufgestellt und besagt, dal quantenmechanische GesetzmiBigkei-
ten fiir gro3 Quantenzahlen in klassische iibergehen miissen. In einer modernen Formulierung
wiirde man sagen, dafl quantenmechanische Gesetzmifigkeiten fiir 2 — 0 in klassische tiber-
gehen miissen. Die klassische Mechanik stellt also einen Grenzfall der Quantenmechanik dar.
Somit 148t sich die klassische Mechanik aus der Quantenmechanik ableiten. Da die Quantenme-
chanik eine allgemeinere Theorie darstellt, gilt die Umkehrung natiirlich nicht.

In der Praxis kennt man tiblicherweise die klassischen GesetzmiBigkeiten und sucht die quan-
tenmechanische Entsprechung. Wir werden nun einige einfache Substitutionsregeln angeben und
dann auf die Unzuldnglichkeiten dieser Regeln eingehen.

Wir wissen bereits, daf3 die klassischen Groflen x und p in der Quantenmechanik in die Ope-
ratoren X und p iibergehen. In der Ortsraumdarstellung sind diese Operatoren gegeben durch

.  ho
X=x =——.
S i ox
In der klassischen Mechanik lautet die Hamiltonfunktion fiir ein freies Teilchen
2
- P
2m

in der Quantenmechanik haben wir bereits den Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen kennen-
gelernt

)
A p
H = —.

2m

Wir konnen nun die Verallgemeinerung auf ein Teilchen betrachten, das sich in einem Potential
V(x) befindet: In der klassischen Mechanik ist die Hamiltonfunktion

2

P
H = —+V
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in der Quantenmechanik ersetzen wir klassische Gréen durch Operatoren und erhalten

A2
2 p "
H = —+V(X).
5 TV @)
Insbesondere konnen wir nun auch die Schrodingergleichung fiir ein Teilchen in einem Potential
angeben. Sie lautet
'ha (x,1) Hy(x,t), H P +V (%)
ih—wy(x = X =— X).
atllj Y \I‘I Y b 2m
In den meisten Fillen wird die einfache Faustregel “Ersetze die klassischen GroB3en x und p durch
die entsprechenden Operatoren X und p” ausreichend sein, es soll allerdings darauf hingewiesen
werden, dal diese Vorschrift im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Dieses Problem tritt zum ersten
Mal auf, sobald man die quantenmechanische Entsprechung der klassischen GroBe (xp) sucht.
Da X und p nicht miteinander kommutieren, sind

Xp und px

unterschiedliche Operatoren. Die quantenmechanische Entsprechung soll ein hermitischer Ope-
rator sein, daher erhélt man in diesem Fall noch eine eindeutige Entsprechung, die durch

gegeben ist. Betrachtet man allerdings das nichstkompliziertere Beispiel (x?p), so liefert auch
die Forderung der Hermitizitdt keine eindeutige quantenmechanische Entsprechung mehr, da
sowohl

als auch

hermitische Operatoren sind.
Bemerkungen:

e Fiir eine Hamiltonfunktion der Form H (x, p) = T (p) +V (x) sind diese Uberlegungen irre-
levant, da keine gemischten Terme (xp) auftreten.

e Da die Quantenmechanik eine allgemeinere Theorie als die klassische Mechanik ist, er-
warten wir auch, daB} sich die klassische Mechanik nicht eindeutig in die Quantenmechanik
fortsetzen 1463t.

e Fiir Probleme, die sich in der theoretischen Beschreibung nicht eindeutig von der klassi-
schen Mechanik in die Quantenmechanik fortsetzen lassen, wird die korrekte quantenme-
chanische Beschreibung durch einen Vergleich mit dem Experiment bestimmt.
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Wir diskutieren noch das Ehrenfestsche Theorem, welches eine Aussage iiber die zeitliche An-
derung von Erwartungswerten in der Quantenmechanik macht. Wir betrachten ein quantenme-
chanisches System, beschrieben durch eine Wellenfunktion y(x, ) und einem Hamiltonoperator
H. Wir interessieren uns fiir den Erwartungswert eines weiteren hermitischen Operators O, der
von der Zeit ¢ abhédngen darf:

©0) =[xy Oy,
Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion wird durch die Schrodingergleichung beschrieben:

d .
ih=—wy(x,t) = Hy(x,t).
ot
Da A hermitisch ist, gilt auch

A

.0 . _ .
—lhg\p(x,t) = Hy(x,1)".

Nun gilt fiir die zeitliche Anderung des Erwartungswertes <0)

. r . 9 . .
(0) = /dx {W*O\H\y* (go)wjtw*oql}

S

= /wd —i(ﬁl ) Oy +v* 95 + Lyon
=\ T YOV TV A5V Y oRY
_ i/wd “(0H—A0) +/°°d (2o
~ o) Y v e Ee)vY

1 ,ra & 0 A
— %[QHD+<gO>

Dies ist das Ehrenfestsche Theorem. Ein Vergleich mit der Hamiltonschen Formulierung der
klassischen Mechanik bietet sich hier an: Fiir eine klassische Observable O(x, p,t) gilt:

d 20
—O0 t) = {OH}+—
S0(pr) = {0.H}+5,
wobei {...,...} die Poisson-Klammer darstellt, die (in einer Raumdimension) durch
0A 0B 0A 0B
{A\B} = ————=—
dxdp dp ox

definiert ist. Vergleichen wir noch die Poisson-Klammern der Koordinaten und Impulse in der
klassischen Mechanik

{x7x}207 {p,p}:O, {)C,p}:1,
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mit den Kommutatoren in der Quantenmechanik

A

[£,4]=0, [p,p]=0, [£,p] = 1.

ih
so sieht man, daB beim Ubergang zur Quantenmechanik Funktionen A(x, p,t) durch Operatoren
A und die Poisson-Klammer {A, B} durch das 1/(if)-fache des Kommutators [A, B] der Opera-
toren A und B ersetzt wird. Das Ehrenfestsche Theorem setzt klassische Gleichungen mit quan-
tenmechanische Gleichungen iiber Erwartungswerte von Operatoren in Verbindung, wobei die
klassische Poisson-Klammer mittels der obigen Vorschrift durch den Kommutator ersetzt wird.

Bemerkung: Das Ehrenfestsche Theorem besagt nicht, dal die Erwartungswerte den klas-
sischen Bewegungsgleichungen geniigen, wie das folgende Beispiel zeigt: Wir betrachten den
zeitunabhédngigen Hamiltion-Operator

A2
p -
H = —+V
5tV @)
Eine kurze Rechnung zeigt
N ih N h(ad
LCH| = —p H| =—| =V .
[£,H] b, p.H] i<ax (X)>

Nach dem Ehrenfestschen Theorem ist nun

G=ro. go=-{(3vw)).

Im Allgemeinen ist aber
((5v0)) # 5ev ().

2.7 Formulierung der Quantenmechanik

Wir konnen nun die Postulate (oder Axiome) der Quantenmechanik zusammenfassen:

1. Der Zustand eines Systems wird durch eine Wellenfunktion y(x,7) beschrieben, wobei
die GroBe |y(x,t)|>dx die Wahrscheinlichkeit angibt, daB sich das Teilchen zur Zeit ¢ im
(infinitessimalen) Volumenelement dx am Orte x befindet.

2. Jeder Observablen O entspricht ein hermitischer Operator O, wobei der Observablen f(0)
der Operator f(O) entspricht.

3. Der Erwartungswert eines Operators ist gegeben durch
(0) = (v.0) = [ dvyxn) Owlx).
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4. Die Zeitentwicklung ist durch die Schrodinger-Gleichung gegeben

A

L9 B
lhg\u(x,t) = Hvy(x,1).

5. Reduktion der Wellenfunktion: Sei O ein hermitischer Operator mit den Eigenwerten A,,
und den Eigenfunktionen ,,. Wird bei einer Messung von O der Wert A j gemessen, SO
geht die Wellenfunktion des Systems iiber in ;. Ist der Eigenwert A ; entartet, so geht die
Wellenfunktion iiber in eine Linearkombination der Basisfunktionen des zu A ; gehdrenden
Eigenraumes.

In den bisherigen Uberlegungen haben wir uns vorwiegend auf eine Raumdimension beschriinkt.
Die Erweiterung auf drei Raumdimensionen (oder jede andere Anzahl von Raumdimensionen)
stellt kein Problem dar.

3 Einfache Beispiele

Wir diskutieren nun einige einfache Beispiele in einer Raumdimension. Der Hamilton-Operator
wird in diesen Beispielen immer von der Form
52
A p "
H = —+4+V(&X
StV
sein. Dieser Hamilton-Operator hingt nicht von der Zeit ¢ ab. Fiir zeitunabhingige Hamilton-
Operatoren fiihrt der Separationsansatz
—+Et

Y1) = e y(x)

die Schrodinger-Gleichung

A

0
ith=-y(x,1) = Hy(x,1)
ot
tiber in die Eigenwert-Gleichung

Hy(x) = Ey(x).

Bemerkung: Einen Zustand der Form y(x,7) = e~ HE!

stand, da die Wahrscheinlichkeitsdichte

y(x) bezeichnet man als stationéren Zu-
2 2
Wn)l” = [wx)|

nicht von der Zeit abhédngt.
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3.1 Der harmonische Oszillator in der Quantenmechanik

Als erstes Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator in einer Dimension. Die klassi-
sche Hamilton-Funktion lautet

P2 2 2
H = —+-mowx .
2m 2

Wir betrachten daher den Hamilton-Operator

D
N p 1 2.0
H = — 4+ -—mwx°.
2m+2m o

Dieser Hamilton-Operator ist zeitunabhingig, so dal wir fiir die Wellenfunktion y(x,¢) den Se-
parationsansatz

Et

Yt = e HPhy(x)

wihlen konnen. Die Schrodinger-Gleichung reduziert sich dann auf die Eigenwert-Gleichung

Ay(x) = Ey(x).

Unser Ziel ist es, die Eigenwerte und Eigenfunktionen dieser Gleichung zu bestimmen. Ausfiihr-
lich aufgeschrieben betrachten wir die Gleichung

Wir suchen also eine Losung dieser Differentialgleichung mit der Nebenbedingung, daf} die Lo-
sung quadratintegrabel sein soll. Wir werden diese Losung auf zwei verschiedene Arten bestim-
men: Beim ersten Verfahren suchen wir mittels eines Potenzreihenansatzes nach einer Losung.
Dieses “brute force”-Verfahren hat den Vorteil, dal3 es sich auch auf andere Probleme iibertragen
laBt. Das zweite Verfahren ist wesentlich eleganter und verwendet algebraische Methoden und
fiihr Auf- und Abstiegsoperatoren ein. Diese Verfahren hat den Vorteil, da} in einem einfachen
Beispiel Auf- und Abstiegsoperatoren eingefiihrt werden, die in der weiteren Quantenmechanik
bishin zur Quantenfeldtheorie vielfach Verwendung finden werden.

3.1.1 Losung mittels Potenzreihenansatz

Wir beginnen mit der ersten Methode: Wir fiihren eine charakteristische Linge

ein. Unsere Differentialgleichung lautet dann

d*  x? E

2

- T 492 = - 0.
|:.X'0 5 (2) + :| \II(.X') O
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Wir betrachten zundchst das Verhalten der Losung fiir |x| — co. In diesem Grenzfall kénnen wir
den Term 2E / (hw) gegeniiber x? /x} vernachléBigen und erhalten die einfachere Differentialglei-
chung

d2 x2

Man verifiziert leicht, dafl die Losungen dieser Gleichung ndherungsweise durch

o2 2

f(x) ~ cie 0 +cred
gegeben sind. Der Term proportional zu ¢; ist nicht quadratintegrabel, daher ist nur der Term

proportional zu c; interessant. Dies legt nahe, fiir die nicht-genédherte Differentialgleichung den
Ansatz

w(x) = ——=h@EeE, g=I,

zu versuchen, wobei /(&) im Unendlichen sich so verhalten soll, so daB h(&) /\/xoexp(—x*/(2x3))
quadratintegrabel ist. Setzen wir diesen Ansatz ein, so finden wir eine Differentialgleichung fiir

h(&):
d? d E

Fiir h(§) setzen wir nun eine Potenzreihe an:
EJ
Y nigl.
j=0
Es ist dann

Z JHDhin¥, d§2 Z JHD)(+2) 0k
]: :

Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein und vergleichen dann die Potenzen von &/, so
erhalten wir

E
(J+1)(+2)hjs2—2jhj+ (2%— 1) hj = 0,
bzw.

DG+ D+ (255 -1-24) = o
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Dies ist eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten /;. Gibt man /g und £ vor, so lassen sich
alle weiteren Koeffizienten 4; (j > 2) bestimmen. Es ist

2j+1-2E

e = Grn Gy

ho bestimmt alle geraden Koeffizienten hy;, wihrend A alle ungeraden Koeffizienten /iy, | be-
stimmt. Allerdings fiihrt nicht jede Wahl von &g und h; zu einer quadratintegrablen Funktion,
wie wir gleich sehen werden: Fiir grof3e j gilt

2 ) 2
hji2~ —h; undsomitauch h;=~ —h; ».
J J
Es ist dann
/
c c
hy ~ ik hy 1 ~ Tk

Betrachten wir nun zum Beispiel nur die geraden Potenzen (h; = 0), so ergibt sich

2

- |
MO =L = e} =

und somit ist

1 1 c 1
—h g2 ~ — —g2
N (‘t’)e"p< 2‘3) ﬁoe’“’(z&)
nicht quadratintegrabel. Betrachtet man die ungeraden Potenzen 4,11 so gelangt man ebenfalls

zur gleichen Schlussfolgerung. Der einzige Ausweg besteht darin, dal die Potenzreihe abbricht.
Dies ist genau dann der Fall, falls es ein n € Ny gibt, so dal3

E
2n+1-2— = 0,
ho

1
E = h — .
m<n+2)

Wir sehen also, daB§ als Eigenwerte E nur diskrete Werte in Frage kommen. In anderen Worten:
Die Energie des quantenmechanischen Oszillators ist gequantelt. Der Zustand niederster Energie
(Grundzustand) entspricht n = 0 und hat die Energie

bzw.

1
Ey = -ho.
0 2
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3.1.2 Die Hermite-Polynome

Fassen wir kurz zusammen: Die Eigenwerte des Hamiltonoperators A des eindimensionalen
quantenmechanischen Oszillators sind diskret und gegeben durch

1
E, = hm(n-{—i) ,  néeN.
Als Ansatz fur die Wellenfunktion haben wir

X) = — e*%§2 =—
W) = @ e

gewiihlt, wobei die Potenzreihenentwicklung von A(&) abbrechen muf. In anderen Worten: /()

ist ein Polynom in &. Wir bezeichnen das zum Eigenwert E,, gehorige Polynom mit /,,(&). Dieses
Polynom erfiillt die Differentialgleichung

Lf; &a-i-Zn} (&) = 0.

Polynome, die diese Differentialgleichung erfiillen, sind in der Mathematik als Hermite-Polynome
bekannt und werden als H,(§) notiert. Daher ist unser gesuchtes Polynom /(&) proportional zu
dem Hermite-Polynom H, (), die Proportionalititskonstante bestimmen wir am Schluf} aus der
Normierung der Wellenfunktion.

Wir stellen die wichtigsten Eigenschaften der Hermite-Polynome zusammen: Es gibt ver-
schiedene Arten, die Hermite-Polynome zu definieren. Die erste Definition basiert auf einer er-
zeugenden Funktion:

eft2+2§t _ Z_Hn(g)tn

Die zweite Moglichkeit definiert die Polynome explizit:

[n/2] (2&)” 2m
— nl 5
Ha " Z m' (n—2m)!"

Als dritte Moglichkeit konnen die Hermite-Polynome durch die Formel von Rodrigues definiert

werden:

{;2 dn
dgr

Hy®) = (—1)"e8 e %

Als vierte Moglichkeit konnen die Hermite-Polynome rekursiv durch

Ho(S) =1, Hi(§) =28,  Hup1(§) = 26H,(8) —2nH,—1(8)
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definiert werden. Hieraus findet man leicht die Hermite-Polynome fiir kleines n:

Hy(§) = 48 -2,

Hy(§) = 88— 128,

Hy(E) = 168*—48E%+12,
Hs(&) = 3285 — 160> 4 120€.

Die Hermite-Polynome H, (&) bilden beziiglich der Gewichtsfunktion w(§) = ¢~% auf dem In-
tervall [—oo, oo ein System orthogonaler Polynome, d.h. es gilt

/ dE e S Hy(E)Hn(E) = 2'/Tn! Sum.

Setzen wir
un(‘i) = (Zn\/ﬁ I’l')_% ei%ngn(‘t’)

so gilt
[ Eun@un®) = un

Man bezeichnet die Familie u, () auch als zu den Hermite-Polynomen assozierte Funktionen.
Die Funktionen u, (&) bilden ein vollstindiges System, denn es gilt

Y un(ua(8) = 3(E-8).
n=0
Kehren wir nun zum quantenmechanische harmonischen Oszillator zuriick. Wir haben

V(x) = —h(E)e 2, h(E) = cH,(E),

und aufgrund der Normierung finden wir

c = (2"Vmn!) 2.

Somit ist die Eigenfunktion y,, zum Eigenwert

1
2
1 1

w) = () - e e ()

d.h. die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators sind im wesentlichen durch die zu den Hermite-
Polynomen assozierten Funktionen u,, gegeben.

gegeben durch
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3.1.3 Losung mittels Auf- und Absteigeoperatoren

Wir betrachten noch eine zweite Methode zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen
des quantenmechanischen Oszillators. Diese algebraische Methode fiihrt Auf- und Absteigeope-
ratoren ein, die in wichtigen Teilbereichen der Quantenmechanik und der Quantenfeldtheorie
relevant sind.

Wir definieren zunéchst einen nicht-hermitischen Operator @ wie folgt

mof +ip 1 ( X d )
V2mho V2 \ X0 dx
Der Operator a@ wird als Absteigeoperator oder Vernichtungsoperator bezeichnet, der Grund

fiir diese Bezeichnung wird in Kiirze klar werden. Der Operator 4 ist offensichtlich nicht hermi-
tisch, aufgrund des Faktors i vor p. Der zu d adjungierte Operator lautet

s = mot —ip 1 <x . a’)
\V2mhw V2 \xo de .

Man bezeichnet den Operator 4" als Aufsteigeoperator oder Erzeugungsoperator. Der Kom-
mutator dieser beiden Operatoren ist

[a,aﬂ — 1,
wie man leicht durch Nachrechnen zeigt:
R Aq _ [mox+ip mw)?—ip? 1 e AL ia Gy e A
a,a = , = mx, —ip| + [ip,mwx|) = X, pl=1.
| D M ] s (ot ipl - ipmo]) = 2.

Die Umkehrung der obigen Gleichungen erlaubt uns, £ und p durch d und 4" auszudriicken:

h X0
£ = d+d*):—(&+d*),
( V2

2mo

. . mhw(A AT> ih ( AT>
u V2 V2

Setzen wir diese Ausdriicke fiir X und p in den Hamilton-Operator ein, so erhalten wir

) 2 2
v o P | h NI T Y S
H = _2m+§mw x__4x(2)m (a—a) —|—me (a-l—a)

1 2 1 2 1
= —ho(a=d") +ho(a+a’) = Sho(a'a+ad').
Verwenden wir noch die Kommutatorrelation [@,4"] = 1, so erhalten wir letztendlich

. 1
H = ho <d*d+§>.
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Wir setzen
N = a&'a

und bezeichnen N als Besetzungszahloperator. Die Bestimmung der Eigenwerte und der Ei-
genfunktionen des Hamilton-Operators ist dquivalent zu der Bestimmung der Eigenwerte und
der Eigenfunktionen des Besetzungszahloperators. Ist Y, eine Eigenfunktion des Besetzungs-
zahloperators N mit Eigenwert v

N\VV = VVy,

so ist yy auch eine Eigenfunktion zu A mit Eigenwert hw(v 4 1/2):

Ay, = ho (N+%) Wy = he (v-i—%) Yy
Es sei Wy auf Eins normiert. Dann ist
V=V (W) = (v Rw) = (wa'awy) = (ayy.aw) = 0.
Somit ist v nicht-negativ:
v > 0.

Betrachten wir nun den niedrigsten moglichen Wert v = 0, dies entspricht dem Eigenwert %h(x)
des Hamilton-Operators. Wir haben dann

0 = (ayo,ayo),
und somit
ayo = 0.

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir den Grundzustand:

X d
<—+X()—)l|f() = 0.
X0 dx

Man verifiziert leicht, daB cexp(—x*/(2x3)) eine Losung ist. Normiert man diese Losung auf
Eins, so erhilt man

o) = (Vax) Fe i)

Diese Losung fiir den Grundzustand stimmt mit der entsprechenden Losung, die wir im Rahmen
der ersten Methode (Potenzreihenansatz) gewonnen haben, iiberein.

o —
o —
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Die weiteren Losungen erhélt man im Rahmen der algebraischen Methode wie folgt: Wir
berechnen zunéchst die Kommutatoren

Es sei nun yy eine auf Eins normierte Eigenfunktion von N mit Eigenwert v. Dann ist

1
—_— AT
= a
WYy+1 \/—1 Yy

eine auf Eins normierte Eigenfunktion von N mit Eigenwert (v + 1). Hierzu sind zwei Dinge zu
zeigen: (a) Wy ist eine Eigenfunktion mit Eigenwert (v + 1) und (b) Wy ist auf Eins normiert.
Wir zeigen zuerst, daB W1 eine Eigenfunktion von N mit Eigenwert (v + 1) ist:

N 1 N 1 N N
% - Raty, = (ATN—l—[N,AT]) - (ATV-i-AT)
W = A W T AT ¢ CPWE AT WY)W
r
- (V+1>\/maTWV:(V+1>WV—H-

Wir betrachten dann die Normierung:

1 e | . 1 .
R +1(aTanaT\lfv>:m(‘l’v,aaT‘l’\/>:m(‘l’W(N"'l)‘lfv)
B v-i—l( =1
= vl Yy, Yy) = 1.

Somit erhalten wir durch Anwendung des Operators 4 ausgehend von vy die weiteren Eigen-
funktionen

1 1 n
— At — (AT

Aus diesem Grund nennt man 4" einen Aufsteigeoperator oder Erzeugungsoperator. Die so ge-
fundenen Funktionen y,, stimmen mit denen im Rahmen des Potenzreihenansatzes gefundenen
Funktionen y,, iiberein.

Vollig analog zeigt man: Ist sy, eine auf Eins normierte Eigenfunktion von N mit Eigenwert
v # 0, so ist

A

[N
Yy-1 = W ayy
eine Eigenfunktion von NV mit Eigenwert (v — 1). Fiir v = 0 gilt
dllf() = 0.

44



Es ist

Nyy | = LN&\V\/ZL (cAzN—i—[JV,aDwV:i (av—a)yy = (Vv—1)yy_1,
Vv Vv Vv

sowie

1 1 1 .
(Wv—1,¥v-1) = ;(dwv,&wv)z;(wv,&%wv) =5 (W, Vy) = 1.

Daher bezeichnet man a als Absteigeoperator oder Vernichtungsoperator.

Im Rahmen der algebraischen Methode bleibt zu zeigen, dal es neben Yy und den durch
Anwendung des Aufsteigeoperators erhaltenen Funktionen v, (n € N) keine weiteren Eigen-
funktionen zu N mit endlicher Norm gibt. Dies zeigt man durch Widerspruch. Angenommen, es
sei Yy eine Eigenfunktion von N zum Eigenwert v = n 4 o, wobei n € Ny und 0 < o < 1. Dann
1st

1 an+1
-1 = a
Ve \/(n+oc)(n—1+oc)...(1—i—oc)oc(> Vo
eine auf Eins normierte Eigenfunktion von N zum Eigenwert (o, — 1) < 0. Dies ist aber ein Wi-
derspruch zu der bereits bewiesenen Tatsache, daf fiir alle auf Eins normierten Eigenfunktionen
Wy von N stets v > 0 gilt.

Bemerkungen:

- Es gibt Eigenfunktionen zu N mit negativen Eigenwerten, allerdings sind diese dann nicht
normierbar. Beispielsweise ist

y(x) = e
eine Eigenfunktion zu N mit Eigenwert (—1). Offensichtlich ist diese Wellenfunktion nicht

normierbar.

- Der Grundzustand vy ist nicht entartet, da er durch eine Differentialgleichung erster Ordnung
bestimmt ist. Auch alle anderen Zustdnde des harmonischen Oszillators sind nicht entartet:
Angenommen, es gibe im n-ten Zustand neben

1/ \"
= —|a

noch eine weitere Eigenfunktion ¢,. Wir kdnnen voraussetzen, da8 y,, und ¢,, orthogonal

sind. Nun gilt

0= (llfnaq)n) = L ((&1-)"\”074)”) - L (\ll(),fln(bn)

n! n!
und somit wire
1
o = —=
vn!
eine auf Eins normierte Wellenfunktion zum Eigenwert v = 0, die zu Yy orthogonal ist.
Dies ist ein Widerspruch zu der Tatsache, da3 der Grundzustand nicht entartet ist.

a"op
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3.1.4 Heisenbergs Matrizenmechanik

Historisch stand am Anfang der Quantenmechanik auch eine Formulierung, die unter dem Na-
men “Matrizenmechanik™ bekannt ist. Sie geht auf Heisenberg zuriick und wurde von Born,
Heisenberg und Jordan ausgearbeitet. Diese Formulierung ist dquivalent zur “Wellenmechanik”,
die von Schrodinger entwickelt wurde. Anhand des harmonischen Oszillators sollen die wesent-
lichen Ideen der Matrizenmechanik erleutert werden.

Wir haben gesehen, daf} die Eigenzustinde des harmonischen Oszillators aus dem Grundzu-
stand o mittels des Aufsteigeoperators @' erzeugt werden konnen:

v, = #(&T)nw, n € Np.

Die Wirkung der Auf- und Absteigeoperatoren auf den Zustand y,, ist hierbei

dTllfn =vn+ 1y, ay, = \/ﬁllfn—l-

Wir konnen sowohl den Ortsoperator als auch den Impulsoperator durch die Auf- und Absteige-
operatoren ausdriicken:

. X0 (A+AT> . ih ( AT>
X=—=\(a+a'), — a—a').
V2 P x0V2

Die Funktionen y,,, n € Ny bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem, wir konnen also jede
Funktion y(x) als Linearkombination von Wo(x), W (x), ... schreiben. Wir betrachten nun die
(geordnete) Basis Yo, Y1, 2, ... und einen unendlich-dimensionalen Vektor

Y = <W07W17W27"')T'

Auf diesen Vektor wirkt X wie folgt

o 1 0 0 .
X0 1 0 vV2 0 .

P =1 0o v2 0 V3 .. |¥
V2 0 0 V3 0

X stellt eine unendlich dimensionale Matrix dar. Der Impulsoperator p wirkt auf den Vektor W
wie folgt




Auch dies definiert P als eine unendlich dimensionale Matrix. Berechnen wir nun den Kommu-
tator von X und P (als unendlich dimensionale Matrix), so finden wir

00

o = O
—_ O O

Dies ist nichts anderes als eine Matrizendarstellung der Operatorenrelation

&0l = ih.

3.2 Bindungszustinde im Potentialtopf
3.2.1 Bindungszustinde im unendlich hohen Potentialtopf

Als niéchstes Beispiel betrachten wir ein unendlich hohes Kastenpotential, beschrieben durch

0 —L<x<ti
_ 2 29
Vix) = { oo sonst.

Der Hamilton-Operator lautet

n2 2 g2

N p R h= d
H = — = - .
+V (%) Ao V(x)

2m
Auch hier ist der Hamilton-Operator zeitunabhéngig und wir betrachten die Eigenwert-Gleichung
Ay(x) = Ey(x).
Fir —L/2 < x < L/2 reduziert sich diese Gleichung auf

K2 d?
2mdx?

Vy(x) = Ey(x).

Da das Potential fiir |x| > L/2 unendlich hoch ist, fordern wir als Randbedingung
L L
——=|=vy|(z)=0.
v(3) =)

. 1
R mit k:ﬁ 2mE

Losungen der Differentialgleichung sind. Die allgemeine Losung lautet also

Man verifiziert leicht, da3

V) = ere ol
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mit noch unbestimmten Konstanten ¢ und c¢;. Aufgrund der Randbedingungen erhalten wir die

Gleichungen
kL KL
cre 2 el = 0,

. L ;. L
lki lkj

c1e"2 +cre

Fiir ¢; = 0 folgt sofort ¢; = 0, wir konnen also ¢; # 0 voraussetzen. Elliminieren wir ¢, so
erhalten wir

¢ (e—ikL_eikL> — 0.
und somit
sin(kL) = 0.
Fiir £ > 0 ist k > 0 und somit impliziert diese Gleichung

kL = nm, neN,

£ - 1 (nnh\?
" 2m\ L )
Wir finden auch hier diskrete Energieniveaus. Die zweite unabhingige Gleichung der Randbe-
dingung ist dquivalent zu

und somit

inn
c1+ce = 0,

hieraus folgt

Wir haben also

W) = e (et - -ayent) = {

2cycos (nmy)  n ungerade,
o L
2icy sin (nnz) n gerade.

Wir bestimmen ¢; aus der Normierungsbedingung

L
2
[axwl = 1.

(Sl

Fiir n ungerade haben wir

|
Nlh\w\h

L
3
dx|y,(x)* = 4c%/dxcos2 (nn%) = 2c3L,
L
—3



und somit

1
) = —.

V2L

Vollig analog findet man auch fiir n gerade den Wert ¢, = 1/v/2L, so daB wir die auf Eins
normierten Eigenfunktion des unendlichen Kastenpotentials angeben kdnnen als

2
vlt) = \/; cos (nm§) n ungerade,
i\/% sin (nm¥) n gerade.

Bemerkung: Eine konstante komplexe Phase ¢/* #ndert nicht die Normierung. Der Vorfaktor i
der in der Eigenfunktion fiir gerades n auftritt, kann daher auch weggelassen werden.

3.2.2 Bindungszustinde im Potentialtopf endlicher Tiefe

Wir betrachten nun ein Potential der Form

V(x)

.. L L
Vo fiir — 7 <x<3,
0 sonst.

Man beachte, da’ nun im Aullenbereich das Potential Null ist, wiahrend das Potential im Bereich
—L/2 < x < L/2 den Wert (—Vp) annimmt.

Dieses Potential ist an den Stellen x = +-L/2 nicht stetig. Die zeitunabhingige Schrodinger-
gleichung lautet

K2 d?
2mdx2

V) = (E-V)y().

Wir betrachten zuniéchst diese Gleichung in der Niher der Unstetigkeitsstellen x; = +L/2. An-
genommen, die Wellenfunktion wire ebenfalls unstetig an diesen Stellen, y(x) ~ 6(x — x4).
Dann zeigt die rechte Seite der zeitunabhidngigen Schrodingergleichung an diesen Stellen eben-
falls eine Unstetigkeit von der Form 6(x — x4 ). Allerdings ergibt die linke Seite

d2

@G(X—xi) = & (x—xu),
was zu einem Widerspruch fiihrt. Wir folgern also, dafl die Wellenfunktion an den Stellen x.
stetig sein muf.

Betrachten wir nun die erste Ableitung der Wellenfunktion, ' (x). Angenommen, die erste
Ableitung wire nicht stetig an den Stellen x-, d.h. y'(x) ~ 6(x — x ). Dann zeigt auch weiterhin
die rechte Seite der Schrodingergleichung eine Unstetigkeit von der Form 6(x — x ), wihrend
man auf der linken Seite

d? d
Ee(x—xi) = EG' (x—xy)=0(x—x1),
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erhilt, was ebenfalls auf einen Widerspruch fiihrt.

Wir konnen also zusammenfassen: Macht das Potential V (x) einen Sprung an einer Stelle
x = xo, so sind die Wellenfunktion y(x) und deren Ableitung W'(x) an der Stelle x = xj stetig.
(Die zweite Ableitung y”(x) ist natiirlich nicht stetig.)

Das betrachtete Potential V (x) ist symmetrisch beziiglich der Symmetrieoperation x — —x.
Wir betrachten den Paritédtsoperator

P oy(x) = y(—x).

Offensichtlich ist P> = 1 und somit hat P die Eigenwerte +1. Ist das Potential V (x) spiegelungs-
symmetrisch, d.h. V(x) =V (—x) bzw.

PV(x) = V(x),
so folgt
- o d? n d? o
P = |50 V(0 W) = | =5 V)| W) = APyt
oder in anderen Worten
[P.H] = 0

Sei nun y(x) eine Eigenfunktion zu

Hy(x) = Ey(x)

Wenden wir P auf diese Gleichung an, so folgt unter der Voraussetzung das P und A kommutie-
ren

Ay(—x) = Ey(—x).

Somit ist dann auch y(—x) eine Eigenfunktion zum Eigenwert E. Wir betrachten nun die Funk-
tionen

vl = 5w £ ().

Die Funktionen Y (x) sind ebenfalls Eigenfunktionen des Hamiltonoperators zum Eigenwert
E. Sie sind aber gleichzeitig auch Eigenfunktionen des Parititsoperators 2 mit den Eigenwerten
+1. Wir konnen also unter der Voraussetzung [P, H] = 0 immer Eigenfunktionen zu H finden,
die auch Eigenfunktionen zu P sind.

Bemerkung: Angenommen es sei Y(—x) # £y(x). Dann bilden y(x) und y(—x) zwei unab-
hiingige Eigenfunktionen des Hamiltonoperators A zum Eigenwert E, der Eigenwert E ist also
mindestens zweifach entartet. Die Eigenfunktionen Wy (x) und y_ (x) sind Linearkombinationen

von Y(x) und y(—x) und spannen den gleichen zweidimensionalen Unterraum auf.
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Ist andererseits Y(—x) = +y(x), so ist der Eigenwert nicht notwendigerweise entartet. In
diesem Fall ist entweder y_(x) = 0 oder y, (x) = 0. Insbesondere folgt: Ist der Eigenwert E
nicht entartet und gilt [P, H] = 0, so ist die zugehorige Eigenfunktion y(x) automatisch gerade
oder ungerade.

Kehren wir nun zum Potentialtopf endlicher Tiefe zuriick. Wir betrachten zunéchst die Bin-
dungszustinde, die durch —Vy < E < 0 gekennzeichnet sind. Zustinde mit £ > 0 werden als
Streuzustinde bezeichnet, diese werden wir spiter behandeln. Normierbare Zustinde mit E <
—Vp konnen nicht existieren. Dies sieht man wie folgt: Angenommen, es gibt ein xo mit y(xg) >
0. Fiur E < —Vp ist V(xo) — E > 0 und aus der Schrodingergleichung folgt dann

v’ (x) > 0,

d.h. die Wellenfunktion ist an der Stelle xo konvex. Damit ist aber y”(x) > O fiir alle x, und
somit ist die Wellenfunktion nicht normierbar. Dieses Argument 148 sich erweitern auf den Fall,
daB es ein x( gibt, an dem die Wellenfunktion einen von Null verschiedenen Wert yo = y(xo)
annimmt. Faktorisiert man diesen konstanten Wert ab und betrachtet die Funktion y(x)/yo, so
glenagt man auf gleichen Weg zu der Schlussfolgerung, daf diese Funktion nicht normierbar ist.
Somit verlbeibt als einzige Moglichkeit die triviale Funktion y(x) = 0.

Fiir die Bindungszustinde mit —Vj) < E < 0 betrachten wir zunéchst den Bereich |x| > L/2.
Losungen der Differentialgleichung

h? d*
~5n 2V = Evl), E<O,
sind

1
e, K:ﬁ\/Zm(—E).

Da die Wellenfunktion normierbar sein soll, geniigt es e " zu betrachten. Im Bereich |x| < L,/2
miissen wir die Differentialgleichung

2 52
S Cw) = (ot E)v()

betrachten. Wegen —Vjy < E ist Vo + E > 0 und wir haben die Losungen

; 1
etk k= ﬁ\/Zm(V()—i—E).

Wir wissen bereits, dal wir die Eigenfunktionen als gerade bzw. ungerade Funktionen wihlen
konnen, so dass wir anstelle der Exponentialfunktion die Funktionen

cos (kx),  sin(kx)

verwenden konnen. Wir betrachten nun separat die geraden (cos(kx)) und ungeraden (sin(kx))
Zustinde. Fiir die geraden Zustédnde gilt

ve = {

creos (kx), fir |x| <%,
cre K, fiir |x| > 5.
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Fordern wir Stetigkeit von y(x) und y'(x) and der Stelle x = L/2, so erhalten wir die Gleichungen

kL
C1COS 3 = (e s

. (kL) KL
ciksin > = (Ke 2.

Teilen wir nun die zweite Gleichung durch die erste, so erhalten wir

tnkL K
az_k.

k und x sind Funktionen des Eigenwertes E, so daf} diese Gleichung eine transzendente Glei-
chung fiir den Energieeigenwert E ist. Wegen

K= %Mzm(—E), k= %s/2m(V()+E)

SR

ist
K = 2’2;/ 0 _ g2
und somit
tan <k—L) = % —1.
2 h2k?2
Fiihrt man die dimensionslosen Gro3en
kL L
ZZ?’ Zozﬁ 2mVy,
ein, so erhilt man
2
tanz = i—g —1.

Graphisch sieht man nun leicht, da diese Gleichung nur diskrete Losungen besitzt. Die Anzahl
der Losungen hidngt von V; ab. Wir bestimmen die Anzahl wie folgt: Die rechte Seite ist fiir
7 < zo eine monoton fallende Funktion und verschwindet fiir z = zg. Sie schneidet die Funktion
tan(z) genau

1+[Z—°},
T

wobei [x]| die groBte ganze Zahl kleiner oder gleich x angibt. Insbesondere gilt, daB es fiir V) > 0
(und somit zp > 0) mindestens einen gebunden Zustand gibt.
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Fiir die ungeraden Losungen verlduft die Diskussion vollig analog:

B ¢! sin (kx), fir |x] <5,
V() = {sign(x)c’ze“"x', fiir |x| > 5.

und man findet die transzendente Gleichung

cot k—L = —vao 1
2 ) VR
Die Anzahl der Losungen ist
20 1
Lt + 2} ’
insbesondere gibt es fiir
< F
20 >

keinen ungeraden Bindungszustand.

3.3 Tunneleffekte
3.3.1 Die Potentialstufe

Wir wollen zunichst eine einfache Potentialstufe, gegeben durch

- Vo, fiir x>0,
Vix) = {O, fir x <0,

betrachten, wobei wir Vy > 0 voraussetzen. Wir interessieren uns zunichst fiir Losungen der
Schrodingergleichung zmu Energieeigenwert

0<E<W,

Losungen mit £ > Vj werden wir in einem zweiten Schritt betrachten. Im Bereich x < 0 sind die
Losungen der Schrodingergleichung

h2 d2

—%ﬁ‘l’(x) = Ey(x), O<E,

gegeben durch
, 1
et k= _\/2mE.

Beim Ubergang von der zeitabhiingigen Schrodingergleichung zur zeitunabhingigen Schrodin-
gergleichung haben wir einen Faktor

e—%Et
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abfaktorisiert, so daB ¢’** eine von links einfallende Welle darstellt, und e~ ** eine nach links

auslaufende Welle beschreibt. Fiir x > 0 sind die Losungen der Schrodingergleichung
h* d*
—%@W(X) = (E—V()>\II(X), O0<E< ‘/'()7

gegeben durch

1
e K:ﬁ\/2m(V0—E).

Aufgrund der Normierbarkeit ist nur die exponentiell abfallende Losung e ™ relevant. Die Lo-
sungen im Bereich x < 0 sind durch die Bildung von Wellenpaketen normierbar. Wir beschrinken
uns hier auf ebene Wellen und setzen fiir x < O:

yx) = ¢ (eikx +Re_ikx> ,
wihrend wir fiir x > 0
y(x) = cTe ™

ansetzen. Die Normierungskonstante c ist hier nicht weiter relevant (sie kann bei der Bildung
von Wellenpaketen bestimmt werden). Wir werden sie daher nicht weiter beriicksichtigen und
arbeiten mit

() = e 4+ Re=™*  fiir x <0,
v - Te ™, fiir x> 0.

Dies entspricht der Situation, daB wir eine von links einfallende Welle e/** betrachten, deren
Amplitude auf Eins normiert ist. Diese Welle kann an der Potentialstufe reflektiert werden, dies
wird durch Re~** beschrieben. Ein Teil der Welle kann durch die Potentialstufe durchgehen, und
wird durch Te~ ™ beschrieben, Wir bestimmen nun R und 7. Aus der Stetigkeit von y(x) und
V' (x) an der Stelle x = 0 erhalten wir die Gleichungen

1+R = T,
ik(1-R) = —xT,
bzw. aufgelost nach R und T
k—ix 2k
= —, T= —.
k+ix k+ix

Wir betrachten nun noch den Fall £ > V,. Wir wollen weiterhin voraussetzen, daf3 in der experi-
mentellen Realisierung eine Welle von links einfillt. Fiir E > V{y @ndern sich die Fundamentallo-
sungen im Bereich x > 0: Fiir x > 0 und E > Vj sind die Losungen der Schrodingergleichung

K2 d?

— o) = (E-Vo)wl), 0<V<E,
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gegeben durch

"y 1
etikx, k':i—i\/Zm(E—Vo).

Fiir x > 0 wollen wir nur eine nach rechts auslaufende Welle betrachten, so daf} wir

(x) = e 4+ Re=™*  fiir x <0,
V= Telk', fir x> 0.
ansetzen.Wir erhalten dann
k—Kk 2k
R=—, T =——.
k+ k' k+k

Gehen wir nun zur zeitabhéngigen Schrodingergleichung zuriick und betrachten die Wellenfunk-
tion

y(xr) = e #y(x)
und einen Hamiltonoperator der Form
- h* o
H = -— % @ + V(x)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,7) ist gegeben durch

2
plxr) = [wlxo)"
Fiir die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeitsdichte gilt

Tp(er) = et o) W) W) = - (B )yl + oyl Ay(en)
h

= (v ) v i S|

2mi
Dies legt die Definition einer Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(x,7) nahe:

) = g [ Suten = (5w’ )wien|.

2mi

Wir erhalten dann eine Kontinuitéitsgleichung:

0 0 .
gp()@t)-i_a](x?t) = 0.

LEy

Fiir eine Wellenfunktion der Form y(x,7) = e~ #""y(x) ist zunéchst

() = (I =p()
) = g W w0 = (5w ) i) = o).

2mi



Wegen

0
= =0
5P ()

folgt aus der Kontinuitédtsgleichung
20
— -0
50/ () ,

also j(x) = const. Wenden wir dies nun auf die Potentialstufe an, so finden wir fiir x < 0

. h , 0 0 .
I = e [0 o) (S ) wio)
_ @ [(e—ikx +R*eikx) (eikx _Re—ikx) + (e—ikx _R*eikx> (eikx +Re—ikx>]
2m
hk
= (1-1RP).
m
Wir setzen
) hk . hk 5
Jeinlaufend = — Jreflektiert = —— |R| .
m m
Fiir x > O und £ > V| finden wir
) hk'
Jtransmittiert = T |T|27
m
wihrend wir fiirx > 0und 0 < E < V)
j transmittiert — 0

erhalten. Man definiert nun einen Reflexionskoeffizienten » und einen Transmissionskoeffizi-
enten ¢ durch

- Jreflektiert _ Jtransmittiert

t

j einlaufend ’ jeinlaufend
Fir 0 < E < Vp ist
2 k—ix 2
r = |R| = P g 5
k+ix
t = 0,

die von links einlaufende Welle wird also vollstindig reflektiert.
Bemerkung: Im Gegensatz zur klassischen Physik ist p(x) > 0 fiir x > 0, die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit fiir x > 0 ist also ungleich Null. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fillt mit
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x exponentiell ab. Wegen jiansmittiere = O findet allerdings kein Teilchenflu} in den Bereich x > 0
statt.
Fiir £ > V| erhalten wir

12 N2
P |R\2: k—k :(k—k) ,
k+ K (k+k’)2
o gmz_g 2%k [P 4kK
ok ok kK (k1)
Offensichtlich ist
r+t = 1,
oder anders ausgedriickt
j einlaufend — ] reflektiert T ] transmittiert -

Bemerkung: Im Fall £ > Vj wird das Teilchen mit der Wahrscheinlichkeit r reflektiert. Im Rah-
men der klassischen Physik wiirde keine Reflexion auftreten, das Teilchen wiirde sich nur mit
verminderter Geschwindigkeit nach rechts weiterbewegen.

3.3.2 Die Potentialbarriere

Wir betrachten nun ein Potential der Form

V(x) {Vo flir —%<x<%,
0 sonst,

wobei wir Vy > 0 voraussetzen. Wir interessieren uns fiir Losungen mit 0 < £ < V. Im Rah-

men der klassischen Physik wiirde ein von links einfallendes Teilchen die Potentialbarriere nicht

durchdringen konnen und wiirde reflektiert. Wir betrachten das Problem nun im Rahmen der

Quantenmechanik.

Bemerkung: Fiir dieses Potential gilt V(x) = V(—x), somit kommutiert der Parititsoperator P
mit & und wir konnten die Eigenfunktionen zu H gleichzeitig als Eigenfunktionen zu P wihlen.
Wir sind daran interessiert, folgenden Sachverhalt zu beschreiben: Fiir x < —L/2 betrachten wir
eine Uberlagerung von einer einlaufenden Welle mit einer reflektierten Welle, wihrend wir fiir
x > L/2 nur eine auslaufende Welle zulassen wollen, d.h. keine zusitzliche von rechts einlaufen-
de Welle betrachten. Diese Randbedingungen sind asymmetrisch, von daher fiihrt die Betrach-
tung von geraden und ungeraden Funktionen zu keiner Vereinfachung. Stattdessen betrachten
wir das Problem als zwei hintereinander angeordnete Potentialstufen.

Zur Losung betrachten wir die zeitunabhingige Schrodingergleichung separat in den Berei-
chenx < —L/2, —L/2 < x < L/2und L/2 < x. Die allgemeine Losung lautet

are®™ +are ™ fiir x < —%,
y(x) = bie ™ + by, fir —L£<x<i
c1e™® 4 cre” ™ fiir % <X,
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wobel

1 1
k:ﬁ 2”’lE‘7 K:ﬁ\/Zm(V()—E).

Wir sind an Losungen mit a; = 1 und ¢, = O interessiert, diese entsprechen der Normierung der
von links einlaufenden Welle auf Eins und der Abwesenheit einer von rechts einlaufenden Welle.
Die Stetigkeit von y(x) und y'(x) an der Stelle x = —L/2 fiihrt zu
kL kL KL _xL
aje '2 +ape'? = bre? +bye 2,
kL

. kL KL XL _ KL
lk(ale 2 —azeIZ) = —K(bleZ —bye 2).

Dies konnen wir auch in Matrizenschreibweise aufschreiben:

KL KL KL L
e 2 e ap ez e 2 by
o kL kL = KL L .
ike "2 —ike'2 a —Ke?2 Ke 2 by

J/

A(-L) B(-L)

Analog liefert die Forderung nach Stetigkeit an der Stelle x = L/2 das folgende Gleichungssy-
stem

Somit erhalten wir

(‘“ ) = A(-L)"'B(~L)B(L)'A(L) ( “l )

a»

Die inversen Matrizen sind leicht berechnet:

Ausmultiplikation ergibt dann

< a ) _ < (cosh(kL) + % sinh(kL)) e/ A sinh(kL) ) ( ¢l )

az — 3 sinh(KL) (cosh(kL) — £sinh(kL)) e (&)
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gesetzt wurde. a; = 1 und ¢ = 0 liefert dann

o—ikL
c] = . ,
! cosh(kL) + % sinh(xL)
a, = —g sinh(xL)cj.

Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeitsstromdichten fiir x < —L/2 und x > L/2 so finden
wir

Somit ist der Transmissionskoeffizient

_ Jiransmittiert o 2 1 . 1
to= S =lal 2 e . 12 2
Jeinlaufend cosh (KL) + T sinh (KL) 1+ (1 + %) Sinhz(KL)
1

14+ % sinh? (kL)

hierbei haben wir cosh? x = 1 + sinh? x und 2 = 4 4 &2 ausgenutzt. Der Transmissionskoeffizient
ist ungleich Null, daher haben wir in der Quantenmechanik eine von Null verschiedene Wahr-
scheinlichkeit, dal} das Teilchen trotz der Bedingung E < V| die Potentialbarriere durchdringt.
Dies wird als Tunneleffekt bezeichnet.

3.4 Streuzustinde am Potentialtopf bzw. an der Potentialbarriere

Als letztes Beispiel betrachten wir Streuzustinde am Potentialtopf bzw. an der Potentialbarriere.
Das Potential ist durch

- Vo fiir —%<x<%,
Vix) = { 0 sonst,

gegeben, wobei fiir den Potentialtopf Vy < 0 und fiir die Potentialbarriere Vy > 0 gilt. Wir be-
trachten beide Fille simultan. Die Streuzustidnde sind durch

E > max(0,Vp)
charakterisiert. Die allgemeine Losung der stationdren Schrodingergleichung lautet nun
are®™ +ae=* fiir x < —%,
y(x) = bre** 4 bye *x fiir — Ij <x< Ij,

ikx —ikx oL
cre™ +cpe”™,  fiir 5 <x,
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wobel

1 1
k:ﬁ 2”’lE‘7 k':ﬁ\/Zm(E—Vo).

Vergleichen wir diese Losung mit der im vorherigen Kapitel diskutierten Lésung der Potential-
barriere im Falle 0 < E < V), so sehen wir, da3 wir die jetzige Losung aus der vorherigen Losung
durch die Substitution

Kk — —ik

erhalten. Insbesondere konnen wir die Argumentation beziiglich den Stetigkeitsbedingungen
tibernehmen und erhalten sofort

( a ) ) (cos(k’L)—%sin(k’L))eikL — 0 Sin(K'L) ( o )

az % sin(k’'L) (cos(k’ L)+ % sin(k’ L)) e~ ikL €2
wobei nun
LKk Kk
e "Tiw

ist. Setzen wir wieder a¢; = 1 und ¢, = 0, so erhalten wir fiir ¢;
o—ikL

cos(k'L) — % sin(k'L)

cl1 =

Der Transmissionskoeffizient ist somit

2 1 1
T = |Cl | = 8/2 . e 2 5
cos?(K'L) + &-sin*(K'L) 1+ (% — 1) sin“(k'L)
B 1
1+ 2 sin? (kL)
Wir wollen nun den Transmissionskoeffizienten ¢ als Funktion von E diskutieren. Es ist
o (K kz_ka+ﬁ _E-W, B, V§
\k K¥) K ¥* ° E E-Vy =~ E(E-VW)
und somit
1
t (E> - 2

Fiir E > max(0,V)) ist



und somit gilt

0<t(E)<1.

Fir

L
ﬁ\/Zm(E—VO) = nn, neN

nimmt der Transmissionskoeffizient das Maximum #(E) = 1 an. Dies tritt bei den Energiewerten

1 /nmh\?
E = VWo+—|—
O+2m(L)

auf. (Liegt ein Potentialtopf vor, so ist V negativ und » muf} hinreichend gro8 sein, so daf} die Be-
dingung E > 0 erfiillt ist.) Die Maxima des Transmissionskoeffizienten werden als Resonanzen
bezeichnet. Anschaulich 148t sich eine Resonanz wie folgt verstehen: Das Potential besteht aus
zwei Potentialstufen. An jeder Stufe kann sowohl Reflexion als auch Transmission auftreten. Im
Falle einer von links einfallenden Welle iiberlagern sich im Falle der Resonanz fiir x > L/2 die
transmitierten Wellen konstruktiv, wihrend sich die reflektierten Wellen fiir x < —L/2 destruktiv
tiberlagern.

4 Mathematische Formulierung der Quantenmechanik

In diesem Kapitel werden wir die Prinzipien der Quantenmechanik etwas formaler fassen.

4.1 Hilbertraume

Wir beginnen mit einer Diskussion von Vektorrdumen. Wir setzen im Weiteren immer voraus,
dal wir einen Vektorraum iiber den komplexen Zahlen C betrachten. Wir machen allerdings kei-
ne Einschrinkung beziiglich der Dimensionalitit des Vektorraumes, d.h. wir betrachten sowohl
endlich dimensionale als auch unendlich dimensionale Vektorrdume.

Als erstes betrachten wir einen normierten Vektorraum, d.h. einen Vektorraum V, auf dem
eine Norm definiert ist. Unter einer Norm versteht man eine Abbildung

]| @ V—=R{,
die die folgenden Eigenschaften erfiillt (c € C, x,y € V):

(N1 lex]| = fel []],
(N2) el < [+ [yl
(N3)  ||x||>0 fir x#0.

Ein Spezialfall normierter Vektorrdume sind Vektorrdume auf denen ein Skalarprodukt (oder
etwas genauer: eine positiv definite Hermitsche Form) definiert ist. Dies ist eine Abbildung

(l) : VxV=C,
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welche fiirc € Cund x,y,z € V

(S1)  (xley) = clx[y),

(52)  (xly+z) = (xly) + (xl2),
(83) () =&y,

(S4) (x|x) >0 fir x#0

erfiillt. Vektorraume mit einem Skalarprodukt nennt man Prahilbertraume, oder im Falle des
Grundkorpers C auch unitiire Vektorridume.
Jeder Prihilbertraum ist automatisch ein normierter Raum, hierzu setzt man

[xl| =/ {xlx)-

Betrachten wir nun wieder einen normierten Vektorraum und darin eine Folge x1,x2,x3,.... Wir
bezeichnen eine Folge als Cauchyfolge, falls es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so daf}

lJXn —xm|| < € V¥n,m>N.

Sei nun (x,) eine Cauchyfolge im normierten Vektorraum V. Wir bezeichnen den normierten
Vektorraum V als vollstiindig, falls fiir jede Cauchyfolge in V gilt

limx, € V,
n—oo

oder etwas ausfiihrlicher: es gibt ein x € V, so dal
lim ||x, —x|| = 0.
n—soo

Ein vollstindiger normierter Vektorraum wird als Banachraum bezeichnet.

Fiir die Physik sind insbesondere die Vektorrdume interessant, bei denen die Norm von einem
Skalarprodukt kommt. Unter einem Hilbertraum verstehen wir einen vollstdndigen Préhilber-
traum.

Zusammenfassend haben wir also

mit Norm mit Skalarprodukt
(automatisch mit Norm)

nicht vollstindig | normierter Raum Prihilbertraum

vollstdandig Banachraum Hilbertraum

Sei V ein normierter Vektorraum. Wir bezeichnen eine Teilmenge S C V als dicht in V, falls S=
V, d.h. jedes Element von x € V 148t sich beliebig genau durch Elemente von S approximieren.
Wir bezeichnen V als separabel, falls er eine abzédhlbare dichte Teilmenge enthilt. Betrachten
wir nun einen Préhilbertraum, also einen Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Wir bezeichnen
eine abzihlbare Teilmenge B = (e, e3,...) C V als ein Orthonormalsystem, falls

(eilej) = &)

62



gilt. Wir bezeichnen ein Orthonormalsystem als eine Orthonormalbasis, falls sich jedes x € V
durch

X = (eilx)e;

1 r

1

1

darstellen 148t. Aus der Mathematik haben wir nun den folgenden Satz: Ein unendlichdimen-
sionaler Prihilbertraum ist genau dann separabel, wenn er eine abzdhlbare Orthonormalbasis
besitzt.

Wir haben bereits ein nicht-triviales Beispiel fiir einen Hilbertraum kennengelernt, dies ist
der Raum L*(R,C) aller quadratintegrablen komplexwertigen Funktionen. Klarerweise ist dies
zuniichst ein Vektorraum. Fiir f,g € L?>(R,C) ist auch

f+g€*(R,0).
Das Nullelement ist die Funktion
0 : R—>C,
x—0,

das zu f negative Element ist die Funktion (—f) und es gilt f + g = g+ f. Somit bildet die
Menge L? (R, C) beziiglich der Verkniipfung “+” eine abelsche Gruppe. Die Multiplikation mit
komplexen Zahlen ist assoziativ und distributiv:

(crrca)-f = ci-(e2-f),
(cir+e)-f = c-f+e-f,
c-(fi+f) = cfite fr, ce,a€C, £ fi,frel’

Weiterhin gilt 1 - f = f.
Das Skalarprodukt auf L?(R, C) ist durch

(r.9) = [dv @ e

definiert. Die Axiome (S1)-(S3) sind klarerweise erfiillt. Das Axiom
(f.f) > 0 fir f#£0
verdient eine Bemerkung: Fiir die Nullfunktion gilt
(0,0) = 0.

Sei nun 0 eine Funktion, die sich von der Nullfunktion nur auf einer Nullmenge unterscheidet.
(Beispielsweise 0(x) = 1 fiir x = 42 und 0(x) = 0 sonst.) Dann ist auch

(0.0) = o.

Wir betrachten daher streng genommen Aquivalenzklassen von Funktionen, die bis auf Null-
mengen iibereinstimmen. Die Vollstindigkeit zeigt man am einfachsten, indem man von einer
bekannten Orthonormalbasis ausgeht.
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4.2 Operatoren

Wir haben bereits Operatoren auf dem Raum L?(R, C) kennengelernt. Nun wollen wir dies auf
allgemeine Hilbertrdume verallgemeinern. Es sei V' ein Hilbertraum und D C V (Definitions-
bereich) ein Teilraum von V. (Fiir einen Teilraum gilt: Jede endliche Linearkombination von
Elementen aus D ist wieder in D.) Eine Abbildung

O : DV

bezeichnen wir als einen linearen Operator, falls gilt

O(cifi+cofp) = c10fi+c20fy,  fi,LED, c1,c2€C.

Man beachte, daB nicht vorausgesetzt wird, daB O auf ganz V definiert ist. Man bezeichnet einen
Operator als dicht definiert, falls D =V
Gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daf3

10fIl < cllfll VfeD,

s0 bezeichnen wir den Operator O als beschrinkt. Beschriinkte Operatoren spielen in der Funk-
tionalanalysis eine wichtige Rolle, da man ihnen eine Norm zuordnen kann. Man definiert

101l = {supllOf]] |f € Dmit||f]|=1}.

Gibt es keine solche Konstante ¢, so bezeichnet man den Operator O als unbeschriinkt. In der
Quantenmechanik treten sowohl beschriinkte als auch unbeschrinkte Operatoren auf. Man kann
beispielsweise zeigen, dal der Ortsoperator £ als auch der Impulsoperator p nicht beschrinkt
sind. Wir betrachten hierzu

f(x) = e_(Xz(O)
Es ist
Hf||2 = /dx ‘f(x)|2: /dx e*(xfxo)2 _ /dx efxz -
und

||)?f||2 = /dx |xf(x)|2: /dxx2e_(x_x°)2: /dx (x-l—xo)ze_xz: /dx (x2+x(2)) e_x2

1
= (5 +x%) VT
Angenommen, es gibe ein ¢ > 0, so dal

1A < SfP v feD,
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Setzt man nun xp = ¢, so erhidlt man einen Widerspruch, Daher ist der Operator £ nicht be-
schrinkt. Auch fiir den Impulsoperator p 1a6t sich die Unbeschrinktheit durch ein analoges Bei-
spiel zeigen.

Wir wollen nun allgemein den adjungierten Operator definieren. Dazu betrachten wir einen
Operator

O : D=V,
der dicht definiert ist. Sei nun D' C V die Menge der f € V, so daB es ein & € V gibt mit
(f10g) = (hlg).

Dann ist D ein Teilraum von V und zu jedem f € D' gibt es genau ein i € V, das die obige
Bedingung erfiillt. Daher konnen wir setzen:

of : D'V,
f—h=0"f.

Dies definiert einen linearen Operator, den man als den zu O adjungierten Operator bezeichnet.
Fiir den adjungierten Operator gilt

(f10g) = (O'flg)-
Wir bezeichnen einen Operator O als hermitisch oder selbstadjungiert, falls
o' = 0,
d.h.
D'=D, und OTf=0f V feD.

Wir haben bereits frither gezeigt, dafl die Eigenwerte eines hermitischen Operators reell sind und
Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind.

Eine Teilmenge U C V eines Hilbertraumes V bezeichnen wir als einen Unterraum, falls

(U1) U ein Teilraum von V ist,
(U2) U inV abgeschlossen ist.

Ist U ein Unterraum von V, so bezeichnen wir mit U das orthogonale Komplement von U,
Ut = {feVl(gf)=0 VgeU},

d.h. alle Vektoren f € V, die zu allen Elementen aus U orthogonal sind.
Ist U ein Unterraum von V, so konnen wir jeden Vektor f € V eindeutig schreiben als

f = fy+fL, wobei fieU und f €U
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Sei nun (eg,ez,...) eine Orthonormalbasis des Unterraumes U. Wir definieren einen Operator
P:V —V durch

Pf =Y (elf)e:

1
Man bezeichnet P als einen Projektionsoperator. Man zeigt leicht, daf
pPf = Pf
gilt:

1

PPf = p<z<€j|f>ej> =Z<€i|ej><€j|f>ei=Z&,’(ej|f>ei=Z><ei|f>ei=13f-
L]

J i.J

Auch sieht man leicht, da Projektionsoperatoren hermitisch sind:
P = P
Hierzu betrachten wir

(Prle) = Y.(eilf) (eilg) =Y (flei)(eilg) = (f|Pg).

i i
Um die Wirkung des Projektionsoperators zu veranschaulichen, betrachten wir ein endlich di-
mensionales Beispiel. Es sei

V= <€1,62,e3> und U = <€1,€2>.
Wir betrachten V ausgestattet mit dem kanonischen Skalarprodukt (e;|e;) = §;;. Weiter sei
f = Se;+3ey+7es.

Dann ist

[\8)

Pf = Ylelflei= (e1lfler+{eal ez = Ser +3en.

i=1
Beachte, daB die Summe nur iiber die Basisvektoren von U liuft. Der Operator P projeziert also
auf den Unterraum U'.
Als letzter Fall betrachten wir noch Operatoren
U : V-V,
die die Norm erhalten:
NOAl = IIfll ¥ feV.

Diese Operatoren sind klarerweise beschrénkt. Ist dariiberhinaus der Wertebereich ganz V, d.h.
der Operator U ist surjektiv, so bezeichnet man U als einen unitiiren Operator. Unitire Opera-
toren haben die folgenden Eigenschaften:
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e Zu jeden unitiren Operator U gibt es einen inversen Operator U ~! und einen adjungierten
Operator U und es gilt

e Somit ist

e Sind U und V zwei unitire Operatoren, so ist
ov)" = Vit

Beispiel: Wir betrachten einen Hamiltonoperator A, der zeitunabhingig sein soll und setzen

U = exp(—%lflt).

U erhilt die Norm: Fiir eine Wellenfunktion  gilt

10yl = [vl].

Desweitern ist
A A T . l N
U =U'=exp (ﬁHt) .

Da der inverse Operator U ~! existiert, ist insbesondere U surjektiv und somit ist gezeigt, daB U
ein unitdrer Operator ist. Der Operator U beschreibt die zeitliche Entwicklung eines quantenme-
chanischen Zustandes. Setzen wir

y(x,r) = U(t)y(x,0),
so ist Y(x,7) eine Losung der Schrodingergleichung

A

0 B
iha Wix,r) = Hy(x1),

wie man leicht zeigt:
0 0 A . R
lhg\lf(x,l) = ZFLEU(I)W()Q O) = HUU)W()C? O) = HW(x7t>'

Man bezeichnet U als Zeitevolutionsoperator.
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Bemerkung: Ist A nicht zeitunabhingig, so definiert man den Evolutionsoperator durch ein zeit-
geordnetes Produkt:

. 1
U(t) = Texp —%/dnﬁ(m
0
ot ) t 1
= 1—%/dt1ﬁ(t1)+(—%) /anI(n)/dtzFI(tz)
0 0 0

3 ! g .
; (—%) [anfrin) [ i) [+
0 0 0

4.3 Dirac-Notation

In den Beispielen, die wir bisher betrachtet haben wird ein Zustand in der Quantenmechanik
durch eine Wellenfunktion y(x) beschrieben. Die Wellenfunktion y(x) ist quadratintegrabel und
somit ein Vektor im Hilbertraum L?. Etwas abstrakter konnen wir die obige Aussage umfor-
mulieren: In der Quantenmechanik werden Zustinde durch Vektoren in einem Hilbertraum be-
schrieben.

Wir fithren nun die Bra-Ket-Notation von Dirac ein. Anstelle von y(x) verwenden wir die
Schreibweise

¥)

fiir Vektoren des Hilbertraumes. Wir bezeichnen |y) als einen Ket-Vektor. Wihrend y(x) die
Ortsraumdarstellung impliziert, ist die Schreibweise |y) unabhingig von einer Darstellung. Be-
zeichnet y, (x) die Eigenfunktion eines Operators mit der (diskreten) Quantenzahl n, so verwen-
den wir anstelle von |y,,) die Kurzschreibweise

).

Diese Kurzschreibweise gilt analog fiir Eigenfunktionen zu kontinuierlichen Eigenwerten, so
notieren wir beispielsweise die Impulseigenfunktionen y,(x) durch

128

Analoges gilt fiir den Fall, dall eine Wellenfunktion gleichzeitig Eigenfunktion von mehreren
Operatoren ist und durch mehrere Quantenzahlen charakterisiert wird. Beispielsweise verwenden
wir fiir ,, ; (x) die Schreibweise

|n,l,m).

Zu einem gegebenen Hilbertraum V koénnen wir auch den dualen Raum V* betrachten, das ist die
Menge aller beschrinkten linearen Abbildungen

o v—C.
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Hierbei bedeutet die Beschrinktheit, daf3 es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so daf3

If*(g)] < cllgll, VgeV.

Der Rieszsche Darstellungssatz besagt, dafl es zu jedem beschriankten linearen Funktional f* :
V — C ein eindeutiges f € V gibts, so daB}

(g = (fle) VgeV

und fiir die Operatornorm || /*|| gilt

I = Il

In anderen Worten, V* und V sind isometrisch isomorph. Daher unterscheiden wir auch nicht
weiter zwischen f* und f. In Bezug auf Wellenfunktionen liegt dies die folgende Defintion nahe:
Elemente aus dem dualen Raum V* notieren wir mit

(vl

und bezeichnen sie als Bra-Vektoren. Die Elemente (y| sind beschrinkte lineare Funktionale,
die auf Elemente |E) € V angewandt werden konnen. Die Notation ist dabei so gewihlt, daB

(Wl(18) = (vl

gilt. Hierbei steht auf der linken Seite das Funktional, das auf den Vektor |§) angewandt wird,
auf der rechten Seite steht das Skalarprodukt des Hilbertraumes. Aufgrund des oben erwéhnten
Isomorphismuses zwischen V* und V konnen wir (y| mit einem Vektor aus V identifizieren, der
dann im ersten Argument des Skalarproduktes auftritt.

Wir veranschaulichen dies an zwei Beispielen: Im ersten Beispiel betrachten wir einen end-
lich dimensionalen Hilbertraum der Dimension 2 mit einer Orthonormalbasis (eg,e;). (Im Rah-
men unserer neuen Notation schreiben wir diese Basis auch als (e1,e2) = (|1),]2))). Beziiglich
dieser Basis sei die Koordinatendarstellung eines Vektors

142
) = < 344 ) '
(y| ist eine Linearform, deren Koordinatendarstellung beziiglich der Basis des Dualraums (e7, e3) =
((1],(2|) gegeben ist durch
(y| = (1-2i,3—4i).

Ublicherweise werden duale Vektoren als Zeilenvektoren notiert, wihrend man fiir Vektoren
Spalten verwendet. Somit ist

(W (lw) = (1-20)e1+(3—4i)e;) ((1+2i)e1 +(3+4i)er)
= (1-2i)(142i)el(er) + (3 —4i) (3-+4i)el(e2) = 1 +4+9+ 16 = 30.
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Andererseits haben wir fiir das tibliche Skalarprodukt in einem endlichen unitdren Vektorraum
(Wly) = [1+2i]*+[3+4i]* = 30.

Als zweites Beispiel betrachten wir den unendlich dimensionalen Hilbertraum L? (R, C) mit einer
Orthonormalbasis gegeben durch die Funktionen (|1),]2),...) = (y1(x),y2(x),...). Es sei |y) =
y(x) ein Element des L2. Der Bra-Vektor (| ist dann die (beschrinkte) Linearform

(y| = 7dxw(x>* .,

wobei der Punkt andeutet, da wenn diese Linearform auf ein Element |) = &(x) des L? ange-
wandt wird, an dieser Stelle §(x) eingesetzt wird.

Die Dirac-Notation hat den Vorteil, da3 sich die Orthogonalitétsrelationen und die Vollstdndig-
keitsrelationen besonders einfach aufschreiben lassen. Es sei |1),]2),... eine abzdhlbare Ortho-
normalbasis eine Hilbertraumes. Die Orthogonalititsrelation lautet dann

(njm) = Oup.

Die Vollstindigkeitsrelation lautet

Wir betrachten auch noch den Fall eines kontinuierlichen Spektrums. Bilden die |v) ein vollstin-
diges Funktionensystem, wobei v eine kontinuierliche Variable ist, so lautet die Vollstdndigkeits-
relation

/dv V(v = 1.

Enthilt das Spektrum sowohl einen diskreten als auch einen kontinuierlichen Anteil, so lautet die
Vollstandigkeitsrelation

Yln)(nl+ [aviv)ivl = 1.
n
Fiir Operatoren verwenden wir die Notation

(v[0]g) = (y[OE).

Dies definiert den Ausdruck auf der linken Seite durch die Wirkung von O auf |£). Desweiteren
definieren wir die Wirkung von O auf (y| durch

(W0 = (W0-1=Y (¥|O|n)(n|,
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wobei wir angenommen haben, dal die |n) eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes und da-
mit insbesondere ein vollstindiges Funktionensystem bilden. Die Definitionen der Wirkung des
Operators O nach links und nach rechts sind miteinander vertraglich, denn es ist

(w[0)[&) = L{w[0|n) (&) = (¥|0[5) ={w|0F).

Es wieder [1),]2),... eine Orthonormalbasis eines Hilbertraumes V und O ein Operator. Wir
definieren die Matrixelemente O,,, des Operators O in der Basis |1),|2), ... durch

O = <n’0’m>

Kennen wir alle Matrixelemente eines Operators, so konnen wir den Operator rekonstruieren. Es
ist

ZOnm|n><m

Der Beweis ist relativ einfach

’;10nm|n><m| = I;n<n‘é’m>|n><m\:’;Jnxn‘élmxm‘
- <Z|n)<n\)é<2|m)<m\>:1~O-1:0.

Wir betrachten noch den Fall eines Basiswechsels. Es sei V ein Hilbertraum und sowohl |y1), |w2), ...

als auch |§;),|&2), ... eine Orthonormalbasis. Wir konnen jeden Basisvektor |E,,) als eine Linear-
kombination der Basisvektoren |y ), |ys), ... ausdriicken:

(= i (Wal&m) [Wn)

n=1

Wir setzen

Sum = (Wnl&m)

und definieren einen Operator S durch

anmhlfn Y| = anmmn &m|:Z|&n><\lfn|

Der Operator $ bildet [y;) auf |§;) ab
Shvi) = Llan(walwj) = X180 8y = &)
Weiter ist

§ = (2@ ) ~ L&

71



und somit

38 = (LRl ) (Z )&l ) = L)Vl (ol = Tl Gl =1,

n,m

§8 = (L) (Latm ) - X ) (&) (] = K ) il = 1

Der Operator $ ist also unitir.
Es sei |0) ein beliebiger Vektor. In der Basis B = (|yy), |y2), ...) habe er die Darstellung

ch W) 5
n
wihrend er in der Basis B’ = (|§), |€2), ...) die Darstellung
m
habe. Bei einem Basiswechsel von B nach B’ transformieren sich die Koeffizienten wie folgt:
Sm=2(5") e
;Cn nm ; mn Ci'l
Dies sieht man leicht, indem man zunichst |y,) in der Basis B” ausdriickt:

|\|fn> = Z<&m|‘|’n> |&m>:Z<‘Vn|§m |§m ZS |&m

m m

Dann ist

Zn‘,cn\\vn> = %cnsjgm [ :Z(ch )|§m

————

Y
Cm

Es sei weiter O ein Operator mit den Matrixelementen O, in der Basis B und den Matrix-
elementen O), in der Basis B'. Bei einem Basiswechsel von B nach B’ transformieren sich die
Matrixelemente mit

(&l = Z (Wl S, nr &) = Z (Wim) Sims
wie folgt:

0, = (&]0]&) Z (W O W) S ZS O Sims = Z(S) O

n,m
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4.4 Vollstandiger Satz von Observablen

Wir betrachten zwei hermitische Operatoren 01 und O,, die miteinander kommutieren:

Es sei weiter |1), |2), ... eine Orthonormalbasis von Eigenfunktionen des Operators Q1 mit den
zugehorigen Eigenwerten Aq, Ay, ...

Wir betrachten den n-ten Eigenwert A,,. Angenommen, dieser Eigenwert ist nicht entartet,
d.h. der zugehdorige Eigenraum ist eindimensional und wird von |n) aufgespannt. Dann ist auch
|n) eine Eigenfunktion des Operators O.

Beweis: Da O und O, kommutieren gilt

OAlOAz‘n> = 0201 \n>,
bzw. da |n) eine Eigenfunktion zu O ist
01 (02|n>) = 7»,1 (02‘1’1)) .

Dies zeigt, daB Oy|n) ebenfalls eine Eigenfunktion zu O; und dem Eigenwert A,, ist. Da nach
Voraussetzung dieser Eigenwert nicht entartet ist, so muf} es eine Zahl «,, geben, so daf}

Oaln) = *uln)

gilt. Somit ist |n) auch eine Eigenfunktion zu O, mit Eigenwert k.
Ist nun der Eigenwert A,, des Operators O r-fach entartet, so sei zunichst

Ini),...,|ny)
eine Orthonormalbasis des zugehorigen Eigenraumes. Aus
0,0, lng) = 0,0, Ing), s=1,..,n
folgt
0, (02\n5>) = A, (02\n5>) , s=1,...r

In anderen Worten, Oy|n;) ist ebenfalls eine Eigenfunktion zum Eigenwert A,, und liBt sich daher
als Linearkombination der Basisvektoren ausdriicken:

r
02|ns> = ZCs;‘n;>.
t=1

Die Koeffizienten Cy; sind durch

Cy = <nt‘02‘ns>
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gegeben und es gilt

Ct*s = <ns 02

>:Cst~

Daher ist die durch C = (Cy) definierte r x r-Matrix hermitisch. Eine hermitische Matrix 148t
sich durch eine unitire Matrix diagonalisieren:

c = U'DU,

wobei U eine unitire r x r-Matrix ist (d.h. UTU = UU" = 1) und D = diag(x{, ..., ,) eine Dia-
gonalmatrix darstellt. Wir wechseln nun die Basis

n,j) = Z Ujs ns) .

Klarerweise ist fiir alle j = 1,...,r die Funktion |n, j) wieder eine Eigenfunktion des Operators
O, zmu Eigenwert A,,. Wir betrachten nun

r ror r
02 |l’l ] Z 02|ns Z ZUjsCst|nt> :KjZUjs|ns>7
s=1 s=1

s=1t=1

wobei wir UC = DU ausgenutzt haben. Somit ist |, j) Eigenfunktion des Operators O, mit
Eigenwert «;. Die Basis |n, j) bildet somit ein Orthonormalsystem von gleichzeitigen Eigen-
funktionen zu den Operatoren 01 und 02 Sind die Werte ¥; <> Jj=1,...,r paarweise verschieden,
so wird die Entartung des Eigenwertes A,, des Operators O durch die zusitzliche Betrachtung
der Eigenwerte k; des Operators O, aufgehoben.

Ist fiir ein gegebenes n auch ein Eigenwert k; entartet, so iteriert man diese Prozedur und
betrachtet einen Operator 03, der sowohl mit O; als auch mit O, kommutiert. (Falls bei einer
gegebenen Menge von Observablen die Eigenfunktionen noch entartet sind, so gibt es eine Sym-
metrie dieser Operatoren und die Erzeugende dieser Symmetrieoperation kommutiert ebenfalls
mit dieser Menge von Operatoren.)

Allgemein bezeichnen wir einen Satz von Operatoren 19, 1, 02, v Om als einen vollstindigen
Satz von Observablen, falls all diese Operatoren untereinander kommutieren und das gemein-
same System von Eigenfunktionen nicht entartet ist.

4.5 Die Axiome der Quantenmechanik

Wir stellen nochmals die Axiome der Quantenmechanik auf, diesmal in einer abstrakteren For-
mulierung:

1. Der Zustand eines Systems wird durch einen Vektor |y) in einem Hilbertraum beschrieben.

2. Jeder Observablen O entspricht ein hermitischer Operator O, wobei der Observablen f (0)
der Operator f(O) entspricht.
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3. Der Erwartungswert eines Operators ist gegeben durch
(0) = (v|0]v).

4. Die Zeitentwicklung eines Zustandes ist durch die Schrodinger-Gleichung gegeben
o) = Al
ih=— = .
at W7 W7

5. Reduktion der Wellenfunktion: Sei O ein hermitischer Operator mit den Eigenwerten A,,
und den orthonormalen Eigenfunktionen |n). Sei weiter P, der Projektionsoperator auf
den zum Eigenwert A, gehorigen Eigenraum. Ist A, nicht entartet, so ist P, = |n)(n|. Ist
dagegen A, r-fach entartet, so gibt es r orthonormale Eigenfunktionen, die wir mit |n;), ...,
|n,) bezeichnen. Der Projektionsoperator ist dann gegeben durch

r
Pn = Z |nt> <nt| .
t=1

Wird bei einer Messung von O der Wert A ; gemessen, so geht der Zustandsvektor des
Systems iiber in

P;ly)

By

4.6 Schrodinger-, Heisenberg- und Wechselwirkungsdarstellung

Wir diskutieren nun die verschiedenen “Bilder” der Quantenmechanik: das Schrodingerbild, das
Heisenbergbild und Wechselwirkungsbild. Bisher haben wir immer das Schrodingerbild betrach-
tet, das wir nochmal kurz zusammenfassen.

4.6.1 Das Schrodingerbild

Im Schrodingerbild wird der Zustand eines quantenmechanischen Systems durch eine im allge-
meinen zeitabhingige Wellenfunktion beschrieben. Die Zeitevolution der Wellenfunktion wird
durch die Schrédingergleichung beschrieben:

., 0 .
lh§|W7t>S = H|W7I>S‘

Zur besseren Unterscheidung haben wir nun den Zustandsvektor |y, 7)s mit einem tiefgestellten
S (fiir Schrodingerbild) versehen. Im Schrodingerbild ist die Zeitabhéngigkeit durch die Zeitab-
hingigkeit der Wellenfunktion gegeben. Operator sind, abgesehen von einer moglichen expli-
ziten Zeitabhdngigkeit, nicht zeitabhingig. Insbesondere sind der Ortsoperator X5 und der Im-
pulsoperator pg im Schrodingerbild nicht zeitabhidngig. Auch ist der Hamiltonoperator in vielen
Beispielen im Schrodingerbild zeitunabhédngig.
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4.6.2 Das Heisenbergbild

Wir haben bereits den Zeitevolutionsoperator U kennengelernt. Allgemein haben wir ihn fiir
einen moglichen zeitabhiingigen Hamiltonoperator A (¢) durch ein zeitgeordnetes Produkt defi-
niert

. t
O(t) = Texp —%/dzlﬁ(m
0

Héngt der Hamiltonoperator nicht explizit von der Zeit ab, so vereinfacht sich diese Definition
zu

Ut) = exp <—iI-AI t) :
h
Mit Hilfe des Evolutionsoperators U konnen wir die Wellenfunktion ausdriicken durch
|W7t>S = ﬁ@) |\|I7 O>
Wir definieren nun den Zustandsvektor |y),, im Heisenbergbild durch
‘W)H = |\V7 0> ’
oder anders ausgedriickt

Wy = U0 w1

Offensichtlich ist dieser Zustandsvektor durch diese Definition zeitunabhingig. Wir iiberlegen
uns nun eine sinnvolle Defintion der Operatoren Oy im Heisenbergbild. Wir fordern

(W1 Os ‘If,f>s = u(v 0H!W>H-
Da U unitir ist, konnen wir schreiben
st |Oswit)g = s (vt [ 000500  \wit) = u(w|0"050|w) .

Daher setzen wir

A A

OH = U(I)TOSU(Z‘).

Durch diese Definition werden Operatoren, die im Schrodingerbild nicht zeitabhédngig waren, im
Heisenbergbild zu zeitabhingigen Operatoren. Wir stellen nun eine Gleichung fiir die Zeitabhin-
gigkeit der Operatoren im Heisenbergbild auf. Es ist zunéchst

L0 A A
lhEU(t) = H(t)U(r).
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Nehmen wir das hermitisch Konjugierte, so erhalten wir

R INPA
ihEU(I)T = —U@)'H).
Dann ist
d A d A A A
s _ a4 +
lhdIOH lhdt (U(t) OSU(I)>

= 0w R06s0() + 00 (

A A 0 A
= [OH,HH}-I-ZTLEOH.

Hierbei ist die partielle Ableitung wie folgt zu verstehen: Ist beispielsweise
Os = [(1)ispsts,

SO ist

d
= (Ef(t)) XHPHEH = EOH-

Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig, so folgt
Ay = 04 A0() =exp (%H t) Hexp (—%H t) -
Wir fassen zusammen: Im Heisenbergbild ist der Zustandsvektor |y) g zeitunabhingig, wihrend

die Operatoren Oy zeitabhingig sind. Fiir die Zeitentwicklung der Operatoren gilt:

d

A A 0 A
01 = (O, Hy| +ih=-Op.

h
! ot

Fiir die Umrechnung zwischen Schrodinger- und Heisenbergbild gilt
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4.6.3 Das Wechselwirkungsbild

Wir betrachten nun noch den Fall, daf} sich der Hamiltonoperator H als die Summe eines einfa-
chen Teiles Hy und eines weiteren Teiles H; schreiben 1463t:

H = [:I()—l—[:Il.

In einer typischen Anwendung beschreibt Ay ein freies Teilchen, wihrend H; Wechselwirkungen
beschreibt Wir bezeichnen mit Uy den Evolutionsoperator, der zu Hy gehort:

t
17() = Texp —%/dilﬁo(tﬁ
0

Ausgehend vom Schrodingerbild kénnen wir uns nun einen neuen Zustandsvektor |y, 7); durch
) = Do) |w.1)s,
sowie neue Operatoren O; durch
01 = Uy(t)"0s0y(r)

definieren. Man beachte hierbei, daB der Operator Uy(t) nur Hy enthilt, aber nicht H;. Da Up(t)
unitér ist, gilt auch hier

1(v|0ilw), = s(w.1]0s|w,1)s.

Fiir die Zeitentwicklung finden wir nun

.0 .

iha-|W,1); = (Hv), lwot),
L d A A o 0 A
lﬁEOI = [0], (HO)I] —I—lhEOI.

Die Gleichung fiir die Zeitabhingigkeit von |y, 7); leitet man wie folgt her:

.0 0 . N
zhgmm, = ihy (UO(f)TIWﬁs) = —Uo(t)"Ho |ly,1)s+Uo(t) H [y, 1)g
= Uo(t) Hy [w.t)g = Uo(t) " HiUs(1)Uo () |w, 1) = (Hh), W, 1),

die Herleitung fiir die Zeitabhiingigkeit von Oy verliuft véllig analog zur entsprechenden Her-
leitung im Heisenbergbild. Das Wechselwirkungsbild liegt zwischen dem Schrodingerbild und
dem Heisenbergbild. Im Wechselwirkungsbild sind sowohl der Zustandsvektor |y, T'); als auch
die Operatoren O; zeitabhingig, wobei die Zeitentwicklung des Zustandsvektors durch (Hy); be-
stimmt ist, withrend die Zeitentwicklung der Operatoren O; durch (Hy); gegeben ist. Das Wech-
selwirkungsbild wird oft verwendet in Fillen, in denen eine exakte Losung fiir A nicht moglich
ist, aber die Losung fiir Ay bekannt ist.
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5 Drehimpuls und Spin

5.1 Haufig auftretende Operatoren

Wir wenden uns nun Problemen im dreidimensionalen Raum zu. Der Orts- und der Impulsope-
rator

. X1 B D1
=\ % |, p=| P2 |,
X3 p3

sind nun dreikomponentige Vektoren, deren Eintrige Operatoren sind. Es gelten die Vertau-
schungsrelationen

[%,p;] = ihd;;.
Wir definieren den Bahndrehimpulsoperator durch
B $2p3 — %32
xp=| X3p1—%1p3
£1p2 — %2p1

=l

I =

Da fiir i # j die Operatoren £; und p; miteinander kommutieren, gilt

=l

XXp = —px

Andererseit gilt
[Li,L] = [f2p3—%3p2,83p1 — R193] = [£23, 23 p1] + [£3P2, 193]
= Rop1[p3, %3] + %1 p2 83, p3] = ih(R1p2 — R2p1) = ihs.
Allgemeiner findet man
[Li,L;] = iheijly,
wobei das total antisymmetrische Symbol €; ;. durch

1 (i, j,k) gerade Permutation von (1,2,3)
Ejk = —1 (i, J,k) ungerade Permutation von (1,2,3)
0  sonst

definiert ist. Auch zeigt man leicht, daB die Z; hermitische Operatoren sind
L = L.
Der Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen der Masse m ist

2
A= wobei B =pt+p3+p3,
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so da3 wir

erhalten.

Wir wollen in einigen Beispielen auch ein Teilchen der Masse m und der Ladung ¢ in ei-
nem elektromagnetischen Feld behandeln. Hierbei wollen wir das Teilchen quantenmechanisch
beschreiben, wihrend wir das duflere elektromagnetische Feld klassisch behandeln. Eine konsi-
stente Beschreibung des elektromagnetischen Feldes im Rahmen der Quantenphysik wiirde den
Formalismus der Quantenfeldtheorie erfordern.

Wir erinnern uns, dall das elektromagnetische Feld durch ein skalares Potential & und ein
Vektorpotential A beschrieben werden kann. Die elektrischen und magnetischen Felder sind dann

B = VxA,
—Vo - ——A.
c ot
In der klassischen Physik (klassische Mechanik und klassische Elektrodynamik) lautet die Ha-

miltonfunktion des Teilchens

i
I

Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips ergibt sich somit fiir den Hamiltonoperators eines quanten-
mechanischen Teilchens der Masse m und der Ladung ¢ in einem dufleren (klassischen) elektro-

magnetischen Feld
. 1 /2 g2 1 (b= qg-\>
A = —(A—qA) +qd>:—(7V—gA) +q.
i c

2m ¢ 2m

5.2 Die Gruppen SO(3) und SU(2)

Wir machen einen Abstecher in die Mathematik und diskutieren die Gruppen SO(3) und SU(2).
Die spezielle orthogonale Gruppe in drei Dimensionen SO(3) ist definiert als die Menge aller
reellen 3 x 3-Matrizen R mit der Eigenschaft

RRT" =1 und detR=1.

Diese Gruppe SO(3) ist eine Lie-Gruppe. Dies bedeutet, da} sie sowohl eine Gruppe als auch
eine Mannigfaltigkeit ist, und die Gruppenstruktur mit der Struktur der Mannigfaltigkeit vertrig-
lich ist. Die Elemente der Gruppe SO(3) lassen sich durch drei kontinuierliche reelle Parameter
beschreiben, daher hat die SO(3) als Mannigfaltigkeit betrachtet die Dimension drei. In der Tat
146t sich jedes Element der SO(3) darstellen als

3
R = exp<—i2¢ij>,
j=1
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wobei die drei Matrizen J1, J> und J3 gegeben sind durch

00 O 0 0 i 0 —i O
Ji=1 00 —i |, h= 0 00}, r=|1i 0 O
0 i O —i 0 0 0 0 O

Die drei Matrizen J;, J> und J3 werden als die Generatoren der Lie-Gruppe SO(3) bezeichnet.
Wir berechnen den Kommutator dieser 3 X 3-Matrizen und finden:

[J,',Jj] = iSiijk.
Die Generatoren einer Lie-Gruppe bilden eine Lie-Algebra.
Nebenbemerkung: Es ist eine Koinzidenz, dall die Gruppe der speziellen orthogonalen 3 x 3-

Matrizen 3 Generatoren hat. Man kann zeigen, daB die Gruppe SO(n) der speziellen orthogona-
len n x n-Matrizen n(n — 1) /2 Generatoren hat.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Gruppe SU(2), dies steht fiir spezielle unitire Grup-
pe in zwei Dimensionen. Hierunter versteht man alle komplexen 2 x 2-Matrizen U, die

UU =1 und detU =1,

erfiillen. Auch die SU (2) ist eine Lie-Gruppe. Jedes Element 1dt sich durch drei reelle Parameter
charakterisieren und darstellen als

3
1
U = -iY 0,=c;
exp< Yo ,>,

wobei die drei Matrizen 61, 62 und 63 gegeben sind durch

(01 o (0 i (10
=t10) 2=\i o) 2" \o -1 )"

Die drei Matrizen 6, 6, und o3 sind die Generatoren der SU(2) und werden als die Pauli-
Matrizen bezeichnet. Fiir die Kommutatoren dieser Matrizen finden wir
[0i,0;] = 2ig; Ok

Auch hier bilden die Generatoren wieder eine Lie-Algebra. Bis auf einen Faktor 2 ist diese Lie-
Algebra identisch mit der Lie-Algebra der Matrizen Ji, J> und J3. Dieser Faktor 2 kann leicht
durch eine geeignete Normierung beseitigt werden, setzen wir

1 1
1 D) 1, 12 D) 2, 13 ) 3,

so finden wir
[Ii,lj] = iEijka.
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Auch die Matrizen I, I, und /53 sind Generatoren der Gruppe SU (2). Ausgedriick durch die Ma-
trizen I} I, und 5 148 sich jedes Element der Gruppe SU (2) schreiben als

3
U = exp(—iZGjIJ-),
j=1

Historisch bedingt verwendet man im Falle der SU(2) allerdings oft die Pauli-Matrizen als Ge-
neratoren.

Nebenbemerkung: Die Gruppe SU (n) der speziellen unitiren n x n-Matrizen hat n> — 1 Genera-
toren.

Wir halten fest, daB die Lie-Algebren der Gruppen SO(3) und SU (2) isomorph sind. Dies be-
deutet allerdings nicht, dal die Gruppen SO(3) und SU(2) isomorph sind. Fiir die Beziehung
zwischen SU (2) und SO(3) gilt: Es gibt einen Gruppenepimorphismus

SU(2) — SO(3),

dessen Kern aus {1,—1} besteht. Dies sieht man wie folgt: Es sei 7i ein drei-komponentiger
(reeller) Einheitsvektor und o eine reelle Zahl. Wir setzen

— Lo o R 4 N,
U(o,i) = exp(—loan):cos(§>1—zsm<§>n-6,

R(oii) = exp(—iocﬁ~f):cos(oc)l—isin(oc)ﬁ~f,

wobei wir die Notation I = (I,,h,3), 6 = (61,02,03) und J= (J1,J2,J3) verwendet haben.
Dann ist der Homomorphismus gegeben durch

SU(2) — SO(3),
U(o,i) — R(o,ni).

Nun ist aber einerseits

andererseits aber
R(0,i) = R(2m,ii) =1,

Da der Homomorphismus 2-zu-1 ist, sagt man auch, daB die Gruppe SU(2) eine doppelte Uber-
deckung der Gruppe SO(3) ist.

Wir haben bisher die Gruppen SO(3) und SU(2) als Matrizengruppen eingefiihrt. Wir konnen
Gruppen aber auch abstrakt behandeln. In diesem Fall stellt sich die Frage, ob die betrachtete
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Gruppe durch Matrizen dargestellt werden kann. Wir mochten nun den Begriff Darstellung ei-
ner Gruppe zunichst definieren. Unter einer Darstellung einer Gruppe G versteht man einen
n-dimensionalen (reellen oder komplexen) Vektorraum V und einen Gruppenhomomorphismus

p : G—GL(n)

von der Gruppe G in die Gruppe der (reellen oder komplexen) invertierbaren n x n-Matrizen.
Jedes Element g € G definert also eine lineare Abbildung V — V, die durch p(g) gegeben ist. Da
p ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt

p(g1g2) = p(g1)-plg2), Ve, 2c€G.

Sei W ein Unterraum von V. Wir bezeichnen W als invarianten Unterraum, falls gilt:
p(giweW VYgeG undweW.

Wir bezeichnen eine Darstellung als irreduzibel, falls es auBer W = {0} und W =V keine
weiteren invarianten Unterrdume gibt.

Unter der Dimension der Darstellung versteht man die Dimension n des Vektorraumes V.
Wir haben die Gruppe SO(3) durch 3 x 3-Matrizen definiert. Dies definiert natiirlich gleichzeitig
auch eine (drei-dimensionale und irreduzible) Darstellung, die als fundamentale Darstellung
bezeichnet wird. Wir werden spiter sehen, daB fiir die Gruppe SO(3) zu jeder positiven ungera-
den Zahl eine irreduzible Darstellung mit der entsprechenden Dimension existiert.

Ebenso ergibt sich aus der Definition der SU(2) durch komplexe 2 x 2-Matrizen die funda-
mentale (zwei-dimensionale und irreduzible) Darstellung der Gruppe SU (2). Wir werden spiter
ebenfalls sehen, daB fiir die Gruppe SU(2) fiir alle n € N eine irreduzible Darstellung mit der
entsprechenden Dimension existiert.

5.3 Symmetrien in der Quantenmechanik

Wir haben bereits gesehen, dall die Operatoren %l} die Kommutatorrelationen

1. 1., 1.
ﬁLi,ﬁLj = lgijki_iLk

erfiillen. Dies sind die Relationen der Lie-Algebren der Gruppen SO(3) und SU(2). Es sei wieder
7i ein dreikomponentiger Einheitsvektor und o eine reelle Zahl. Wir setzen

N . iz
U(a,i) = exp (—ﬁocn-L) .
U ist ein unitirer Operator. Es ist

U(o,i) = exp(—ocr‘i-z).



Fiir kleine Werte o gilt
U(o,i) = 1— %ocﬁ-f-i— 0 (a?).

Fiir kleine Werte von o (so daB3 wir die obige Ndherung verwenden konnen) betrachten wir nun
die Wirkung des Operators U auf eine Wellenfunktion y(¥,z). Es ist

i 0z NN N -
(1—ﬁocn-L)\u(x,t)—(1—ﬁocn~(x><p>)\u(x,t)
= (l—ocﬁ-

Q

U (o, 7))y (X,1)

I
=l
X
<l
~—
~
<
=
=
Il
~
[S—
|
QR
—
S
X
=
<
~
<
~~
=
=

da

R(—a,ii)i = exp(iaﬁ-f)w(uiocﬁ-f)z

0 —iny imp Nn3Xp — NaX3
= X+io in3 0 —in; | X=X+0o | nixz—n3x
—in2 in1 0 nxy —nixp

= X—o (ixX).
Zusammenfassend haben wir
O (i) @)=y (¥.0), ¥ =R(-ai

Die Wirkung des Operators U («, i) entspricht also einer Drehung des Koordinatensystems. Wie
transformieren sich nun die Operatoren unter einer Drehung? Hierzu betrachten wir die Glei-
chung

Oy(E1) = 0(%1).
Multiplizieren wir von links mit U und fiigen 1 = U'U ein, so erhalten wir
U000y (1) = U¢(X.1),
(000 )W) = o).
Hieraus folgt
0 = UoU".

Besonders interessant sind nun Operatoren, die invariant unter einer Symmetrieoperation sind,
d.h.

0 = 0,
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bzw.
O = 000"
Beschreiben wir unsere Symmetrieoperation U durch Erzeugende, wie zum Beispiel
U(a,ii) = exp (—%ocﬁ-z) .
so folgt aus der Invarianz eines Operator O unter dieser Symmetrieoperation

[0,Li] = o,

000" =~ (1—%aﬁ-i)é(1+—aﬁ Z)
~ 04500 E-510) =0+ o051

Da auf der linken Seite der Gleichung O = UOU die Ordnung o verschwindet, muf} dies auch
fiir die rechte Seite gelten. Da 7 beliebig ist, folgt [0, L;] = 0.

Als Hauptanwendung werden wir das Beispiel betrachten, in dem wir fiir den Operator O den
Hamiltonoperator H betrachten. Hierzu ein Hinweis: Aus

A

[A,L] = 0, i=1,23,

folgt nicht, da3 die Operatoren H, L, L, und f,g einen Satz kommutierender Operatoren bil-
den, da beispielsweise [Li,L,] # 0 ist. Wir konnen aber trotzdem zwei interessante Aussagen
machen, fiir den Fall, da8 der Hamiltonoperator unter einer Symmetriegruppe invariant ist. Es
sei G eine Liegruppe, ¢ € G ein Element aus der Liegruppe und U(g) die zugehorige unitire
Transformation. Es gilt

U(g1g2) = U(g)U(g2).
Der Hamiltonoperator sei invariant unter diesen Transformationen,
A = U(9)a0()",

oder anders ausgedriickt,

Dann gilt:

1. Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators A zu einem Eigenwert E bilden eine Darstel-
lung der Gruppe G.
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2. Der Eigenwert E einer irreduziblen Darstellung ist mindestens n-fach entartet, wobei n die
Dimension der irreduziblen Darstellung ist.

Es sei |y1), ..., ¥,) eine Orthonormalbasis des Eigenraumes V zum Eigenwert E des Hamilton-
operators H. Wir setzen

i) = U()lwi).
Wir zeigen |y}) € V. Es ist

Alv) = AO()lwi) =0 () i) = EO(g) i) = E ).

Somit bildet der Vektorraum V' eine Darstellung der Gruppe G. Diese Darstellung ist entweder
reduzibel oder irreduzibel. Ist sie reduzibel, so 148 sie sich in irreduzible Komponenten zerlegen.
Enthilt V einen irreduziblen Unterraum Viireduzibel, SO ist die Dimension von V natiirlich groBer
oder gleich der Dimension Viyrequzibel-

5.4 Irreduzible Darstellungen der Gruppe SU(2)

Wir betrachten nun die irreduziblen Darstellungen der Gruppe SU (2). Die Lie-Algebra dieser
Gruppe ist gegeben durch

[Ii,lj] = iEijka.

Da die Matrizen /; nicht miteinander kommutieren, gibt es keine gemeinsamen Eigenvektoren
zu allen drei Matrizen oder zu Paaren zweier Matrizen. Wir setzen

I’ = B+L+E.
Durch Nachrechnen zeigt man leicht
;] =0, j=123.

I?> kommutiert also mit allen Generatoren und wird als Casimir-Operator bezeichnet. Die An-
zahl der unabhingigen Casimir-Operatoren einer Lie-Algebra wird als Rang der Lie-Algebra
bezeichnet. Ein Satz aus der Theorie der Lie-Algebren besagt, dal der Rang einer Lie-Algebra
gleich der Anzahl der gleichzeitig diagonalisierbaren Generatoren ist. Im Falle der Gruppe SU (2)
ist nur ein Generator gleichzeitig diagonalisierbar, wir haben /3 in Diagonalgestalt gewiahlt. Da-
her gibt es auch nur einen unabhingigen Casimir-Operator, den wir bereits mit /> gefunden
haben.

Ebenfalls aus der Theorie der Lie-Algebren folgt, dafl die Eigenwerte der Casimir-Operatoren
verwendet werden konnen, um verschiedene irreduzible Darstellungen zu charakterisieren, wih-
rend die Eigenwerte der diagonalen Generatoren dazu verwendet werden konnen, die verschie-
denen Basisvektoren innerhalb einer irreduziblen Darstellung zu bezeichnen.
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Im Falle der SU (2) suchen wir daher gleichzeitige Eigenvektoren zu 12 und 3, die Eigenvek-
toren werden durch zwei (Quanten-) Zahlen A und m charakterisiert, die die Eigenwerte beziig-
lich dieser Operatoren darstellen:

Plm) = Aam),
LA,m) = m|A,m).

Die Eigenvektoren |A,n) setzen wir als orthonormiert voraus. Wir werden nun die erlaubten
Werte fiir A und m algebraisch bestimmen. Zunichst ist

(IF+5) Am) = (IF=5)[Am)=(A—m*)A,m).
Nun ist allerdings
(hym| I [hym) = (| [Ty [Am) = || Lt [Am) | >0,
und eine analoge Uberlegung gilt fiir (A, m|I3 |A,m). Daher folgt
A—m> > 0.
Dies bedeutet, dall zu gegebenen A die moglichen Werte fiir m beschrinkt sind:

—VA<m<VA

Wir definieren nun Auf- und Absteigeoperatoren durch

L = (I +il).

1
V2
Fiir 1. gelten die Kommutatorrelationen

[, 1.] =0, [BI]==+l,.
Die erste Relation impliziert
(Pl —1:17) Am) = 0,
P(lhm) = AL [hm)),

d.h die Operatoren I dndern nicht den Eigenwert A. Aus der Kommutatorrelation mit /5 folgt

(Bly —I.B) [ Am) = =Ly |Am),
Kl Am)) = (m+1) (L [hm)).

Daher ist I+ |A,m) proportional zu |A,m =+ 1) oder Null. Dies rechtfertigt die Bezeichung Auf-
und Absteigeoperatoren fiir /.. Da die moglichen Werte von m beschrinkt sind, gibe es einen
maximalen Wert mpy,x und einen minimalen Wert m,;,, fiir die dann gilt:

L |)\‘ammax> =0, I |7V7mmin> =0.
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Nun ist

P=F+B+E=201 +5-L5=2I1,+1+5

und daher
P hmmay) = (2_Lo+1+15) A, mmax)
AAsmimax) = Mmax (Mmax + 1) [, Mimax) -
Es folgt also
A = Mmax (Mmax+1).

Analog findet man

12|}V7mmin> = (21+I—+I32_I3) |)\‘7mmin>7

A |7L7 mmin> = Mmin (mmin - 1) |7L7 mmin> ,
und
A= Mmin (mmin - 1) .
Wir erhalten also
2 2
Mipax T+ Mmax = M — Mmin,
(mmax + mmin) \(mmax — Mpin + 1 )J = 0.
>0
Dies impliziert
Mmin = —Mmax-

Da die Leiteroperatoren /. den Wert der Quantenzahl m um eine Einheit erhohen oder erniedri-
gen, muf} die Differenz von mpy,x und mp,;, eine ganze (nicht-negative) Zahl sein:

meax € NO .

Wir schreiben nun my,x = j. Da 2j € Ny sind die erlaubten Werte fiir j

3

I, —,..
727

1
/ e 0—
.] 727

Ist j bekannt, so ist der Eigenwert A des Operators I> gegeben durch A = j (j+ 1). Zu gegebenen
Jj sind die moglichen Werte von m

m < {_]7_]+177]_17]}7
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m kann also (2j+ 1) verschiedene Werte annehmen. Daher ist diese irreduzible Darstellung
(2j + 1)-dimensional. (Die Darstellung ist irreduzibel, da durch die Leiteroperatoren /. alle
Basisvektoren erreicht werden, es also keine nicht-trivialen invarianten Unterrdume gibt.) Die
Darstellungen der Gruppe SU(2), die den Werten j = 0,1,2, ... entsprechen, sind gleichzeitig
auch Darstellungen der Gruppe SO(3). Die Darstellungen der Gruppe SU(2), die den Werten
Jj=1/2,3/2,... entsprechen, sind es allerdings nicht. Darstellungen mit halbzahligen Werten
von j werden als Spinordarstellungen bezeichnet.

Wir diskutieren noch eine iibliche Phasenkonvention: Wir wissen bereits, da /.. angewandt
auf |A,m) einen Vektor proportional zu |A,m £ 1) liefert:

LA,m) = A:|\,m=E1)

Fiir die Konstanten A1 gilt wegen Il =1+

AL = Wm|ILLe|Am) = \m|Lele A,m) = = (A, m|I* — I3 (I; 1) [A, m)

| =

und daher

AP = ZGGHD) —mOmE ),

Dies legt den Betrag der komplexen Zahl A fest, die Phase ist hierbei frei wihlbar. Die Condon-
Shortley-Konvention definiert

JG+1)—m(m=£1)
Ae = \/ 2

und legt somit auch die Phase fest.

5.5 Die Kugelfliichenfunktionen

Wir kehren nun zur Drehgruppe SO(3) und dem Drehimpulsoperator [ zuriick. Wir wissen be-
reits, daf die irreduziblen Darstellungen durch zwei Quantenzahlen / und m charakterisiert wer-
den. (Anstelle von j verwenden wir jetzt die Variable [.) Hierbei ist / € Ng und m € {—1,—1 +
1,...,1—1,1}. Wir wollen nun explizit die gemeinsamen Eigenfunktionen von L? und L3 bestim-
men. Fiir rotationssymmetrische Probleme empfiehlt sich die Verwendung von Kugelkoordinaten

(r,9, ). Driickt man die Operatoren L? und L3 durch Kugelkoordinaten aus, so findet man

B [0 (aed ), 1
L= —h [sinﬁaﬁ smﬁaﬁ +Sin2ﬁ8(p2 ’
i, = M9
S i0Q
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Wir suchen also Funktionen Y, (9, @) fiir die gilt

L (e ) L2y (9,9) = [(I+1)Y,(0,9)
snvao \""V9s ) T st aez | VP = im (0, 9)

10

Wir machen einen Separationsansatz

Yim (8,9) = f(cosB)g (o).

(Der Ansatz f(cos®) anstelle eines zunzchst natiirlicheren Ansatzes f(9) erfolgt im Vorgriff auf
eine spitere Vereinfachung.) Dann ergibt die zweite Differentialgleichung sofort

g(p) = M.

An dieser Stelle sehen wir, dafl halbzahlige Werte fiir / (und damit auch fiir 72) nicht erlaubt sind:
Wir sind an stetigen Wellenfunktionen interessiert, daher muf3 insbesondere gelten:

g(2m) = £(0).

Diese Bedingung ist fiir ganzzahlige Werte von m erfiillt, aber nicht fiir halbzahlige.
Setzt man nun den Separationsansatz in die erste Differentialgleichung ein und geht zu der
Variablen § = cos ¥ iiber, so erhilt man die Differentialgleichung

d? d m?
(1-&2)d—&2—2§d—§+1(1+1)— -

Die Losungen dieser Differentialgleichung sind durch die assozierten Legendre-Funktionen Py, (€)
gegeben.
Bemerkung: Da m in der Differentialgleichung nur quadratisch eingeht, spielt das Vorzeichen
von m keine Rolle.

Wir diskutieren zunichst die Legendre-Polynome P;(§), /=0,
bilden ein orthogonales Funktionensystem auf dem Intervall [—1,
tion w(§) = 1, d.h.

f& =0

1,2,.... Die Legendre-Polynome
1] beziiglich der Gewichtsfunk-

2
20+1

-

1
[ dErE©RE) =
—1

(Der Faktor 2/(21 + 1) auf der rechten Seite ist hierbei Konvention.) Die Legendre-Polynome
sind Losungen der Differentialgleichung

2 .9

(-2~ +10+1)] £E) = 0
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wobei man die obige Differentialgleichung im Spezialfall m = 0 wiedererkennt. Analog zu den
Hermite-Polynomen kénnen auch die Legendre-Polynome auf verschiedene Arten definiert wer-
den. Die erste Definition basiert auf einer erzeugenden Funktion

S ipl(g)t’ —1<E<1, Jt|<1.

V1 =28 +12 = ’ D

Die zweite Moglichkeit definiert die Polynome explizit:

: (20— 2k)!
k;(—l) (l—k)!(l—Zk)!k!Z’gl %,

wobei [ | fiir die groBte ganze Zahl kleiner oder gleich [/2 steht. Als dritte Moglichkeit konnen
die Legendre-Polynome durch die Formel von Rodrigues definiert werden:

1 d

ﬁd—&,(iz—l)l-

P& =
Als vierte Moglichkeit konnen die Legendre-Polynome rekursiv durch

Po(€)=1, P(§)=¢&  (I+1)P1(8) =2+ 1)CP(E)—IP—1(8).

Die Legendre-Polynome bilden ein vollstindiges Funktionensystem auf dem Intervall [—1,1]
und es gilt

PE)P(E) = 8(8-¢).

Nachdem wir nun die Legendre-Polynome diskutiert haben, konnen wir nun die assozierten
Legendre-Funktionen P, (&) fiir 0 < m <[ definieren. Sie sind gegeben durch

d"
Pn(®) = (1"(1-8)"" R ().
Sie sind, wie bereits erwédhnt, Losungen der Differentialgleichung

2

¢ &2>d§2 &&+1<1+1> | A @ = 0.

1

Bemerkung: Der Faktor (—1)™ in der Definition der assozierten Legendre-Funktionen Py, (&)
entspricht der Condon-Shortley-Konvention. Nicht alle Lehrbiicher folgen dieser Konvention.
Fiir die assozierten Legendre-Funktionen P,,,(§) gilt die Relation

Py (_g) - (_1>l+mle (&) :
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Wir kdnnen nun alle Teile zusammenfiigen und definieren die Kugelflaichenfunktionen durch

Vin(d,0) = ()" \/ i P (cos) ™.

Der Wurzel-Vorfaktor definiert die Normierung. Es gilt die Orthogonalitétsrelation

T
/ 4% sind / O Vi (9,0) Yy (8,0) = S8y

und die Vollstindigkeitsrelation

=) !

12‘6 Zlnmw,@*nmw’,m’) = (sin®)~'3(0 —9)3(¢—¢').

Weiter ist

Yim(9,0)" = (=1)"Y), (0, 9).

Die Kugelflaichenfunktionen fiir / = 0, 1,2 lauten ausgeschrieben

cos®, Y = —\/isim‘} e®,
81
/5 B /15 . i /15 2ig.
Y0 = Ton (3cos O 1) Yo = o sindcosVe'”, Y = on sin’ 9 e

Wir fassen zusammen: Die Kugelflichenfunktionen sind gleichzeitig Eigenfunktionen zu den

Yoo =

Yio =

Operatoren L und L3 und es gilt

P2 (8,9) = KII+1) Yim(9,0),
L3 Y (9,9) = hmY, (9,9).

5.6 Das idealisierte Wasserstoffatom

Wir diskutieren nun ein Teilchen mit der Masse m und der Ladung —e, welches sich im Cou-
lumbpotential V(r) = —e?/r befindet. Wir denken dabei an ein Wasserstoffatom, allerdings be-
handeln wir dabei den Atomkern als klassische statische Quelle des elektromagnetischen Feldes.
Wir interessieren uns fiir die Wellenfunktion des Elektrons. Auch in der Beschreibung des Elek-
trons machen wir eine Niherung und ignorieren zunidchst den Spin des Elektrons. Desweiteren
behandeln wir das Problem nicht-relativistisch.
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Der Hamilton-Operator ist gegeben durch

2 2 2
A L—Q_e h

2mp r 2m r

Auch hier empfiehlt sich wieder die Verwendung von Kugelkoordinaten. Der Laplace-Operator
ausgedriickt in Kugelkoordinaten lautet

A = ﬁ_kgi_k;i ‘nﬁi +#a_2
T 92 ror Zsnvoo Va9 ) T 2sin?9d¢r

Im Winkelanteil erkennen wir den Drehimpulsoperator £.> wieder

? 20 1 =z,

A= 42 " j2
ar2+r8r h2r?
Somit ist
. 2 29 1z
2 2 2
= W5+ )+ 5L
P n (8r2+r8r)+r2
und
. R (9> 20 1 2z, ¢
A= -2 (X422 Pr-c
2m <8r2 + rar) + 2mr? r

Anhand dieser Form ist auch offensichtlich, daB A, iz und ﬁg paarweise miteinander kommutie-
ren. (Wir wissen bereits, daf 72 und L3 kommutieren. Diese beiden Operatoren hingen nur von
den Koordinaten ® und ¢ ab, aber nicht von . A enthilt aber abgesehen von i nur die Koor-
dinate r.) Wir konnen daher gleichzeitig Eigenfunktionen zu den drei Operatoren H, i und L3

bestimmen. Dies ist vorteilshaft, da wir die Eigenfunktionen zu EZ und 3 bereits kennen, dies
sind die Kugelflichenfunktionen ¥},,, (%, ¢). Auch hingt der Hamilton-Operator nicht explizit von
der Zeit ab, daher reduziert sich das Problem auf die zeitunabhingige Schrodingergleichung

2mr? r

9> 20 1 2. &2
Wir machen den Separationsansatz

W(r7ﬁ7(P) = R(V)Ylm (ﬁv (P) .

Fiir R(r) ergibt sich die Differentialgleichung

R (0> 20 RPL(I+1) &
[—%(ﬁ+;$)+w—7” R =0
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Diese Differenzialgleichung enthilt sowohl zweite als auch erste Ableitungen. Durch die folgen-
de Substitution 148 sich die erste Ableitung eliminieren. Wir setzen

R(r) = @, limu(r) =0.
r r—0
Die Forderung u(0) = 0 verhindert, daf fiir kleine Werte r sich die Wellenfunktion y(r, 3, ¢) wie
1/r verhilt. Dies ist nicht erlaubt, da

1
%]

zu einem Widerspruch fithren wiirde. Es ist

£(5) 24(42) = Lo

und daher erhalten wir fiir u(r) die Differenzialgleichung

R d> RA(I+1) €
————+———F—+———-F = 0.
[ 2m dr? 2mr? r } u(r)

Wir bezeichnen

Ve RPL(I4+1) €
eff = 2mr? r
als effektives Potential. Die Differenzialgleichung fiir den Radialanteil entspricht einem ein-
dimensionalen Problem mit dem effektiven Potential V.¢. Wir definieren die folgenden Grof3en:
h? o 2 1 me*
=—5~0534A o=—~— Ry = — =~ 13.6eV.
0= e he 137 YT om ©
Wir bezeichnen a als Bohrscher Radius, o als Feinstrukturkonstante und Ry als Rydberg-
energie.

5.6.1 Bindungszustinde

Wir betrachten zunichst die Bindungszustinde mit £ < 0. Es ist hilfreich, zundchst die Diffe-
rentialgleichung fiir kleine Werte von r und grole Werte von r zu untersuchen. Fiir kleines r
dominiert der Zentrifugalterm und die Differentialgelichung vereinfacht sich zu

R d*>  RAL(1+1)

re VTl ~ 0.
2mdr2+ 2mr? u(r)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet

l

I+1 +cor .

u(lr) = cir
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Wegen u(0) = 0 folgt ¢, = 0.
Fiir r — oo konnen wir die Terme proportional zu 1/r? und 1/r gegeniiber E vernachliBigen.
Die Differentialgleichung vereinfacht sich zu

n? d?
———-—-FE = 0.
[ 2mdr? } u(r)
Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet

1
u(r) = e ™ +che", K=+ 2m(—E).

Da wir normierbare Losungen suchen, folgt ¢, = 0.
Es empfiehlt sich nun, das asymptotische Verhalten fiir » — 0 und r — o abzuspalten. Wir
fiihren die dimensionslose Grof3e

& = 2«r
ein und setzen
u(r) = xr) e w(2kr) = &H]e_%w(&).
Dann ergibt sich fiir w(§) die Differentialgleichung

d? d
&a?+&ma—®354u4—mﬂw@>= 0.

£ = me* & | m®? | Ry
O 7«2 ne\2(=E) " \| (CE)
gesetzt haben. Die obige Differentialgleichung ist ein Spezialfall der Kummerschen Differenti-
algleichung

wobei wir

2
[§%+w—®%—4w@ o,

mith =2]+2und a =1+ 1 —§&p. Die Losung der Kummerschen Differentialgleichung ist eine
konfluente hypergeometrische Funktion, gegeben durch

w = c a =c y @&—k
(&) - lFl( 7b7‘t3) ]Z%)(b)kk',

wobei das Pochhammersymbol durch

['(a+k)

(a), = ) =(a+k—1)(a+k—2)...(a+1)a
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definiert ist. Ist a eine nicht-positive ganze Zahl (d.h. a € {0,—1,—2,-3,...}) so ist (a)ry =0
fir k > |a|, da in diesem Fall das obige Produkt der k Faktoren die Null enthilt. In anderen
Worten: Fiira € {0,—1,—2,—3,...}) bricht die obige Summe in der Definition der Funktion | F}
ab. Wir zeigen nun, daf} dieser Abbruch notwendig fiir die Normierbarkeit der Losungen ist.
Angenommen, die Reihe wiirde nicht abbrechen. Dann 148t sich zeigen, daB w(&) fiir & — oo das
asymptotische Verhalten

gy
o)

hat. In diesem Falle wire die Wellenfunktion nicht normierbar. Wir miissen also fordern

lim 1Fi (a,b,&)
Eroo

—a € Np,
bzw.
&0 -1 € N

Also ist &y = n eine natiirliche Zahl groBer als /. Fiir die erlaubten Energieeigenwerte ergibt sich
somit

R
E, = ——z, neN, [<n.
n

Wir bezeichnen n als Hauptquantenzahl. Der Ausdruck n, =n—1[ — 1 wird als Radialquan-
tenzahl, findet aber nicht so hdufige Verwendung. w(&) ist dann gegeben durch

B n—Il—1 (l—l—l—n) &k
w® = ¢ X ot

An dieser Stelle bietet es sich an fiir den Fall &y = n die Laguerre-Polynome zu diskutieren. Fiir
&o = n betrachten wir die Differentialgleichung

d2
LRI 1= D] W) = o

die wir auch durch die Substitution n, =n—1[1—1 und o0 = 2/ + 1 wie folgt schreiben koénnen:
e ar1-9L 1 ]we = o
dt? g -

Die Losungen sind durch die verallgemeinerten Laguerre-Polynome L,(,(}) (€) gegeben. (Die “nicht-
verallgemeinerten” Laguerre-Polynome entsprechen oo = 0.) Fiir die verallgemeinerten Laguerre-

Polynome L,(l(rx) (&) konnen wir wieder vier verschiedene Defintionen angeben. Die erste Definiti-
on basiert auf einer erzeugenden Funktion:

1 s o (o)
mexp( 1—[) ZL tn, |t‘<1

n=0
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Die zweite Moglichkeit definiert die Polynome explizit:
i =D"(n + o gm
m!
m=0

Als dritte Moglichkeit konnen die Laguerre-Polynome durch die Formel von Rodrigues definiert
werden:

L9 ) = &n!e§ jgn (gnm _g>

Als vierte Moglichkeit konnen die Laguerre-Polynome rekursiv durch

i/ ©=1 1Y@ =1+a-& (i DL E) = Crtat1-LY €~ (1+ 0L, ()
definiert werden. Die verallgemeinerten Laguerre-Polynome LSZOC) (€) bilden fiir festes o auf dem
Intervall [0,c0] ein orthogonales Funktionensystem beziiglich der Gewichtsfunktion £% 5. Es

gilt

IF(n+a+1)
n!

[deeee L @ @) = Sun-
0

Wir bendtigen auch das folgende Integral

/dggoﬁle&(b(ft)(&))z — M(2n+a+l).
0

n!

Wir konnen nun alle Teile zusammenfiigen. Die Wellenfunktion fiir gebundene Zustinde ist ge-
geben durch

\V(ry 19, (P) = ¢R (}”) Yim (ﬁa (P) = CMTYlm (67(P) = %§l+leigw(&) Yim (ﬁv (P)

Wir bestimmen nun ¢ aus der Normierung:
=3 L% 21 )
1= / &x [y =4l / arr? [ as sind [dpge (L1 (©) 1Yin (0. 0)P
0 0

C 2 n .
- e ) - o
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und wir erhalten mit x = 1/(nag)

Somit ergibt sich unser Endergebnis

2 [(n=1-=1)_ _& (1)
= 7 L Y,
\anm(raﬁaq)) 2 ag(n—I—l)! &e 2 n—l—l(&) lm(ﬁv(p)
mit
§:2Kr:£
nag
und

nef{l,2,3,..}, 1€{0,1,..n—1}, me{—l,—1+1,...1—1,1}.

Die Wellenfunktionen sind orthonormiert:
oo T 2n
/dr rz/dﬁ Sll’lﬁ/d(p Wnim (raﬁa(P)*llfn’l’m’ (r,ﬁ,(p) = S &1y -
0 0 0

Bemerkung: Man erhilt §;,/0,,,, aus der Orthogonalitétsrelation der Kugelflichenfunktionen. Die
Orthogonalitt fiir [ = I/, m = m’ aber n # n’ folgt am einfachsten aus der allgemeinen Aussage
der Quantenmechanik, dall Eigenfunktionen des Hamiltonoperators zu verschiedenen Energie-
eigenwerten orthogonal sind. Die Orthogonalitit fiir n # n’ folgt nicht auf einfacher Weise aus
der Orthogonalititsrelation der verallgemeinerten Laguerre-Polynome. Dies liegt zum einen dar-
an, daB die Variable & von n abhingt, zum anderen, daB in der Gewichtsfunktion &“e’g bzw.

den Laguerre-Polynomen L,(i)l_] unterschiedliche Werte von o auftreten: oo = 2/ + 2 in der Ge-
wichtsfunktion, &« = 2/ 41 in den Laguerre-Polynomen. Wihlt man den Weg iiber die Laguerre-

Polynome, so benotigt man die Identitét

/ de E22, 3 () 2 (i) Lflgulnl(&) _ gt (D! o
0

n n (n—1—1)!

5.6.2 Kontinuumszustinde

Die Bindungszustinde des Wasserstoffatoms bilden alleine kein vollstindiges Funktionensy-
stem. Um ein vollstindiges System zu erhalten, miissen wir noch die Kontinuumszustiande (oder
Streuzustinde), die durch £ > 0 charakterisiert werden, beriicksichtigen. Wir analysieren daher
noch die Differentialgleichung fiir u(r) im Falle E > 0.

R d*>  RA(1+1) €

v mur) ¢ g _—
2mdr2+ 2mr? r u(r)
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Am Verhalten fiir kleine r dndert sich nichts, auch die vereinfachte Differentialgleichung fiir
groBBes r hat die gleiche Form:
h? d*
[

2mdr?
Da E nun positiv ist, erhalten wir nun allerdings oszillierende Losungen:
1

u(r) = cre® 4™, k= 7 2mE,
die beide nicht verboten sind. Wir fithren nun eine dimensionslose, aber komplexe Grof3e ein:
p = —2ikr
und machen den Ansatz
u(r) = p'*eiv(p).

Fiir v(p) erhalten wir die Differentialgleichung

d? d .
pd—pz-i—(ZZ—i—z—p)d—p—(l-l-l—lPo)} vip) = 0,

wobei wir

gesetzt haben. Dies ist wieder die Kummerschen Differentialgleichung, diesmal mit b = 2/ +2
und a = [+ 1 —ipg. Als Losung haben wir somit

v(p) = ¢ 1F (l+1—ip0,2[+2,p).
Somit lautet fiir E > 0 unsere Wellenfunktion
\VE,lm (}", ﬁv (p) = _ZiCkpleig lFl (l +1- iva 21+ 27 p) Ylm (197 (p) .

Diese Wellenfunktion ist nicht auf Eins normierbar. Wir wihlen die Konstante ¢, welche von £
und / abhingen darf, so daf} gilt

/ X i (1,9,0) Wt (1 0,0) = S (E —E') 818

Die Orthogonalitiit fiir £ # E’ folgt bereits aus der allgemeinen Theorie, da Eigenfunktionen zu
verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind. Wir konnen daher die obige Gleichung iiber E/ mit
einer Testfunktion f(E’) integrieren und daraus die Konstante ¢ bestimmen.

Bezeichen wir mit |nlm) die gebundenen Zustinde und mit |Elm) die Kontinuumszustinde,
so lautet die Vollstandigkeitsrelation

—

n—

oo l
Z Z Z |nlmy) ( nlm|+/dEZ Z |Elm) (Elm| =
n=1[=0m=

_ =0m=—1
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5.7 Der Zeeman-Effekt

Wir hatten schon den Hamilton-Operator fiir ein Teilchen im elektromagnetische Feld eingefiihrt:
. 1 [(h= qg-\°
A = — (—,V— gA) +q®.
2m \ i c

Wir betrachten nun die Situation, in dem wir neben einem elektrischen Feld noch ein konstan-
tes Magnetfeld haben. Dieses wird durch das Vektorpotential A beschrieben. Fiir ein konstantes
Magnetfeld konnen wir schreiben

Es gilt in diesem Fall

d.h. wir arbeiten in der Coulomb-Eichung. Dann ist

e e o -
Q(V-A-I- V)llj — ﬂA'V\U
2mce mc
und somit
N h? ihq » - 2
A = 2 Aa+MMEve T 240
2m mc 2mc?
Fiir die zusétzlichen Terme gilt
'h - =2 .h = = .h = =3 - =
gxy — 1" (X’xB) v e (X’xV) B—_17.B
mc 2mce 2mce 2mce

Dieser Term liefert einen Beitrag zum Paramagnetismus. Fiir den dritten Term gilt
2 2 2 2 2
a° » _ 4 (_» —’> _q 232 (_, —’>
A- = xB) = B —(X-B .
2mc? gmc2 \ 8mc? (x g

Dieser Term liefert einen Beitrag zum Diamagnetismus. Fiir kleine bis moderate Magnetfelder
kann der diamagnetische Term gegeniiber dem paramagnetischen Term vernachldssigt werden.
Wir betrachten daher den Hamilton-Operator

. h? I
A = - A+qo--LIB
2m 2mc

Orientieren wir das Magnetfeld entlang der z-Achse B = Bés, so haben wir

. 1?
H = —A+qd- Zq

—~ Bis.
2m mc
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Was sind nun die Eigenfunktionen zu diesem Hamilton-Operator? Diese Frage ist leicht zu be-

antworten, da wir bereits gleichzeitige Eigenfunktionen zu den Operatoren H (B = 0), L? und
L bestimmt haben. Der Hamilton-Operator A unterscheidet sich vom Operator A (B = 0) nur
durch einen Term proportional zu L3, daher sind die im Falle B = 0 bestimmten Eigenfunktionen
|nlm;) auch Eigenfunktionen zum obigen Hamiltonoperator fiir B # 0. Fiir den Energieeigenwert
gilt nun allerdings:

(a),

R
En,l,ml - _I’l_g] + thmla W = Ime

Man bezeichnet m;, als Larmorfrequenz. Ein konstantes Magnetfeld hebt also die Entartung der
Energieeigenwerte in der dritten Quantenzahl m; auf. (Um eine Verwechselung mit der Masse m
zu vermeiden, bezeichnen wir hier die dritte Quantenzahl mit m;.) Die Aufspaltung der Energie-
niveaus bezeichnet man als Zeeman-Effekt. Als Bohrsches Magneton bezeichnet man die Grof3e

e

KB = 2mce

5.8 Der Spin

Experimentell beobachtet man allerdings eine andere Aufspaltung der Energieniveaus im Spek-
trum des Wasserstoffatoms. Diese Beobachtungen, als auch das Stern-Gerlach-Experiment fiih-
ren zu der Schlussfolgerung, dafl das Wasserstoffatom im n = 1, / = 0 Eigenzustand zweifach
entartet ist und beziiglich der dritten Komponente des (Gesamt-) Drehimpulsoperators die Quan-
tenzahlen £1/2 besitzt. Dieser zusitzliche Freiheitsgrad wird als Spin bezeichnet. Da die Quan-
tenzahlen halbzahlig sind, handelt es sich um Darstellungen der Gruppe SU(2) und nicht um
Darstellungen der Gruppe SO(3). Wir definieren den Spin-Operator als

O
2 h., h
S = — = —
2°72 @2 |
03

wobei die 6; die Pauli-Matrizen sind. Wir bezeichnen mit | 1) und | |) die Eigenvektoren zu $3:

A h
S = S,
A h
S = =31

In der Darstellung

ist



| 1) und | J) stellen keine Ortsraumwellenfunktionen dar. Man muf sich vielmehr an jedem Punkt
X des Ortsraumes einen zusitzlichen zwei-dimensionalen Vektorraum vorstellen, der durch | 1)
und | |) aufgespannt wird. Es gilt

tIn=ulh=1 @lH=0

Die Vollstindigkeitsrelation lautet;

A+ = L

Ein beliebiger Spinzustand ist eine Linearkombination der Basisvektoren

X+ T +x-1),  x+.x- €C,

den wir auch als zweikomponentigen Spaltenvektor darstellen konnen:

i- ()

Man bezeichnet diesen zweikomponentigen Spaltenvektor als einen Spinor.

Wir diskutieren noch das magnetische Moment: Wir betrachten wieder das Elektron eines
Wasserstoffatoms (mit Ladung ¢ = —e). Legen wir ein konstantes Magnetfeld an, so miissen wir
einen Term

5B

im Hamilton-Operator beriicksichtigen. Man bezeichnetﬁ als magnetisches Moment. Aufgrund
des Bahndrehimpulses ergibt sich ein Beitrag
2 q 7%
HBahn %L-

Dies entspricht genau dem paramagnetischen Term, den wir bereits diskutiert haben. Auch der
Spin liefert einen Beitrag zum magnetischen Moment. Wir schreiben

r q @
in = g—S
HSpin 8 e

und bezeichnen g als gyromagnetischen Faktor. Die Herleitung des Beitrages des Spins zum
magnetischen Moment und des Faktors g ist im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik
(Dirac-Gleichung) moglich. Die Dirac-Gleichung liefert den Wert g = 2. Behandelt man auch
das elektro-magnetische Feld quantisiert und geht man zu einer Beschreibung im Rahmen einer
Quantenfeldtheorie iiber, so findet man im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED)

(0
g = 2+E+O(oc2).
Man bezeichnet die Abweichung
g—2
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vom Wert der Dirac-Theorie als das anomale magnetische Moment. Die anomalen magneti-
schen Momente des Elektrons und des Myons sind zwei mit sehr hoher Genauigkeit berechnete
und gemessen GroBen. Der Vergleich des experimentellen Wertes mit dem theoretischen Wert
erlaubt Riickschliisse auf noch unbekannte Elementarteilchen.

Wir fassen zusammen: Der Hamilton-Operator eines Elektrons mit Spin 1/2 im Coulomb-
Potential des Wasserstoffatomkerns und einem duf3eren konstanten Magnetfeld lautet

. h2 2
A= Paliiag)n
2m 2mce

Ein allgemeiner Zustand wird durch einen Zweiervektor beschrieben, dessen Komponenten “nor-
male” Wellenfunktionen sind, also

v = (S ) — v v @

Der Bra-Vektor ist dann
(W = (@0 v (X0)" ) = v (%) ([ +y- (F0)" (1.
Die Normierungsbedingung ist durch
(wlw) /d3 s xt|+/d3 - (

gegeben. Fiir die Zeitentwicklung eines Zustandes gilt ausfiihrlich aufgeschrieben

(88 - (et o (1)

ot
Hierbei kennzeichnet 1 die 2 x 2 Einheitsmatrix im Spinraum. S ist ein Dreiervektor im Ortsraum,
dessen Eintrige 2 x 2-Matrizen sind, die auf den Spinraum wirken. Das Skalarprodukt

B - h B3 B) —iB,
2\ Bi+iB, —B;
ist dann eine 2 x 2-Matrix, die <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>