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1 Einfiihrung

1.1 Literatur
- F. Schwabl, Quantenmechanik fiir Fortgeschrittene, Springer, Berlin
- J.J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics, Addison-Wesley, Reading
- J.D. Bjorken, S.D. Drell, Relativistic Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York

- P.G. de Gennes, Superconductivity of Metals and Alloys, Westview Press, Boulder

1.2 Axiome der Quantenmechanik

Wir wiederholen die Postulate (oder Axiome) der Quantenmechanik (fiir ein Teilchen und eine
Raumdimension):

1. Der Zustand eines Systems wird durch eine Wellenfunktion y(x,?) beschrieben, wobei
die GroBe |y(x,t)|2dx die Wahrscheinlichkeit angibt, daB sich das Teilchen zur Zeit ¢ im
(infinitesimalen) Volumenelement dx am Orte x befindet.

2. Jeder Observablen O entspricht ein hermitischer Operator O, wobei der Observablen f(0)
der Operator f(O) entspricht.

3. Der Erwartungswert eines Operators ist gegeben durch
(0) = (w.0v) = [ drulxr) Owlw).

4. Die Zeitentwicklung ist durch die Schrédinger-Gleichung gegeben

A

9 B
lha—t\u(x,t) = Hvy(x,1).

5. Reduktion der Wellenfunktion: Sei O ein hermitischer Operator mit den Eigenwerten A,,
und den Eigenfunktionen vy,. Wird bei einer Messung von O der Wert A j gemessen, SO
geht die Wellenfunktion des Systems iiber in ;. Ist der Eigenwert A; entartet, so geht die
Wellenfunktion iiber in eine Linearkombination der Basisfunktionen des zu A ; gehdrenden
Eigenraumes.



1.3 Die Wellenfunktion

In der obigen Auflistung der Axiome haben wir uns auf eine Raumdimension beschrinkt. Die
Erweiterung auf drei Raumdimensionen (oder jede andere Anzahl von Raumdimensionen) stellt
kein Problem dar. In drei Raumdimensionen wird ein physikalisches System durch eine Wellen-
funktion y(X,¢) beschrieben. Beschreibt die Wellenfunktion y(X,7) ein physikalisches Teilchen,
so gibt

y (%,1)]? d*x

die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen zur Zeit ¢ im infinitesimalen Volumenelement d°>x am
Ort X zu finden. Die Wahrscheinlichkeit ist auf Eins normiert:

[&x P = 1,
und gleichbedeutend mit der Aussage, dall die Wahrscheinlichkeit das Teilchen zum Zeitpunkt ¢
irgendwo anzutreffen gleich Eins ist. Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist ein Teil der Ko-

penhagener Deutung der Quantenmechanik, insbesondere wird hiermit die deterministische Phy-
sik aufgegeben.

1.4 Operatoren

Wir wiederholen die wichtigsten Eigenschaften von Operatoren: Wir bezeichnen mit L? (R, C)
(oder kurz L?) den Raum der quadratintegrablen komplex-wertigen Funktionen f : R — C, d.h.

Fe*(R,C) —> /dx ()2 < oo.

Fiir festes ¢ sind die Wellenfunktionen y(x,), betrachtet als Funktionen von x, Elemente von 12,
da

[ dx P =1
gilt. Auf dem Funktionenraum L? definieren wir ein Skalarprodukt durch

(wiw) = [ devio)" o).

Dieses Skalarprodukt ist linear im zweiten Faktor und antilinear im ersten Faktor:

(Wi,e2v2+c3y3) = (Y1, ¥2) +c3(Yi,¥3),
(ctyi+cay2,¥3) = 1 (Y1,¥3) +c3 (Y2, ¥3).
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Weiter gilt, wie man leicht zeigt,

(L) = (yv2,y1).

Wir bezeichnen zwei Funktionen 1, € L? als orthogonal, falls

(WDWZ) =0

gilt.

Wir wenden uns nun Operatoren zu. Es sei D C L? eine Teilmenge des Raumes der quadra-
tintegrablen Funktionen. Eine Abbildung

O : D-IL?
bezeichnen wir als einen linearen Operator, falls gilt

O(cryi+ayn) = 1Oy +a0vs,  yi,y eL?  c,c2€C.

Beispiele fiir lineare Operatoren sind

X,

ox’ ox ox2’

Wir sehen nun auch, warum wir uns bei der Definition eines Operators auf eine Teilmenge D

(Definitionsbereich) des Raumes L? beschrinkt haben: Im L2 gibt es Funktionen v, die — da

sie aus L? sind — quadratintegrabel sind, aber andererseits dergestalt sind, so daB (xy) nicht

quadratintegrabel ist. Ein Beispiel hierfiir wire eine Funktion die im Unendlichen wie 1 /x abfillt.
Die linearen Operatoren bilden eine Algebra. Es ist

O : y—c(Oy),
01—1—02 Y= 01W+ OQW,
0102 Y= 01 (02\]}) R
Der Einsoperator und der Nulloperator sind wie folgt definiert
0 : yv—=0-y=0,
I : y—=1-y=wy.

Wir betrachten nun Operatoren in Verbindung mit dem Skalarprodukt. Da Oy, € L? gilt, kénnen
wir schreiben



Wir nennen O' den zu O adjungierten Operator, falls fiir alle 1,y € L? gilt

(ﬁllfl,\lfz) = (‘I’hOA‘I’Z)’
d.h.

/Oodx <OATW1(X)>* W2 (x) = /deIIfl(x)*Ollfz(x)-

Wir nennen einen Operator O hermitisch (oder selbstadjungiert), falls

o = 0.

Fiir einen hermitischen Operator gilt also
/ dx (O yi(x)) " yn(x / dx y1(x)" O ya(x).

In der Quantenmechanik sind hermitische Operatoren besonders wichtig. Beispiele fiir hermiti-
sche Operatoren sind

. . _ho n? o
X = - — R
’ P i ox’ 2m ox?’
Der Ortsoperator ist in der Ortsraumdarstellung durch einfache Multiplikation mit x gegeben,
X = x

der Impulsoperator hingegen enthélt einen Ableitungsoperator. Wir zeigen kurz explizit, dafl der
Impulsoperator hermitisch ist:

/m dx (w1 ()" wal) = / ax (35wl )) / ax (35w ) wal

ho
= /dx‘lll(x)*ya\lfzx Z/dx\lll x)" pya(x),

wobei einmal partielle Integration verwendet wurde. Desweiteren beschreibt

2 2 2
H = _h_a_ — 1 Ei — LﬁZ,
2m ox? 2m \ i dox 2m

den Hamilton-Operator fiir ein freies Teilchen. Wir konnen diesen Operator durch ein Produkt
von zwei Impulsoperatoren ausdriicken. Wir erhalten somit auch Produkte von Operatoren. Hier-
bei ist zu beachten, daf} in Produkten die Operatoren im allgemeinen nicht miteinander kommu-
tieren. Um dies zu sehen, wenden wir zunédchst den Ortsoperator £ und dann den Impulsoperator
p auf eine Wellenfunktion an. Die Produktregel liefert

prwen) = T2 (e (xn) =t S0+ ()



Wenden wir dagegen zuerst den Impulsoperator p und dann den Ortsoperator X an, so erhalten
wir

o ~ho
Py (x,t) = x?aw(x,t).

Wir sehen also, da3 wir unterschiedliche Ergebnisse erhalten. Wir definieren den Kommutator
zweier Operatoren als

8] = AB-BA.
Fiir das obige Beispiel ergibt sich
£, 0l (x,1) = ihy(x1),
bzw.
[%,p] = ih.

Gilt fiir zwei Operatoren [A, B] =0, so sagt man, daf diese Operatoren miteinander kommutieren.
In diesem Fall (und nur in diesem Fall) darf man die beiden Operatoren vertauschen:

AB = BA, falls [A,B]=0.

Klarerweise kommutiert jeder Operator mit sich selbst, d.h.

A

[A,A] = o.

Fiir die Orts- und Impulsoperatoren finden wir also die Vertauschungsrelationen

Unser Startpunkt fiir die Wiederholung der Quantenmechanik war die Beschreibung eines Teil-
chens durch eine Wellenfunktion y(x,7). Da wir x als Variable gew#hlt haben, bezeichnen wir
diese Beschreibung als Ortsraumdarstellung. Nun konnen wir auch beziiglich x eine Fourier-
transformation ausfithren und gelangen so zur Impulsraumdarstellung. Wir definieren die Fou-
riertransformierte ¢(p,#) der Wellenfunktion y(x,¢) als

o(p,t) = /dxw(x,t)e%l”‘.



Die Riicktransformation lautet

Oodp i

v = [ Lo(pnetr

—o0

Wiederholen wir die Herleitung in der Impulsraumdarstellung, so finden wir, daf} in der Impuls-
raumdarstellung der Orts- und der Impulsoperator durch

ha
iop’

A

gegeben sind. Es 146t sich leicht nachpriifen, daf3 auch in der Impulsraumdarstellung die obigen
Vertauschungsrelationen gelten. Die Vertauschungsrelationen sind von der gewihlten Darstel-
lung unabhingig.

1.5 Erwartungswerte

Zur Beschreibung lokalisierter Zustinde verwendet man Wellenpakete. Ein Wellenpaket ist eine
Superposition ebener Wellen zu verschiedenen Impulsen p und 146t sich schreiben als

o)

wix) :!/fﬂ¢mw%

2
p-xf%t>
21h ’

—o0

Man spricht von einem Gaufischen Wellenpaket falls die Funktion ¢(p) von der Form

o(p) = Ce—‘é—;(P—Po)z

ist, wobei C und d zwei Konstanten sind. Wir setzen voraus, das die Normierungskonstante C
eine reelle positive Zahl ist. Aus der Normierung der Wahrscheinlichkeit findet man

1
C = (8nd*)*.
In drei Raumdimensionen lauten die entsprechenden Formeln:

. &Ep o %(’”‘%f) 5 L (5—po)®
V(X)) = /Wq)(l?)e ,  0(p) = Ce ;

die Konstante d beschreibt die Breite des Wellenpaketes. Bestimmen wir noch den Erwartungs-
wert fiir den Ort x:

) = /dx W) xy(n) = /dxx|\u(x,t)|2.



Dieses Integral 148t sich leicht durch folgenden Trick berechnen

/dxx|\|fxt /dx x——t |\|l /dx|\|fxt2

%,_/
0 1

Der Erwartungswert des Ortes bewegt sich also mit der Geschwindigkeit v = po/m fort. Man
bezeichnet v auch als Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets. Es gilt

po _ JE
m  op

P=Dpo

Im Kontext von Wellenpaketen ist eine Unterscheidung von Gruppengeschwindigkeit und Pha-
sengeschwindigkeit notwendig. Die Phasengeschwindigkeit einer einzelnen ebenen Welle ist
definiert als die Geschwindigkeit konstanter Phase und fiir die ebene Welle exp(i(px — Et)/h)
gegeben durch

E_p

Vphase D m

Es ist zu beachten, daf} die Phasengeschwindigkeit von p abhéngt.

1.6 Die Schrodingergleichung
Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion ist durch die Schrodinger-Gleichung gegeben

A

L9 B
zhglp(x,t) = Hy(x,1).

Die Schrodinger-Gleichung ist von erster Ordnung in der Zeitableitung. Die Wellenfunktion
(X, 1) wird somit aus der Anfangsbedingung y(¥,0) bestimmt.

Die Schrodinger-Gleichung ist linear und homogen in der Wellenfunktion. Es gilt daher
das Superpositionsprinzip. Falls y; (¥,7) und y; (¥, 1) zwei Losungen der Schrodinger-Gleichung
sind, so 1st auch

Vi (fvt)"f—WZ ()_C)vt)

eine Losung der Schrodinger-Gleichung.
Oft hingt der Hamilton-Operator nicht von der Zeit ¢ ab. Fiir zeitunabhingige Hamilton-
Operatoren fiihrt der Separationsansatz

y(x,1) = e
die Schrodinger-Gleichung



tiber in die Eigenwert-Gleichung
Hy(x) = Ey(x).

Bemerkung: Einen Zustand der Form y(x,7) = e HE! y(x) bezeichnet man als stationiren Zu-
stand, da die Wahrscheinlichkeitsdichte

el = )

nicht von der Zeit abhéngt.

Eine Faustregel zur Bestimmung des Hamilton-Operators erhélt man aus dem Korrespon-
denzprinzip. Das Korrespondenzprinzip besagt, dal quantenmechanische GesetzmiaBigkeiten
fiir » — 0 in klassische iibergehen miissen. Die klassische Mechanik stellt also einen Grenzfall
der Quantenmechanik dar. Somit 146t sich die klassische Mechanik aus der Quantenmechanik
ableiten. Da die Quantenmechanik eine allgemeinere Theorie darstellt, gilt die Umkehrung na-
tiirlich nicht.

In der Praxis kennt man iiblicherweise die klassischen GesetzméBigkeiten und sucht die quan-
tenmechanische Entsprechung. Wir werden nun einige einfache Substitutionsregeln angeben und
dann auf die Unzulédnglichkeiten dieser Regeln eingehen.

Wir wissen bereits, daf die klassischen GroBen x und p in der Quantenmechanik in die Ope-
ratoren X und p iibergehen. In der Ortsraumdarstellung sind diese Operatoren gegeben durch

R  ho
X=X, = <-=.
P i ox
In der klassischen Mechanik lautet die Hamiltonfunktion fiir ein freies Teilchen
2
P
H = —
2m’

in der Quantenmechanik haben wir bereits den Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen kennen-
gelernt

A2
A V4
H = —.

2m

Wir konnen nun die Verallgemeinerung auf ein Teilchen betrachten, das sich in einem Potential
V (x) befindet: In der klassischen Mechanik ist die Hamiltonfunktion
P

H = L 4y
2 v,

in der Quantenmechanik ersetzen wir klassische Groflen durch Operatoren und erhalten



Insbesondere konnen wir nun auch die Schrédingergleichung fiir ein Teilchen in einem Potential
angeben. Sie lautet

A

ih%w(x,t) = Ay(xt), H=1—+V(%).

In den meisten Féllen wird die einfache Faustregel “Ersetze die klassischen Gréen x und p durch
die entsprechenden Operatoren X und p” ausreichend sein, es soll allerdings darauf hingewiesen
werden, daf} diese Vorschrift im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Dieses Problem tritt zum ersten
Mal auf, sobald man die quantenmechanische Entsprechung der klassischen GroBe (xp) sucht.
Da X und p nicht miteinander kommutieren, sind

£p und pi

unterschiedliche Operatoren. Die quantenmechanische Entsprechung soll ein hermitischer Ope-
rator sein, daher erhilt man in diesem Fall noch eine eindeutige Entsprechung, die durch

gegeben ist. Betrachtet man allerdings das nichstkompliziertere Beispiel (x*p), so liefert auch
die Forderung der Hermitizitit keine eindeutige quantenmechanische Entsprechung mehr, da
sowohl

als auch

hermitische Operatoren sind.
Bemerkungen:

e Fiir eine Hamiltonfunktion der Form H (x, p) = T (p) + V (x) sind diese Uberlegungen irre-
levant, da keine gemischten Terme (xp) auftreten.

* Da die Quantenmechanik eine allgemeinere Theorie als die klassische Mechanik ist, er-
warten wir auch, daB sich die klassische Mechanik nicht eindeutig in die Quantenmechanik
fortsetzen 1463t.

* Fiir Probleme, die sich in der theoretischen Beschreibung nicht eindeutig von der klassi-
schen Mechanik in die Quantenmechanik fortsetzen lassen, wird die korrekte quantenme-
chanische Beschreibung durch einen Vergleich mit dem Experiment bestimmt.
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1.7 Reduktion der Wellenfunktion

Wir betrachten nun einen Operator O. Wir nennen y(x,7) eine Eigenfunktion des Operators O
zum Eigenwert A, falls gilt

Ov(x,t) = Ay(x,1).

Fiir hermitische Operatoren gilt, daf alle Eigenwerte reell sind.

Fiir hermitische Operatoren gilt weiter, dall Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal sind.

Die Menge aller Eigenwerte eines Operators wird auch als das Spektrum des Operators be-
zeichnet. Wir werden spiter Beispiele kennenlernen, in denen das Spektrum eines Operators eine
diskrete Menge ist (beispielsweise Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators), eine konti-
nuierliche Menge (beispielsweise Impulsoperator fiir ein freies Teilchen) oder eine Kombination
beider Moglichkeiten (beispielsweise Hamilton-Operator fiir das Wasserstoffatom).

Diskutieren wir zunichst den Fall eines hermitischen Operators O mit einem diskreten Spek-
trum. Wir bezeichnen mit y,, die Eigenfunktionen und mit A,, die zugehorigen Eigenwerte, wobei
wir n € N annehmen wollen. Wir wissen bereits, dal Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigen-
werten orthogonal sind. Tritt ein Eigenwert mehrmals auf, so spricht man von Entartung. Mit
Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren kann man auch in diesem Fall eine or-
thonormale Basis withlen. Wir kdnnen also voraussetzen

(viowj) = 8.

Dariiberhinaus bildet die Menge aller Eigenfunktionen y,, ein vollstindiges Funktionensystem,
d.h. es gilt

i\pn (x',t)*lpn (x,1) = 3(x—x).

Kombiniert man beide Eigenschaften, so ergibt sich, daf} die Eigenfunktionen y,, ein vollstéindi-
ges Orthonormalsystem bilden.

Betrachten wir nun einen hermitischen Operator O mit Eigenwerten A, und Eigenfunktionen
V., wobei wir uns fiir die Messung der Observablen O interessieren. Wir setzen voraus, daB die
Eigenfunktionen ein vollstandiges Orthonormalsystem bilden. Aus der Vollstindigkeit folgt, daf3
sich eine beliebige Wellenfunktion y(x,7) (nicht notwendigerweise eine Eigenfunktion zu 0)
durch die Eigenfunktionen s, (x,7) des Operators O darstellen 1iBt:

W) = Yawnln. o= (vw).

n=1

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Raum der MeBwerte 146t sich zeigen

wd) = Yleal?8(A—1y).
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Wir sehen also, daB bei einer Messung der Observablen O als mogliche MeBwerte nur die Ei-
genwerte A, auftreten. Wir sehen weiter, dal die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung der Ob-
servablen O den MeBwert A, zu erhalten, gleich |c,|? ist.

Betrachten wir nun die folgende Situation: Wir betrachten ein System, das durch die Wel-
lenfunktion y beschrieben wird, sowie eine Observable 0. Wir messen O und nehmen an, daf3
die Messung den Wert A, liefert. Unmittelbar nach dieser ersten Messung wiederholen wir die
Messung ein zweites Mal. Wir erwarten (und verifizieren experimentell), dal auch die zweite
Messung den Wert A,, liefert. Wir betrachten nun die Konsequenzen fiir die Wellenfunktion des
Systems. Vor der ersten Messung befindet sich unser System in einem allgemeinen Zustand, den
wir als

WYoefore — ch\lfn
n

schreiben konnen. Die Wahrscheinlichkeit, den Wert A,, zu messen, betrigt also \cn|2. Wurde in
der ersten Messung A,, gemessen, so ist die Wahrscheinlichkeit, in der zweiten Messung wieder
An zu messen, gleich Eins und Null fiir alle anderen Werte von A. Damit befindet sich das System
im Eigenzustand y,, und wird durch die Wellenfukntion

Vatter = Wn

beschrieben. Wir sehen als, daf die (erste) Messung die Wellenfunktion des Systems verdndert
hat. Liefert die Messung einer Observablen O den Wert A,, (wir wissen bereits, daB A, ein Eigen-
wert von O sein muB), so geht die Wellenfunktion des Systems unmittelbar nach der Messung in
den Zustand ,, iiber. Dies wird als Reduktion der Wellenfunktion bezeichnet. Diese Aussage
werden als letztes ausstehendes Axiom der Quantenmechanik wiederfinden.

Wir haben in der obigen Ableitung Operatoren mit einem diskreten Spektrum betrachtet, und
mochten nun noch auch auf Operatoren mit einem kontinuierlichen Spektrum eingehen. Als ein
Beispiel betrachten wir den Impulsoperator

. _ ho
p_iax'

Wir verifizieren, daf} die Funktionen

Eigenfunktionen zu dem Eigenwert p sind:

pyp(x) = pwp(x).

Die Impulseigenfunktionen werden durch die kontinuierliche Variable p indiziert. Im Falle eines
kontinuierlichen Spektrums lautet die Orthogonalitétsrelation

i . LT i i
o) = [ dewy o) = [ dsem el =5 (p—p),
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Bemerkung: Offensichtlich sind die Impulseigenfunktionen mit der gewihlten Normierung nicht
auf Eins normiert. Sie sind aber dennoch niitzlich. Durch eine Superposition von Impulseigenzu-
stainden kann man Wellenpakete konstruieren, die quadratintegrabel und somit auf Eins normier-
bar sind.

Alternativ kann man das Problem der Normierbarkeit von Kontinuumszustinden dadurch
umgehen, dal man ein endliches Volumen V einfiihrt. In einer Dimension ist V = L. In diesem
Fall werden die Kontinuumszustinde diskret

und man kann auf Eins normieren.
Die Vollstiandigkeitsrelation lautet

[apw)wp) = o [dpeiretr=5(c—v).

In einigen wichtigen Fillen besteht das Spektrum eines Operators sowohl aus einem diskreten
als auch aus einem kontinuierlichen Teil. In diesem Fall lautet die Enwicklung einer beliebigen
Wellenfunktion y nach den Eigenfunktionen des Operators O:

VY = chllln'i‘/dacaq’aa

wobei die Eigenfunktionen zu diskreten Eigenwerten mit ), bezeichnet wurden, wihrend die
Eigenfunktionen zu kontinuierlichen Eigenwerten mit y, bezeichnet wurden.

1.8 Dirac-Notation

In den Beispielen, die wir bisher betrachtet haben wird ein Zustand in der Quantenmechanik
durch eine Wellenfunktion y(x) beschrieben. Die Wellenfunktion y(x) ist quadratintegrabel und
somit ein Vektor im Hilbertraum L?. Etwas abstrakter konnen wir die obige Aussage umfor-
mulieren: In der Quantenmechanik werden Zustinde durch Vektoren in einem Hilbertraum be-
schrieben.

Wir fithren nun die Bra-Ket-Notation von Dirac ein. Anstelle von y(x) verwenden wir die
Schreibweise

¥)

fiir Vektoren des Hilbertraumes. Wir bezeichnen |y) als einen Ket-Vektor. Wihrend y(x) die
Ortsraumdarstellung impliziert, ist die Schreibweise |y) unabhingig von einer Darstellung. Be-
zeichnet y, (x) die Eigenfunktion eines Operators mit der (diskreten) Quantenzahl n, so verwen-
den wir anstelle von |y,,) die Kurzschreibweise

).
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Diese Kurzschreibweise gilt analog fiir Eigenfunktionen zu kontinuierlichen Eigenwerten, so
notieren wir beispielsweise die Impulseigenfunktionen y,(x) durch

p)-

Analoges gilt fiir den Fall, da3 eine Wellenfunktion gleichzeitig Eigenfunktion von mehreren
Operatoren ist und durch mehrere Quantenzahlen charakterisiert wird. Beispielsweise verwenden
wir fiir ,, ; ,(x) die Schreibweise

|n,l,m).

Zu einem gegebenen Hilbertraum V konnen wir auch den dualen Raum V* betrachten, das ist die
Menge aller beschriankten linearen Abbildungen

ffo v—C.
Hierbei bedeutet die Beschrinktheit, dall es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so daf}

1 (g) < cllgll, VYgeV.

Es 146t sich zeigen, daB V* und V isometrisch isomorph sind. Daher unterscheiden wir auch nicht
weiter zwischen f* und f. Elemente aus dem dualen Raum V* notieren wir mit

(¥l

und bezeichnen sie als Bra-Vektoren. Die Elemente (y| sind beschréinkte lineare Funktionale,
die auf Elemente |§) € V angewandt werden konnen. Die Notation ist dabei so gewihlt, daB

(Wl(I8) = (wlg)

gilt. Hierbei steht auf der linken Seite das Funktional, das auf den Vektor |&) angewandt wird,
auf der rechten Seite steht das Skalarprodukt des Hilbertraumes. Aufgrund des oben erwihnten
Isomorphismuses zwischen V* und V koénnen wir (| mit einem Vektor aus V identifizieren, der
dann im ersten Argument des Skalarproduktes auftritt.

Als ein Beispiel betrachten wir den unendlich dimensionalen Hilbertraum L?(IR,C) mit einer
Orthonormalbasis gegeben durch die Funktionen (|1),]2),...) = (y1(x),y2(x),...). Es sei |y) =
y(x) ein Element des L2. Der Bra-Vektor (\| ist dann die (beschrinkte) Linearform

(y| = 7dxw(x>* .,

wobei der Punkt andeutet, daB wenn diese Linearform auf ein Element |) = &(x) des L? ange-
wandt wird, an dieser Stelle §(x) eingesetzt wird.
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Die Dirac-Notation hat den Vorteil, daB sich die Orthogonalitétsrelationen und die Vollstindig-
keitsrelationen besonders einfach aufschreiben lassen. Es sei |1),]2),... eine abzédhlbare Ortho-
normalbasis eine Hilbertraumes. Die Orthogonalitétsrelation lautet dann

(nlm) = Oup.

Die Vollstindigkeitsrelation lautet

Wir betrachten auch noch den Fall eines kontinuierlichen Spektrums. Bilden die |v) ein vollstén-
diges Funktionensystem, wobei v eine kontinuierliche Variable ist, so lautet die Vollstandigkeits-
relation

/dv Vi = 1.

Enthilt das Spektrum sowohl einen diskreten als auch einen kontinuierlichen Anteil, so lautet die
Vollstindigkeitsrelation

Y ) (n| +/dv ViV = 1.
n
Fiir Operatoren verwenden wir die Notation

(v[olg) = (v|0g).

Dies definiert den Ausdruck auf der linken Seite durch die Wirkung von O auf |). Desweiteren
definieren wir die Wirkung von O auf (y| durch

(WO = (y|O-1=Y (y|O|n)(n|,

wobei wir angenommen haben, da} die |n) eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes und da-
mit insbesondere ein vollstindiges Funktionensystem bilden. Die Definitionen der Wirkung des
Operators O nach links und nach rechts sind miteinander vertraglich, denn es ist

(w[0)[&) = L(w[0|n)(nl&) = (w|0]5) = (w|0F).

Es wieder [1),]2),... eine Orthonormalbasis eines Hilbertraumes V und O ein Operator. Wir
definieren die Matrixelemente O,,, des Operators O in der Basis |1), |2), ... durch
O = <n‘0‘m>

Kennen wir alle Matrixelemente eines Operators, so konnen wir den Operator rekonstruieren. Es
ist

0 = ZOnm|n><m|
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1.9 Der harmonische Oszillator in der Quantenmechanik

Als ein Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator in einer Dimension. Der Hamilton-
Operator lautet

-2
. p 1 2.0
2 R—
om MO

Dieser Hamilton-Operator ist zeitunabhingig, so da wir fiir die Wellenfunktion y(x,#) den Se-
parationsansatz

g‘%Et

y(x,1) = W (x)

wihlen konnen. Die Schrodinger-Gleichung reduziert sich dann auf die Eigenwert-Gleichung

Ay(x) = Ey(x).

Unser Ziel ist es, die Eigenwerte und Eigenfunktionen dieser Gleichung zu bestimmen. Ausfiihr-
lich aufgeschrieben betrachten wir die Gleichung
R d> 1

—%ﬁ + imwzxz —E} III(X) = 0.

Wir fiihren zunichst eine charakteristische Linge

ein, so daB} sich die Differentialgleichung als

d> X2 E

2

S T N — 0.
|:'x0dx2 .X% + h(l):| \I/(.X)

schreiben 14Bt. Wir suchen also eine Losung dieser Differentialgleichung mit der Nebenbedin-
gung, dafl die Losung quadratintegrabel sein soll. Diese Losung kann auf zwei verschiedene
Arten bestimmt werden: Beim ersten Verfahren suchen wir mittels eines Potenzreihenansatzes
nach einer Losung. Dieses “brute force”-Verfahren hat den Vorteil, dal es sich auch auf andere
Probleme iibertragen 1483t. Das zweite Verfahren ist wesentlich eleganter und verwendet algebrai-
sche Methoden und fithr Auf- und Abstiegsoperatoren ein. Diese Verfahren hat den Vorteil, daf3
in einem einfachen Beispiel Auf- und Abstiegsoperatoren eingefiihrt werden, die in der weiteren
Quantenmechanik bishin zur Quantenfeldtheorie vielfach Verwendung finden werden. Unabhén-
gig von der Losungsmethode findet man, dal die Eigenwerte und Eigenfunktionen durch

1
E, = ho;)(n—i—i), n € Ny,
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und
W = W) = @Vant) e ) m, (i)

gegeben sind. Hierbei bezeichnen H, (&) die Hermite-Polynome, definiert durch

712+2§t _ i n
e = n;)n!Hn(é)t.

Alternativ lassen sich die Hermite-Polynome auch explizit definieren:

(/2] n—2m
_ n_(2%)
H®) = mt ) D)

Hilfreich ist auch die Definition durch die Formel von Rodrigues:

d" _ge2

H8) = (1) e

Als vierte Moglichkeit konnen die Hermite-Polynome rekursiv durch

Ho(8) =1, Hi1(§) =28  Hp41(8) =2EH,(E) — 2nH,—1 ()

definiert werden. Hieraus findet man leicht die Hermite-Polynome fiir kleines n:

H>(§) 487 -2,

Hy(§) = 8§ —12,

Hy(E) = 168 —4882 112,

Hs(€) = 328 — 1608 + 120E.
Setzen wir

(&) = (2'VEn) e ¥ H,E)
so gilt

Man bezeichnet die Familie u, () auch als zu den Hermite-Polynomen assozierte Funktionen.
Die Funktionen u, (&) bilden ein vollstindiges System, denn es gilt

io Eun () = 8(E—E).
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Betrachten wir noch die Auf- und Absteigeoperatoren: Wir definieren einen nicht-hermitischen
Operator a wie folgt

mox +ip 1 <x L d )
- = JR— X0—
V2mho /2 \Xo 0 dx
Der Operator @ wird als Absteigeoperator oder Vernichtungsoperator bezeichnet. Der Ope-

rator a ist offensichtlich nicht hermitisch, aufgrund des Faktors i vor p. Der zu a adjungierte
Operator lautet

4 mmf_iﬁ_i(ﬁ_x i)
Vamho V2 \xo  ldx )’

Man bezeichnet den Operator ' als Aufsteigeoperator oder Erzeugungsoperator. Der Kom-
mutator dieser beiden Operatoren ist

[&,cﬂ — 1,

wie man leicht durch Nachrechnen zeigt. Die Umkehrung der obigen Gleichungen erlaubt uns, X
und p durch d und 4" auszudriicken:

h
£ = (a+a") =% (a+a'),
2mm 2
5o mh (d—éﬁ) _ ih (d—éﬁ)
P 2 X()\/E ‘

Setzen wir diese Ausdriicke fiir £ und p in den Hamilton-Operator ein, so erhalten wir

A2 2 2
> S 4 | h A At 2 Xy o, At 2
H = _2m+§mw x__4x(2)m <a—a> +me <a+a>

1 2 1 2]
_ —th@—d*) +th(a+cﬁ> zihm@maﬁ).

Verwenden wir noch die Kommutatorrelation [@,a"] = 1, so erhalten wir letztendlich

Wir setzen

und bezeichnen N als Besetzungszahloperator. Die Bestimmung der Eigenwerte und der Ei-
genfunktionen des Hamilton-Operators ist dquivalent zu der Bestimmung der Eigenwerte und
der Eigenfunktionen des Besetzungszahloperators. Fiir den Grundzustand gilt



Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir den Grundzustand:

X d
— — ]10) = 0.
<xo +x0dx)| )

Man verifiziert leicht, daB cexp(—x*/(2x3)) eine Losung ist. Normiert man diese Losung auf

(3)

D=

D=

Eins, so erhilt man
e

|0> = (\/7_t X()) a
Diese Losung fiir den Grundzustand stimmt mit der entsprechenden Losung, die wir im Rahmen

der ersten Methode (Potenzreihenansatz) gewonnen haben, iiberein.
Die weiteren Losungen sind im Rahmen der algebraischen Methode gegebn durch

! (&T)" 10).

In>=m

1.10 Konventionen
Im Folgenden stellen wir noch unsere wichtigsten Konventionen zusammen:
Wir bezeichnen mit X einen (drei-dimensionalen) riumlichen Vektor. Fiir die Fouriertransfor-

—

mierte eienr Funktion f(X) verwenden wir die Konvention
T 3. —ipx - d3p L5% Fr=
) = [dxe W fR), f() = et f(P).

i

3
) = /(dp—eﬁﬁ'f.

Fiir Orts- und Impulseigenzustinde verwenden wir die Normierung
(plg) = 8(P—4).

xy) = 8(x-5),

Diese Zustinde sind nicht auf Eins normiert. Es ist
- 1 i s
(X|p) = P
(2mh)

Benotigt man auf Eins normierte Zustdnde, so betrachtet man Wellenpakete oder alternativ ein
endliches Volumen. Wir diskutieren kurz die zweite Moglichkeit. In einem endlichen Volumen

V = L3 sind die Impulseigenwerte diskret:
2 h—) —
n vezZd



Wir verwenden in diesem Fall die Normierung

(Plg) = d54
Es ist nun
P = et
V b
Mit
21h
Ap = —
P L
ist
1 3 % 3
) = Y.(ap)” = / P
7 (Ap)* 5 (2rh)’
und daher

Aufgrund der unterschiedlichen Normierung der Einteilchenzustinde gilt fiir die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren folgender Zusammenhang zwischen dem kontinuierlichen und dis-
kreten Fall:

(&ﬂ)cont _ 1% (éﬂ)diSCf <dT)Com _ 1% (6T>discr
’ (rn)* *7 T AP (rn® P

Fiir den Zusammenhang zwischen dem Kronecker Deltasymbol und der Diracschen Deltafunk-
tion gilt

V85 = (2nh)’ 8(F—4).
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2 Mehrteilchensysteme

2.1 Vertauschungsoperatoren

Wir betrachten nun quantenmechanische Systeme mit mehreren Teilchen. Fiir ein System mit N
Teilchen ohne Spin ist die Wellenfunktion im Schrodingerbild dann eine Funktion der N Ortsko-
ordinaten X; und der Zeit ¢:

lll(fl,fz,...,fN,t).

Wir betrachten allerdings gleich die allgemeine Situation, in der die Teilchen auch einen Spin
haben. Haben wir nur ein Teilchen, so betrachten wir zunéchst eine orthonormale Basis des
Ein-Teilchen-Hilbertraumes |n). Hierbei steht n als Abkiirzung fiir einen vollstdndigen Satz von

Quantenzahlen, beispielsweise n = (X,s,m), d.h. die Eigenwerte zu den Operatoren f, $2 und $;.
Als eine Basis des N-Teilchen-Hilbertraumes konnen wir dann

1)) ®@[n2), @ ... ® |nn)y
verwenden. Zur Abkiirzung schreiben wir
11,2,..,N) = |n1);®|n2),®...® |nn)y

Dies bedeutet, da} sich Teilchen 1 im Zustand |n;), Teilchen 2 im Zustand |n;), usw. befindet.
Allgemein bedeutet die Notation

|j>i7

daB sich Teilchen i im Zustand j befindet. Wir filhren nun den Vertauschungsoperator P; ; ein,
welcher die Eigenwerte der Teilchen i und j miteinander vertauscht:

f’,-j}l,...n,-,...nj,...N> =

1,...nj,...n,-,...N>.

Im Zustand |1, ...j,...i,...N) befindet sich Teilchen i im Zustand | ), wihrend sich Teilchen j im
Zustand |n;) befindet. Offensichtlich ist

p2
By =1

und somit hat P, ; die Eigenwerte +1 und —1. Wir betrachten nun ein System mit N identischen
Teilchen. Wir setzen voraus, dafl der Hamilton-Operator mit allen Vertauschungsoperatoren kom-
mutiert:

[A.;] = 0, Vi je{l,2,..N}, i#}j.

Ist nun |y) ein N-Teilchen-Eigenzustand zu A, dann ist auch 7;;|y) ein Eigenzustand zum glei-
chen Eigenwert:

Hly)=E|y) = HP;|y)=P;H|y)=EP;vy).

23



Wir stellen weitere Eigenschaften des Operators P; j zusammen: Es gilt
(PjolPjw) = (0lv).
Dies folgt durch Umbenennung der Integrationsvariablen. Der adjungierte Operator ist durch
(Piolv) = (0lv)
definiert. Nun ist
(012w = (P0IBT Pw) = (P7'olw)
und somit 13;; = 131;1 Wegen 1312] =1 gilt weiter 131;1 =P, ;j und wir erhalten somit

P, ; st somit sowohl unitér als auch hermitisch.

Wir haben vorausgesetzt, daB A mit allen Vertauschungsoperatoren P ; kommutiert. Dies
impliziert nicht, da3 H und alle f’, ; einen Satz kommutierender Operatoren bilden, da die ﬁl 3
im allgemeinen nicht untereinander kommutieren. (Die Vertauschungsoperatoren generieren die
Gruppe Sy, diese ist fiir N > 3 nicht kommutativ.)

Greifen wir nun einen Vertauschungsoperator 2; ; heraus. Da P, j mit H kommutiert, kénnen
wir gleichzeitige Eigenzustinde zu A und P; ; betrachten. Fiir diese Zustéinde verwenden wir der
Einfachheit halber wieder die Notation |1,...,N), die Eigenzustidnde sind aber im allgemeinen
Linearkombinationen der obigen Basisvektoren. £; ; hat die Eigenwerte 1. Es gilt somit entwe-
der

Pill,.dyefy Ny = |1 .dyef, . .N),
oder
B, .i,j, .N) = —|1,.i,.f,...N).

Da alle Teilchen identisch sind und somit i und j nicht ausgezeichnet sind, fordern wir nun, daf}
dies fiir alle Paare (i, j) mit i # j gilt, d.h. wir fordern, daB entweder immer

Pl dyofy Ny = |1y, N,
oder immer
Bij|l,.iyj, . .N) = —|1,..d,...j,..N).

Im ersten Fall bezeichnen wir die Teilchen als Bosonen, im zweiten Fall als Fermionen. Im
Rahmen der Quantenfeldtheorie 148t sich zeigen, dal Bosonen immer ganzzahligen Spin haben,
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Fermionen dagegen immer halbzahligen Spin haben. Dieser Satz wird als das Spin-Statistik-
Theorem bezeichnet.

Bemerkung: Das identische Teilchen immer die gleichen Eigenwerte beziiglich Vertauschung
haben miissen, sieht man wie folgt: Angenommen, i, j k seien drei identische Teilchen und
der Zustand |...i,...J,...k, ...) sei symmtrisch beziiglich einer Vertauschung i <> j als auch einer
Vertauschung j < k, aber anti-symmetrische beziiglich einer Vertauschung i <+ k. Dann ist

oy ooy oy ) = sy iy = ooy ety oy ) = — ooy oKy ey o)

Somit folgt
|y efynky) = 0.

Analog argumentiert man im Falle, da3 zwei Vertauschungen anti-symmetrisch sind und eine
Vertauschung symmetrisch ist.

2.2 Mehrteilchenzustinde

Wir bezeichnen eine Operator O als symmetrisch, falls er mit allen Vertauschungen 2; i kommu-
tiert:

[OA,F’U} = 0, bzw.O = PIJO’\[A’,J

Fiir symmetrische Operatoren gilt

AT A A
P0P,;

(Pio]0]Pyw) = (o v) = (0]0]w).
Symmetrische Operatoren haben also in den Zustinden (9|, |y) und (P;;0|, B;;|y) die gleichen
Matrixelemente. Es gilt auch die Umkehrung: Sind alle Matrixelemente zwischen den Zustidnden
(0|, [w) und (P;;0|, P;j|y) gleich, so ist der Operator symmetrisch. Da wir in der Quantenmecha-
nik identische Teilchen nicht unterscheiden kdnnen, betrachten wir in der Quantenmechanik nur
Operatoren, die symmetrische in ununterscheidbaren Teilchen sind.

Wir betrachten nun N identische nicht wechselwirkende Teilchen mit Spin s. Der Hamilton-
Operator ist dann die Summe freier Ein-Teilchen-Hamilton-Operatoren:

. N1,
H = —p4.
Zl 2m’i
j_
Ein einzelnes Teilchen wird durch drei Quantenzahlen p, s und m (hierbei ist der Eigenwert be-

ziiglich S3 gemeint) charakterisiert. Zu gegebenen j und s sind die Ein-Teilchen-Eigenzustinde
(2s + 1)-fach entartet. Wir haben

— ip
Vs (X) = en?



In unserem System aus N Teilchen bezeichnen wir die auftretenden Ein-Teilchen-Eigenzustinde
mit py,s,mi, ..., pn,s,my. (Da alle Teilchen identisch sind und den Spin s haben, ist die Quan-
tenzahl s natiirlich fiir alle Ein-Teilchen-Eigenzustinde gleich.) Die Reihenfolge dieser Aufli-
stung impliziert nicht, daf sich das i-te Teilchen im i-ten Ein-Teilchen-Eigenzustand befindet.
Zur Vereinfachung schreiben wir fiir den Fall, daf sich das i-te Teilchen im j-ten Ein-Teilchen-
Eigenzustand befindet

WJ(Z) = Wﬁj,s,mj (fl) .
Kiirzen wir die einzelnen Tripel p;,s,m; mit n; ab, so ist der Zusammenhang mit der Bra-Ket-
Schreibweise des vorherigen Abschnittes

‘nj>i = (i)

In diesem Abschnitt ist es etwas intuitiver, die Wellenfunktion-Schreibweise (i) anstelle der
Bra-Ket-Schreibweise zu verwenden. In der Bra-Ket-Notation ist impliziert, dal wir alle Zustidn-
de durchnumerieren, beginnend mit dem Grundzustand |0). n j ist die Nummer, die das Tripel
pj,s,m;in dieser Auflistung besitzt. In diesem Abschnitt betrachten wir die N Zustinde p1,s,my,
..., PN, 8,my. Es ist nicht vorausgesetzt, daf} diese Zustidnde konsekutiv in der Auflistung auftre-
ten, wir erlauben sogar (fiir Bosonen) die Moglichkeit, daf3 ein Zustand dieser Auflistung 6fters
auftritt.

Fiir die Gesamtwellenfunktion konnen wir zunéchst ein Produkt von N Ein-Teilchen-Wellen-
funktionen betrachten. Dieses Produkt hat allerdings noch nicht die geforderten Symmetrieeigen-
schaften unter Vertauschung zweier Teilchen. Wir erhalten die korrekte Gesamtwellenfunktion,
indem wir dieses Produkt symmetrisieren (fiir Bosonen) bzw. anti-symmetrisieren (fiir Fermio-
nen). Die Gesamtwellenfunktion fiir nicht-wechselwirkende Bosonen ist somit

‘W)Bosonen = ¢ Z WG(I)(I)"'WG(N)(N)v

ceSy

wobei iiber alle Permutationen von (1,2, ..., N) summiert wird und der Normierungsfaktor ¢ noch
unbestimmt ist. Die Gesamtwellenfunktion fiir nicht-wechselwirkende Fermionen ist

|W>Fermionen = ¢ Z Sign(G)WG(l)(D“'WG(N)(N)?

cESN

wobei fiir eine gerade Permutation sign(c) = 1 ist, wihrend fiir eine ungerade Permutation
sign(c) = —1 ist. Im Falle der Fermionen 148 sich die Gesamtwellenfunktion auch als eine De-
terminante darstellen

i) o )
|W>Fermionen = ¢

w(1) ()

Diese Determinante wird als Slater-Determinante bezeichnet. Tritt ein Satz von Eigenwerten
pj,s,mjzweimal auf, so sind zwei Zeilen dieser Determinante identisch und die Determinante ist
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daher gleich Null. Daher folgt, daf fiir Fermionen jeder Zustand, charakterisiert durch die Quan-
tenzahlen p;,s,m; hochstens einmal vorkommen darf. Ein Zustand kann also nicht mehrfach
besetzt sein. Dies wird als Pauli-Verbot bezeichnet.

Wir bestimmen noch die Normierung: Sind alle Sitze von Eigenwerten pj;,s,m; paarweise
verschieden, so iiberzeugt man sich leicht, da ¢ = 1/ V/N! die Normierung der Ein-Teilchen-
Wellenfunktionen erhilt. Dies ist fiir Fermionen auch schon die korrekte Normierung, da die
Sitze von Eigenwerten bei Fermionen immer paarweise verschieden sein miissen. Bei Bosonen
kann dagegen ein Zustand mehrfach besetzt sein. Wir nehmen an, dafl die N Teilchen sich in
r verschiedenen Zustinden befinden und notieren mit N; die Vielfachheit, mit der der Satz von
Eigenwerten p;, s, m; auftritt. Da wir insgesamt N Teilchen haben, gilt

Ni+N+...+N, = N.

Dann ist
1
C = —.
V/N!Ni!...N,!

Wir betrachten drei einfache Beispiele: Fiir N = 2 ergibt sich fiir Bosonen, die sich in unter-
schiedlichen Eigenzustidnden befinden

1
[W)Bosonen = 5 (W1(DW2(2) +¥a2(1)w1(2))-
V2
Befinden sich beide Bosonen im gleichen Eigenzustand, so lautet die Gesamtwellenfunktion

|W>Bosonen = Wi (1)\]}1 <2) .

Fiir zwei Fermionen haben wir

W permionen = \% W (Dva(2) —wa(1)wi (2).

Diese miissen sich in zwei unterschiedlichen Zustidnden befinden. Betrachten wir nun einen sym-
metrischen Operator O. Fiir den Erwartungswert ergibt sich

(v[Oly) = %/Cﬁxld%% (®1) w2 (F2)" Oy (%1) w2 (%)
i% / Exidoy (31) W2 ()" O (31) w1 (72)
i% / Exidxoyn (31)" W1 (72)" Oy (71) va (32)
+%/d3X1d3X2lllz (%) w1 (%) Owa (1) v (%2),
wobei das “+7-Zeichen fiir Bosonen und das “—”-Zeichen fiir Fermionen gilt. Den zweiten und
dritten Term bezeichnet man als Austauschterm. Austauschterme spielen bei der kovalenten

Bindung eine wichtige Rolle.
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Fiir den vierten Term gilt:

A

3 [ dd e @) i @) 0w ()w () =
%/d3x1d3xz (P (1) w2 (%)) O (Poyi (R1) w2 (32))
= %/d3X1d3X2\I11 (X)) w2 (%) (P12 O Pia) w1 (X1) w2 (%)
= 5 [P @) v @) 0w ) ().

Somit ist der vierte Term gleich dem ersten Term.

2.3 Der Fockraum

Wir erinnern uns, daf ein Hilbertraum ein Vektorraum ist, der ein Skalarprodukt besitzt und
vollstidndig ist. Als Grundkorper des Vektorraumes betrachten wir immer die komplexen Zahlen
C. Wir bezeichnen mit V; den Hilbertraum der Einteilchenzustinde

Vi = { |p,s,m) |13€]R3, 2seNg,m=—s,...,(s—1),s }
Es bietet sich an,
Vo = C
zu setzten. Wir setzten weiter

{ Sym (V1)®",  (Bosonen),
Vn —

Asym (V)®", (Fermionen),

d.h. V, ist das symmetrisierte/antisymmetrisierte n-fache Tensorprodukt von V. Zustidnde in V,
sind von der Form

\% = Yo V),
Bosonen Wﬁg o(l ( )
|W>Fermionen - Z Slgn ) lII(T( )( )

GESN

Der Fockraum des Systems ist definiert als die direkte Summe aller V,, fiir n € Ny:

v = B,
=0
= VopVieWd...

Der Fockraum ist ein Hilbertraum. V;y enthilt die Nullteilchenzustinde, V; die Einteilchenzustin-
de, V5 die Zweiteilchenzustinde, usw..
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2.4 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
2.4.1 Bosonen

Wir betrachten ein System mit N Bosonen, hierbei sollen sich N| Teilchen im Zustand im Zustand
|1), N, Teilchen im Zustand |2), usw. befinden. Es gilt

N = N +Ny+...

Wir erlauben N; = 0. Da die Teilchen ununterscheidbar sind, ist es nicht relevant, welche Teilchen
sich im Zustand | j) befinden, sondern nur wie viele. Zur Beschreibung des Zustandes gentigt also
die Information, wie viele Teilchen sich im Zustand | ) (fiir alle j) befinden. Es sei also

Vi=yr=..=yy =|1),
YN +1 = - = Wnpan, = [2),
Usw.
Wir bezeichnen wieder mit |n1), |n2), ..., |ny) die N auftretenden Zustinde, wobei Wiederholun-

gen zugelassen sind. Wir fiihren die Besetzungszahlendarstellung ein:

Ni,Np,...) = N
| 1,4V2, > Wﬁg]\[‘uﬁ ()( )

1
= chzv }n0(1)>1 ®...Q }nG(N) >N

Die Notation bedeutet hierbei, daf der Zustand | = |n;) mit N Teilchen besetzt ist, der Zustand
Yy = |np) mit N, Teilchen usw..
Bemerkung: Die neu eingefiihrte Besetzungszahlennotation sollte nicht mit der fritherer Notation

11,2,..,N) = wi(1)y2(2)...wn(N)
= |m)®[m),®...&ny)y

(Teilchen 1 im Zustand y; = |n1), Teilchen 2 im Zustand Y, = |ny), usw.) verwechselt werden,
die wir zur Herleitung der Vertauschungseigenschaften benutzt haben. Letztere ist nicht sym-
metrisiert. Die Zustidnde |1,2,...,N) bilden eine Basis des Mehrteilchenraumes mit beliebigen
Vertauschungsrelationen, die Zustinde |Nj,N,,...) bilden eine Basis des Unterraumes der Zu-
stande mit vollstandig symmetrischen Vertauschungsrelationen.

Die Zustidnde |Ny,N,,...) sind normiert und vollstindig, d.h. wir haben

Normierung: (N1, Na,..[Nj;Nyso.) = 8y v Sy

Vollstindigkeit: Y, NNy (NN, = 1
Ni,Ny,...

In Analogie zum harmonischen Oszillator fithren wir nun Erzeugungs- und Vernichtungsope-

ratoren ein. Der Erzeugungsoperator cij- erzeugt aus dem N-Teilchenzustand |[Nj, N, ...) einen
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(N + 1)-Zustand, in dem die Anzahl der Teilchen im (Einteilchen-) Zustand |j) um Eins erhoht
ist.

Bemerkung: Die Einteilchenzustinde |0), |1), |2), usw. sind Abkiirzungen fiir Zustinde,
die durch mehrere Quantenzahlen charakterisiert werden, zum Beispiel (po,s,mo), (p1,s,m1),
(P2,s,m2), usw.. Wir bezeichnen mit Ey = 0, Ej, Ej, usw. die Energien dieser Einteilchenzu-
stinde. Im allgemeinen gibt es keine einfache Beziehung zwischen E; und E;. Allerdings hat der
Nj-fach besetzte Zustand |i) die Energie N;E;, dies ist analog zum harmonischen Oszillator, in
dem der N;-te Zustand die Energie (bis auf eine additive Konstante) N;h®; besitzt. Wir kénnen
uns daher unter [Ny, N,,...) ein System von harmonischen Oszillatoren vorstellen, mit Kreisfre-
quenzen ®; = E;/h, 0 = E>/h, .... Der i-te harmonische Oszillator befindet sich hierbei im
Zustand ;.

Wir definieren

cij- ‘NI,NZ,...,NJ',...> = VN;j+ 1 ‘Nl,Nz,...,Nj—i— 1,...>

Fiir den adjungierten Operator 4; gilt nun

(N1,N2,..;Njo|aj = [N+ 1(Ni,Na, .., N+ 1,
Wir haben daher
(N1,Na,...,N},...|aj|N1, Ny, . NG, ) = \/JVjSN;HNj.

Wir sehen also, da @; angewandt auf [Ny, N>, ...,nj,...) die Besetzungszahl im Zustand |j) um
Eins erniedrigt. Es gilt

N:|Ni,Na,...,N;—1,...), N;>0
ClAj}Nl,Nz,...,Nj,,,,> et {0\/7]} 1,14V¥2, iV 1) >7 Njio,

Dies 148t sich wie folgt zeigen:

aj|Ni,Np, ... ,Nj,..) =Y N[ Ny, .. Njy Y(NY Ny, NG| @ [NY NS, N )
N{.Nj,...

- NZ.O\/]VJ'SN;JFLN, \Nl,Nz,...,N},...>
=

B {\/JVJ-\NI,NZ,...,N,-—L...>, N; >0,
0 N;=0.

Insbesondere gilt, da3 d; angewandt auf einen Zustand mit N; = 0 Null ergibt. Die Erzeugungs-
T

operatoren d i

und die Vernichtungsoperatoren d; erfiillen die Vertauschungsrelationen

[4:,4;] = 0, [aj,aﬂ — 0, [a,—,aﬂ .
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Wir betracthen zundchst [@;,a;]. Fir i = j gilt [d;,d;] = 0, da jeder Operator mit sich selbst
kommutiert. Fiir i # j und N;,N; > 0 haben wir (der Fall N; = 0 oder N; = 0 ist trivial)

4idj|Ni,Na,...;N;,...,Nj,...) = +/Niy/Nj|N\,No,...,N;j—1,..,N;—1,...),
a;ai|N\,Na,...,N;,...Nj,...) = /Ni\/Nj|Ni,Np, .. ;Ni—1,..,N;j—1,...).

Es folgt

lai,a;] = o.
Analog zeigt man

alajl = o

Betrachten wir nun [d;, &j-]. Wir starten mit i # j:
i} [N\, No, ..., Ni, .. Nj, ) = VNin/Nj+ 1 NNy, Ni— 1, N+ 1)
ot _
a;a;[N1,Na,...,Niy..;Nj, o) = V/Nin/Nj+ T[Ny, Noy oo, Ni= 1, N+ 1)
und daher [d;, &j-] =0 fiir i # j. Fur i = j finden wir allerdings
4@ INy,Na,...;Niy...) = /Ni+1\/N;+1|Ni, Ny, ... N, ..,
ajai|Nv,Nay s Niy o) = VNVNi N1 N2, oo Ny Y
und daher
[di’&ﬂ INI,N2,...;Nj,...) = ((Ni+1)—=N;)|N1,Na,...,Nj,...) = |N1,Nay...,Nj,...).

Zusammenfassend ergibt sich fiir [d;, &j-]

anal] = 8
Wir definieren den Grundzustand (oder Vakuumzustand) als den Zustand mit Ny =N, = ... = 0:
|0y = |0,0,...).

Mit Hilfe des Vakuumzustandes und den Erzeugungsoperatoren erhalten wir alle Zustinde. Die
Einteilchenzustinde sind gegeben durch

0,...,0,1,0,..) = a |0),

die Zweiteilchenzustinde durch



0,...,0,1,0,...,0,1,0,...) = afa}|0).

Allgemein findet man

1 At Ny A N>
|N1,N2,...> = W (a1> <a2) ‘O> .

Wir definieren noch den Teilchenzahloperator N; durch

Die Zustinde [N{,Na, ..., N;, ...) sind Eigenzustinde von N;:
N;|N1,Na,...,N;,...) = Ni|N{,Na,...,N;,..).

N; gibt an, wie viele Teilchen sich im Zustand |) befinden:
(N1,Ny,....;Ni, ... |Ni{| N1, N2, ... N,...) = N

Der Gesamtteilchenzahloperator N ist definiert durch
N o= YA
i
Die Zustinde [Ny, Na, ...,N;,...) sind ebenfalls Eigenzustinde von N:

N|N1,Ny,...,N;,...) = (ZN,-) IN1,Na, ..., N, ...).
i

Da Ny + N, +... = N ergibt sich
N|Ni,Ny,...,N;,...) = N|Ni,Ny,...,N;,...).
N gibt somit die Gesamtteilchenzahl an:
(Ni,Np,...;Ni, ... |N| N1 Ny, NG ) = N

Betrachten wir nun ein System von N nicht-wechselwirkenden Teilchen. Wir nehmen weiter an,
dal die Zustinde | j) Eigenzustinde des Einteilchen-Hamiltonoperators mit Energieeigenwert E;
sind. In Analogie mit dem harmonischen Oszillator schreiben wir

Ao o Ata
H; = E]aja],

wobei ein konstanter Term im Hamiltonoperator hier nicht weiter relevant ist, da er nur eine
Umdefinition des Energienullpunktes implizieren wiirde. Der gesamte Hamiltonoperator ist die
Summe der N Einteilchen-Hamiltonoperatoren. Wir erhalten somit

A = YA = YEaa;
j J
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Betrachten wir nun etwas allgemeiner einen Operator O, der als Summe von N (identischen)
Einteilchenoperatoren gegeben ist:

N A
Y O
k=1
Der Index k gibt hierbei nur an, auf welches Teilchen Ok wirkt. Es sei

Oij = «{i|O| )y

so daf3

ZOU‘ J|k

Fiir den Gesamtoperator gilt also

ZOUZ| ]|k

Wir betrachten nun

N
k; i) Gl NV <o Niy oo N, ) =

, 1
il VNN NN, X |non), @@ lnam))y

Jr oeSy

™=

Jeder Term der Summe iiber ¢ enthilt N;-mal den Einteilchenzustand |j) und N;-mal den Ein-
teilchenzustand |i). Der Operator

N
Z v Ul

ersetzt einen Zustand |j) durch |i), da sich in jedem Term der Summe iiber ¢ N; Zustédnde | )
befinden, geschieht dies N;-mal in jedem Term der Summe iiber 6. Wir erhalten also

né’(l)>1 n;(N)>N’

wobei nun in der Sequenz n},n,... der Wert j nun (N; — 1)-mal vorkommt und der Wert i
nun (N; + 1)-mal auftritt. Wir erhalten also (bis auf die Normierung) den Zustand |Ny, ..., (N; +
1),...,(Nj—1),...). Beriicksichtigen wir auch noch die Normierung, so finden wir

=

N
Dy (Gl INT, oy Niy ooy Niy ) = J
Lt A T i O

AN \/N+
k;|z>k(1|k\Nl,...,N,-,...,NJ-,...> - N N1, Ni+ 1, N — 1,
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VNi+1y/Nj|Ni, ... ,Ni+1,..,Nj—1,..).

Dies ist aber identisch zu

A T

Y 1 Gl [Ny - Ny Nj ) = alaj | Ny Ny NG
Wir erhalten die Relation

Wil = ajay.

I Mz

Somit ergibt sich fiir O
Y 0 ala;.
i,J

Wir konnen also jeden Operator, der durch eine Summe von identischen Einteilchenoperatoren
gegeben ist, in die obige Form bringen.

Einteilchenoperatoren beschreiben noch keine Wechselwirkung zwischen Teilchen. Zur Be-
schreibung von Wechselwirkungen bendtigen wir mindestens Zweiteilchenoperatoren. Sei nun
O ein Zweiteilchenoperator, zum Beispiel

1Y 3
= EZ Z Oys,
r=1s=1,s#r

)

wobei die Indizes r und s die Teilchen bezeichnen, auf die der Operator wirkt. Der Fall r = s
entsprlcht einem Einteilchenoperator und ist daher ausgeschlossen. Aus Symmetriegriinden gilt
Ors 0sr, so dal} sich die Summe auch wie folgt schreiben 146t:

r=1 s=r+1
Wir schreiben fiir die Matrixelemente
O = ((il, @ (jl,) Ors (J6), @]1),).

Somit

Z Zoukl| <| <|s

r#s 1,j,k,l

NS

Es ist nun



D MUNCRTRURS WHRER RIS

= ajadla — 8 ala
. ATA ATA T NI
= a aka al [ak, ]] aj
_ atata s
Somit erhalten wir

O — 1 0. atatad

- ijkl 4; a;drd]
2 J
i7j7k7l

Wir kénnen somit auch Zweiteilchenoperatoren durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
ausdriicken. Die Verallgemeinerung auf hohere Mehrteilchenoperatoren ist offensichtlich.
2.4.2 Fermionen

Wir betrachten nun Fermionen. Auch hier fithren wir die Besetzungszahldarstellung ein:

NiMas) = B sign(0) o (1Yo (V)

* 6ESy

1 .
= W Z 51gn(6)‘n0(1)>1®...®‘n6(N)>N

* o6ESy

Wir definieren den Antisymmetrisierungsoperator durch

1
Asym(|n1), ®..®|ny)y) = — Z sign(o) ‘n6(1)> ®.Q ‘nG(N)>
\ N! oSN ! N
Fiir Fermionen gilt aufgrund des Pauli-Verbots
N; € {0, 1} .

Die Zustiande | Ny, N2, ...) sind normiert und vollstindig:

Normierung: <N1,N2,...|N{,N§,...> = SN,y Oy oo

Vollstindigkeit: Z Z IN1,Np,..){N1, Ny, ...| = 1.
=0N,=
Wir fithren nun ebenfalls Erzeugungsoperatoren &; und Vernichtungsoperatoren d; ein. Hier-

bei miissen wir beachten, daf} eine zweimalige Anwendung von cij- Null ergeben soll. Desweite-
ren miissen wir die Reihenfolge beachten. Dies sieht man wie folgt: Es ist
1

Asym(|n1), ®|n2), ®...Qny)y) = W Z sign(c)‘n6(1)>1®‘n0(2)>2®...®‘nG(N)>N,
* 0ESy
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und

1 .
Asym(|nz); ®|n1), ®...Q|nN)y) = _W Z sign(o) }n6(1)>1®}n6(2)>2®...®}n0(N)>N,
* OESy

da (2,1,3,...,N) eine ungerade Permutation von (1,2,3,...,N) ist. Somit
Asym(|n2); ®|n1), ® ... @ [ny)y) = —Asym([n1); ®[n2); ®...® |ny)y).
Wir definieren nun cij durch
ahay,..ay 10y = Asym(|ni); ®|n), ® ... @|ny)y)-
Aufgrund von Asym(|n1)1 ® [n2)2 ®...® |ny)y) = —Asym(|n2)1 ® [n1)2 @ ... ® |ny)n) gilt
(azlajlz +é22&21) &l 0) = 0,
und daher
ay ay, +ahal = 0.
Wir definieren den Antikommutator durch
{A,B} = AB+BA.

Somit

Dies impliziert insbesondere

so daB} das Pauli-Verbot erfiillt ist. Betrachten wir nun die Wirkung von &:f auf [N1, Ny, ...,Nj, ...).

Es ist
N; Ny N;
af M) = af ()" (@)™ (a1)" ) )

Bemerkung: Wegen N; € {0, 1} gilt

AT Ni 17 M:O,
@ - {}
! ClAl, Nl:1'

T

i
N; N;
af (a)” = (=nV(a) "l
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wie man leicht durch Uberpriifen der beiden Fille N;j =0 und N; = 1 sieht. Befindet sich nun

bereits ein aT an der Position i, so erhalten wir fiir N; = 1 ein Produkt (4, ) dies ergibt Null. Ist

andererseits N =0, so erhalten wir einen Zustand mit N! = 1, die Besetzungszahl N; wurde also
um Eins erhoht. Zusammenfassend ergibt sich

i—1

A Y N
4 NI, N, .. Ni,.) = (1=N) (=1 Ny, Ny, oo NiF 1,0

Der Vorfaktor (1 — N;) ist Null fiir N; = 1, so daB dieser Zustand nicht doppelt besetzt werden
kann. Die adjungierte Relation lautet

£ N
(NI, Nay s NE @ = (1= N (=12 (N, Nay o N 1

somit ergibt sich
! A / ';1
(N,Ny,..,N},...|4i[N1,Na, .. .N;,....) = (1=Nj)(=1)= Snr1

= 2=N) (=17 Sy

Wir koénnen nun die Wirkung von d; auf |Ny,Na, ..., N;, ...) bestimmen. Hierzu fiigen wir wieder
einen vollstandigen Satz von Zustidnden ein und beniitzen die obige Relation:

@i |Ni,Ny, ... ,Niy...) =Y |NI,N3, ., Nf ) (NY, Ny, o N, | @ [N N2, o NG )
Ny Np

Y N ,
= Y @2-N) (-1~ SNI,/H’Ni‘Nl,Nz,...,Nl-,...>

NI=0
ZN
= (=1)=" |Ni,Np,....Ni—1,..), N;=1,
0 N; =0.

~

Wir konnen dies auch wie folgt schreiben:
i—1
a; |N1,N2, .oy Nj, > = N; (—1)]:1 |N1,N2, o, Ni—1, > ,
der Vorfaktor N; garantiert, da3 wir im Falle N; = 0 Null erhalten. Fiir die Wirkung der fermio-
nischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ergibt sich zusammenfassend
i—1
A X N;
a; |N1,N2, ...,Nj, > = (1 —Ni) (—1)1:1 |N1,N2, o Ni+1, > ,

i1
Y N;

L Nj
&i|N1,N2,...,M,...> = Ni(—l)le ‘Nl,Nz,...,Ni—l,...>.
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Die fermionischen Erzeugungsoperatoren cij- und die fermionischen Vernichtungsoperatoren a;
erfiillen die Vertauschungsrelationen

{aia;} = 0, {aj,aj} — 0, {ai,aj} = 5.
Exemplarisch zeigen wir {di,&;} =0;;. Sei i # j. Wir betrachten i < j. Der Fall i > j ist analog.
Es ist
cAl,'cAlj- }Nl,Nz,...,Ni,...,Nj,...> =
-1

J
— (1—N,-)(_1)k)::1N"a,. Ni,Na,...,Niy .. ,Nj+1,..0)
i—1

j—1

= N (N (1) [N N Ni— 1N,

&jﬁi }Nl,Nz, ooy Niy .. N, > =

i—1
¥ N
— Ni(—1)n aj\Nl,Nz,...,Ni—1,...,N,-+1,...>

i—1 j-1

Y Np 1+ Y N,
= Ni(=1p=t " (1=N)) (=1) & "aj Ni,Nay ooy Ni= 1, N+ 1),

wobei wir in der letzten Zeile beriicksichtigt haben, daB in der Summe iiber £ die Besetzungszahl
des Zustandes i nun N; — 1 ist. Wir erhalten

{di,&j}|N1,N2,...,Nl~,...> — 0,
und somit {di,d;} =0 firi# j.

Seinun i = j. Es ist
i—1
g LN
aid; |N1,N2,...,Ni,...> = (1 —N,) (—1)/:1 d; |N1,N2,...,Ni—|—1,...>

= (1=N;)(N;+1)|N1,Na,...,Nj, ...},
i-1
At A LN .
a;ai|Ni,Na,...,Ni,...) = Ni(=1)=" a; [N1,Na,...,N;—1,...)

= Ni(2—Ni)|N1,Np,...,Nj, ...)
und somit
{&i,él\j}|N1,N2,...,Ni,...> = (1+2Ni—2Ni2)|N1,N2,...,N,-,..,)
= [N1,N2y .., Njy o)

Bei der letzten Umformung haben wir ausgenutzt, daf3 Nl-2 = N; fir N; € {0,1}. Somit folgt
{di,&j} = 1 Insgesamt ergibt sich
{ana]} = &
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Betrachten wir nun wieder einen Operator O, der als Summe von N (identischen) Einteilchen-
operatoren gegeben ist:

A N A
0 =Y O
k=1
Wie bei Bosonen konnen wir den Operator mit Hilfe der Matrixelemente
Oij = «(i|Oc|J)y
als
. N
0 = ZOij Z 1)y Gl -
i,j k=1
schreiben. Fiir Fermionen gilt ebenfalls
- i
Z |i>k<j|k = didj'
k=1

Der Operator auf der linken Seite ersetzt einen Zustand | j) durch |7). Um nicht Null zu erhalten,
muB fiir Fermionen N; = 1 und N; = 0 gelten. Wir finden fiir die linke Seite (wir nehmen wieder
i < jan):

=

N
Z|i>k<j|k}Nl,...,N,-,...,Nj,...> = i), (il Asym (Jn1) @ [n2), ®... @ [nn) )
k=1

1
1 —N;) NjAsym (|n}), @ [nh), ®...® }”5V>N) )

—_

wobei in der Sequenz n/,n),... der Wert j durch i ersetzt wurde. Die Vorfaktoren garantieren,
daB wir fiir N; = 0 oder N; = 1 Null erhalten. Nun ist aber

Asym (|n}), @ [nh), @...® |ny),) =

Ny N, Ni-1 Niy1 Nj—1
(AN st At 4 \N
= <<a1> <a2> (aFl) (aHl) (a];l) a ) |0)

-1
r N AN M2 N Nicv 47 Nit1 . Nj_1
= o (@)™ (@) (a) ™ ()™ e (@) o,

wobeil wir cij in die Position i antikommutiert haben. Wir erhalten also fiir die linke Seite

j—1

N Y N
Y b Gl [Nty oo Niy oo NGy ) = (L= NN (=D [Ny N 1 N — 1,00,
k=1
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Die Bestimmung der rechten Seite erfolgt analog zu den bereits bei der Diskussion der Antikom-
mutationsrelationen erfolgten Betrachtungen:

cAl;rcAlj }Nl,Nz,...,Nl',...,Nj,...> =

Y N
= Nj(=1)=1 "] [Ni,Nay .o, Niy oy, Ny — 1,0
j—1

L N
= (1=N;)N;j(—1)k=r+1 \Nl,Nz, Ni+1,..,Nj—1,..)

Somit haben wir

- i
Z (e = a;aj.
gezeigt und fiir den Einteilchenoperator gilt:
Y 0 adla;.
i,J

Dies ist die gleiche Relation wie im bosonischen Fall.

Wir betrachten noch Zweiteilchenoperatoren:
P 1Y &
= 5 Z Z rsy
r=1s=1,s

wobei die Indizes r und s wieder die Teilchen bezeichnen, auf die der Operator wirkt. Mit Hilfe
der Matrixelemente

Oide = (<l|r®<]‘s)OAVY<|k>r®|l>s)

148t sich O ausdriicken durch

ZZOljkl| <| <|s

r#£s i,j,k,l

N =

Wir wollen nun den Operator Y. |i), |j)s (k| (I|s durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-

r+s
ren ausdriicken. Im fermionischen Fall miissen wir nun beriicksichtigen, daf} die fermionischen

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren Antikommutationsrelation anstelle von Kommutati-
onsrelationen erfiillen. Wir erhalten

210, 1)y KLty = Y 1), (K, 1) (1

r#£s r#£s

S MURCRVRUES WORTATN(S
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= Z ), Gkl 1) {0l = 8k Y 1), (11,

akaJ{al Skjdjﬁl

T
l
= jakaTal — aJr {ak, ciT-} a;

= —aTaTakal = @jfl;fllflk.
Bemerkung: Fiir Bosonen als auch Fermionen gilt somit
alataa
Z i), | (g = a;a;aay,

r#s

man beachte die Reihung der Operatoren @; und 4y ! Somit erhalten wir fiir einen Zweiteilchen-
operator

~ 1 R
0O = 5 Z Ojju a j ;alak.
i,jik,l

Auch fiir Fermionen 148 sich dies auf hohere Mehrteilchenoperatoren fortsetzen.

2.5 Feldoperatoren

Fiir die weitere Entwicklung der Theorie konnen wir Bosonen und Fermionen gemeinsam be-
handeln, vorausgesetzt wir beriicksichtigen das Bosonen Kommutationsrelationen, Fermionen
hingegen Antikommutationsrelationen unterliegen.

Bei der Diskussion der Mehrteilchenzusténde sind wir zundchst von Einteilchenzustinden |n)
ausgegangen. Wir erinnern uns, dal n eine Abkiirzung von Quantenzahlen betrachtet bezeich-
net, z.B. (p,s,m). Wir haben angenommen, daB die Einteilchenzustinde |n) eine vollstindige
Basis fiir das Einteilchensystem bilden. Eine typische Basiswahl wiren die Eigenzustidnde des
Einteilchen-Hamiltonoperators. Fiir ein nicht-wechselwirkendes Teilchen mit Spin werden diese
Eigenzustinde durch die oben bereits genannten Quantenzahlen (p,s, m) charakterisiert.

Nun konnen wir aber auch eine andere Basis fiir die Einteilchenzustéinde betrachten. Sei |7)
eine weitere (vollstindige) Basis der Einteilchenzustinde. Fiir die Umrechnung zwischen den

Basen |/m) und |n) gilt:
). |n) (nlm)
n

Es sei dj; der Erzeugungsoperator fiir ein Teilchen im Zustand |n), und d; der Erzeugungsopera-
tor fiir ein Teilchen im Zustand |7). Es gilt

Den Zusammenhang fiir die Vernichtungsoperatoren findet man, indem man die adjungierten
Operatoren betrachtet:

an = Y (m|n)a,

n
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2.5.1 Ortsdarstellung

Wir wihlen nun fiir |/72) eine Basis aus Ortseigenzustinden. Besitzen die Teilchen Spin, so wer-
den sie in dieser Basis durch (X,s,m) charakterisiert. Wir bezeichnen die Orts- (und Spin-) Ei-
genzustinde mit |X,s,m). Da im folgenden der Spin nicht weiter relevant ist, schreiben wir zur
Abkiirzung einfach |X). Es ist

Fi) = o)

die Wellenfunktion des i-ten Zustandes in der Basis |n). Wir bezeichnen als Feldoperatoren
die Operatoren, die ein Teilchen im Zustand |X) erzeugen bzw. vernichten. Fiir diese Operatoren
fiihren wir eine spezielle Notation ein:

Es ist

Wir erhalten also

Bemerkung: Der Zusammenhang zwischen dem Feldoperator ¢ (¥) und dem Zustand |X) ist wie
folgt

o' @I0) = 7).

Die Feldoperatoren erfiillen die Vertauschungsrelationen

A

Bosonen:  [6(®),6()] = 0. [§'®.6'®)] = 0. [$63.6'G)] = sE-7).
Fermionen: {69,600} = 0, {8'®.6'0)} = 0. {s@.6'0)} = 3G-9).

Diese folgen unmittelbar aus den Vertauschungsrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren. Beispielsweise ergibt sich fiir Bosonen

6.6 = LEae0)[a4] = 0
=0

und

(x[2) (ily)

-1

p@ 4 0] = LLo@o0) [4d] = Le@eaw -
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= () = 8(F-Y).

Fiir Fermionen verlduft die Argumentation vollig analog, man ersetzt nur den Kommutator durch

den Antikommutator.
Wir konnen auch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 6117 und @; durch die Feldope-

ratoren (T)T(x) und ¢(Ax) ausdriicken, wobei wir anstelle der Summation ein Integral verwenden:
G = [ dxe 8.
il = [dre®d ).

Wir betrachten nun einige typische Operatoren, und driicken sie sowohl durch die Erzeugungs-

und Vernichtungsoperatoren d;( und d;, als auch durch die Feldoperatoren ¢* (x) und ¢(Ax) aus.
Wir betrachten ein System von N Teilchen. Wir beginnen mit dem Operator fiir die kinetische

Energie. Dies ist ein Einteilchenoperator, gegeben durch

Li - L)

wobei der Index k in Ay angibt, dall der Ableitungsoperator of das k-te Teilchen wirkt. Wir wissen
bereits

Y Tyaia,  Ty=k(i|Til ),
=
Wir ersetzen nun die Auf- und Absteigeoperatoren durch die Feldoperatoren und finden

P ;/d%/fycpi(f)é (%) T ;)6 ()
:Z/d3/d3yqﬁ x|<< ‘>J|y$
_ /d3 /d3yq>T < <——2A> >¢(§)-

_ 3 3 Ll
( 2mA> > /d /d (x| p) < >(q\y>
= /d3 /d3 XIp (Pd) (@) /d3 /d g X P) (@) 8(F—q)
d3 P’ i (Y—V).5 hz d3 i o =
_ 3 _ p P iy _ (" /71’ HE-5)-p
[l s ) = | et o (~5%) e
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- /d3x/d3y$*(z)a(z—y) (—h—z yw)) = —%/d%é*(f)mﬂf).

Falls die Zustinde, auf die der Operator angewandt wird, im Unendlichen hinreichend stark
abfallen, konnen wir partiell integrieren und erhalten

T = % / dPx (W(z)) (%(z)).

Betrachten wir als weiteres Beispiel, da} sich N Teilchen in einem dufleren Potential befinden,
untereinander aber nicht wechselwirken. In diesem Fall wird die potentielle Energie wieder durch
einen Einteilchenoperator beschrieben:

N
ZV Z ij Az& ‘/ij:k<i“7k‘j>k'
k=1 i,j

Die Operatoren Vk sind alle identisch, sie unterscheiden sich nur durch die Teilchen, auf die
sie wirken. Wir bezeichnen mit V(1) einen dieser Operatoren. Ersetzen wir wieder die Auf- und
Absteigeoperatoren durch die Feldoperatoren, so finden wir

Vo= Z/d3x/d3y 0 (%) 0" (®) Vij 0; )6 ()

_ Z/d3x/d3y " (1) (i) (i [
L]

- / D / #y§ @ (7 0]5)86) = / dx / Iy §"@®H VY (5)8(¥-5)0 ()

_ /d%&(z)v(l)(z)@(z).

Interessanter ist ein Zweiteilchenoperator, der zum Beispiel die Wechselwirkung zweier Teilchen
beschreibt. Wir betrachten

. 1
Vo= 32V = vauaaazak, Vi = ((il,® (j1) Vs (K}, @10),)
r#£s l]kl

D) 8

Wir bezeichnen mit V(?) einen der Operatoren V... Wir erhalten nun
1 ~ -\ X SN o\NR -
= 35X /d3x1/d3X2/d3Y1/d3y2 0" (71) 9" ()6 (72) 0 ()
i,j.k,l
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(P, (1) 9; (2) Viju 01 (72)" 0k (1)"

_ /d3x1/d3m/d3y1/d3y2¢* 6" (72)8 (72) (1)
V) (51,52) 8 (¥ — 1) 8 (¥, — 372)

- §/d3x1/d x0T (7) 67 () VP (71,%:) 6 () § (7).

Zu guter Letzt in dieser Aufzihlung betrachten wir noch den Teilchenzahloperator N. Hier ergibt
sich

¥ = Yaa =¥ / x [ &y 0138 (D9 ()6 ()

— /d3x 6 (®)

2.5.2 Impulsdarstellung

Im vorherigen Abschnitt haben wir fiir |72) eine Basis von Ortseigenzustinden gewihlt. Alter-
nativ konnen wir den Fall betrachten, in dem |/7) eine Basis von Impulseigenzustinden bildet.
Haben die Teilchen zusitzlich Spin, so werden die Teilchen durch die Quantenzahlen (p,s,m)
charakterisiert. Wir bezeichnen die Impuls- (und Spin-) Eigenzustinde mit |7,s,m) und schrei-
ben zur Abkiirzung einfach |j).

Fiir die Skalarprodukte zwischen Vektoren der Basis |p) und |i) schreiben wir

Es sei &;% der Operator, der ein Teilchen im Zustand |p) erzeugt, d.h.

/\T o —
atloy = |p).

und dj der entsprechende Vernichtungsoperator. Im Gegensatz zur Ortsdarstellung ist es bei der
Impulsdarstellung nicht iiblich, fiir diese Operatoren eine spezielle Notation einzufiihren. Es gilt

as = Y ¢i(p)a
i

ay = Y.ei(p)a;.
l

Die Umkehrung lautet

él:/ poi(p) ap a4 Z/d3p@i(ﬁ) ar.
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Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir die Impulseigenzustinde erfiillen die Vertau-
schungsrelationen

Bosonen : [a5,a5] = 0, [i,aé] = 0, [dﬁ,d;] = 8(p—4q),

Fermionen : {&ﬁ,dg} = 0, {d;,ﬁ;} = 0, {éﬁad;} = 38(p—4q).

In der Impulsdarstellung ist der Operator fiir die kinetische Energie von N Teilchen besonders
einfach:

- 3 P’ T
ZTk = /dp%aﬁaﬁ
k=1
Befinden sich die N Teilchen in einem externen Potential (ohne Wechselwirkung zwischen den

Teilchen) so erhélt man mit
viOpa) = (B|v0]q)

/d3p/d3qdi — /d3p/d3qV(1) 3

In der Ortsdarstellung ist V() ein Operator der nur von X abhiingt. Es ist daher
v g = (Fv0)d) = [ / &y () (2[7V]5) 61

1 ivs ivz e
= G / d3x [ave f’eh”vm(y) 5(—7)
T e lh)3 / dxe 1Dy ()

T

den Ausdruck

Sy
D>
<

V() (%) bezeichnet den Eigenwert des Operators V(! beziiglich des Zustands |X). Es bietet sich
an, fiir V1) (¥) die Fourierdarstellung einzufiihren:

(2mh)?
Somit
dx &k L2 (5 T (1) [ ko /-
v = [ / Ty () = [0 (%) (5 -Gk
(7.9) rhy ) (rny (®) (2nh) (B)3(p-a-%)
I - o
= (27571)3V()(p_q)

Wir erhalten also

1 (7 — =\ AT A
- (2nh)3/ p / gV (5~ ) aga

Wir konnen die Wechselwirkung graphisch darstellen:
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Fiir einen Operator, der die paarweise Wechselwirkung zweier Teilchen beschreibt, setzen wir
VO (B, 52,41.40) = ((Bil@(52)) VP (1§1) ®G2))

und erhalten
/d3p1/d3pz/d3q1/d 02 VP (P1,52,G1,2) a5 @5 ag,dg,.

Die weitere Argumentation erfolgt analog zum Fall des Einteilchenpotentials. Wir nehmen an,
daB der Eigenwert V() (¥,%,) des Operators V() beziiglich des Zustandes |¥;) ® |¥,) nur von
der Relativkoordiante (X — X,) abhingt:

Mit der Fourierdarstellung

3 .
erhalten wir

VA (B1,52,d1,G2) = / Lk ‘7(2) (79)5(13’1—61—35(132—6724-%)

@ (51 —q) 8(Br+P2—G1—G2),

I
<1

und daher

. 1
Vv = - 4> /d3 /d3

V( )(pl—ql) S(P1+DP2—q1—q2).

Bemerkung: Aufgrund der Delta-Funktion kénnen wir V) (5, —g;) durch V) (g, — p») erset-
zen.
Auch diesen Term konnen wir graphisch darstellen:
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P1 P2
Pl q1

q1 q2

Die Wechselwirkung héngt nur vom Impulsiibertrag p; — ¢ ab.

Fiir den Teilchenzahloperator N findet man

N = Yaa = Z/d3p/d3q(Pi(ﬁ> a5 9i(3)" g
] i

Wir konnen natiirlich auch direkt von der Ortsdarstellung in die Impulsdarstellung wechseln. Wir
stellen die wichtigsten Formeln zusammen:

%) = /d3 e 6T (@) = [dpeirtal,
(2nh (2mh)2
N 1 isoa
), ah = —— [ et (@)
(2mh)?

2.5.3 Das Heisenbergbild

Betrachten wir nun ein System, in dem der Hamiltonoperator gegeben ist durch
=[x [ (300 @) (%) v @ @60
by [ [Pad @) @)VE @.5)6

Nebenbemerkung: In der Impulsdarstellung lautet der Hamiltonoperator

3P A 3 3 AF A

H= /d —maﬁap ) /d /qu )aﬁa

1 = = = s (/ = = A A A A
+2(2nh)3 /d3l?1/d3p2/d3611/d3612 S(P1+P2— a1 —32) VP (B _ql)a;ﬂa;’zafbaér

Bisher haben wir alle Operatoren im Schrodingerbild betrachtet. In diesem Abschnitt diskutieren
wir das Heisenbergbild. Zur besseren Unterscheidung verwenden wir nun die Notation Oy fiir
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einen Operator im Schrodingerbild. Fiir Operatoren im Heisenbergbild verwenden wir die Nota-
tion Oy. Fiir einen nicht zeitabhéngigen Hamiltonoperator lautet der Zusammenhang zwischen
dem Heisenberg- und Schrodingerbild

On(E1) = etftOgF)e #A,
Angewandt auf die Feldoperatoren §(¥) = §5(xX) und ¢ (X) = @()‘6) erhalten wir die entsprechen-
den Feldoperatoren im Heisenbergbild:
b (1.1) = MG{R eI, () = R () e H
Die Operatoren im Heisenbergbild sind zeitabhédngig und erfiillen die Bewegungsgleichung

e A A
ih=-On = [On,H].

Fiir ein System, in dem der Hamiltonoperator wie oben gegeben ist, findet man fiir den Feldope-
rator im Heisenbergbild

2

Jd . h A .
) = (=38 V00 ) bn )+ [ @8 G0V @) b ()b ()

Dies gilt sowohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen. Es ist
(0 (%,0),H] = et [§5(x),H] e 7.

Der Hamiltonoperator A unseres Beispiels enthilt Terme bilinear in den Feldoperatoren, sowie
Wechselwirkungsterme, die ein Produkt von vier Feldoperatoren enthalten. Betrachten wir zu-
néchst die bilinearen Terme. Fiir Bosonen verwenden wir

A

A.BC] = ABC-BC i

A = ABC— BAC+ BAC — BCA = [A.B]C+B[AC].
fiir Fermionen verwenden wir
[4.B] = ABC—BCA = ABC+BAC - BAC—BCA = {A.B}C—BIA.CY).
Wir fiihren die Notation
[A.B]_ = [AB], [AB], = {48}

ein, dies erlaubt uns beide Fille gleichzeitig zu behandeln. Fiir den kinetischen Anteil erhalten
wir dann



- ——/cﬂ b53), (85)]_ 8D 7 [y (a653) [os . (b5 )],

2m
.
= 5. (Ags (%))

Ebenso erhilt man fiir den Term, der V(1 (%) enthilt
[avvi ém%m
- / d3yV %),05 (%)
- /d3yv (- y>¢s<>:v“><f>a>s<f>.
Der Wechselwirkungsterm ist nur von der Notation etwas aufwendiger.
3 @ [ v G5 [bs (0,64 61)8 (7265 053)bs ()] =
- 2/d3y1/d3yzv (51.52) [ds (.84 (57) 85 52) | s (572) s (5)
= 5 en [ v i ([os .8 60]_ 86328000 [bs(0 8402 )

0s (72) b5 (1)
= 5 [ @ [ @ v 65 (365802 =801
1

A A a 1 A
— 5 [ @ VO )8 (5)s (52)ds (9% 5 [ dn V) (51,381 (51) s (7)8s (1)

‘<1
N—
A
!
|
St
N—
N——
=)
(o5
P
<
[\®)
S—
=
[
S
]
N—r

—

wobei wir im letzten Schritt V() (5, ¥) = V(?)(&,¥) ausgenutzt haben. Fiir den Erzeugungsopera-
tor (T)L (%,t) findet man

L0 s h? IR,
gy ) = (pea=vO @ )b 0 [ w08 G0V E b ).
Auch diese Formel gilt fiir Bosonen und Fermionen. Hierbei ist zu beachten, daf3
80650 = F[bs().00@)]_ = ¥

50



gilt. So ist beispielsweise

Der Dichteoperator im Heisenbergbild ist gegeben durch
ﬁH - d\);{ ()_C)7t)(’f)H ()_C:t) .

Fiir die Zeitableitung gilt
L0 . 2t o N2 o POV B
i = | (5860 )dn w0+ 0 (5o @)

Verwenden wir nun die hergeleiteten Ausdriicke fiir die Zeitableitungen der Feldoperatoren, so
heben sich viele Terme weg und wir erhaltenr

a h2 . R R N
lhgﬁH = % |:<A¢L ()_C)J)) ¢H (X’?t) - q);-l (X’?t) (A¢H <)_C”t)):| ’

Dies motiviert die Definition des Stromdichteoperators

1

i = A (98h 60) b )~ 8 ) (Vw0 .

2m

Wir erhalten also

Diese Gleichung entspricht einer Kontinuitédtsgleichung in der klassischen Physik.
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3 Anwendungen

3.1 Bosonen

Wir betrachten ein System von N Bosonen mit Spin Null in einem endlichen Volumen V. Da wir
nun ein System in einem endlichen Volumen betrachten, sind die Impulseigenzustinde diskret.
Wir verwenden die Normierung

und es ist

Da wir Spin Null annehmen, sind die Zustinde durch die Impulsquantenzahlen vollstindig cha-
rakterisiert. Wir bezeichnen mit

W) = [N,

einen Zustand der Besetzungszahlendarstellung beziiglich der Impulseigenzustinde. Der erste
Impulseigenzustand ist also Nj-fach besetzt, der zweite Impulseigenzustand ist N,-fach besetzt,
usw.. Es gilt

N = Ni+N+.. =) N;
B

3.1.1 Freie Bosonen

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit Fall, dal keine Wechselwirkung zwischen den Bo-
sonen vorliegt. Wir bestimmen zunichst den Erwartungswert des Teilchendichteoperators 71 =
0 (X)0(3):

A

66| v) =

= (v

Der Erwartungswert der Teilchendichte ist also ortsunabhéngig.
Als nichstes betrachten wir die Paarverteilungsfunktion g(¥; —X,). Diese ist durch

myg (X1 — %) = <‘If

definiert. Die rechte Seite entspricht dem Erwartungswert, im Zustand |y) ein Teilchen am Ort
X1 und ein weiteres Teilchen am Ort X, zu finden. Es ist

(w]§ ()" G)o(EI0) [w) -
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iz 2 e*%(ﬁl*fil)'fl e*%(ﬁz*f?z)'fz <
Ve, &~ _
P1.52:d1,02

T
ay, a5,a5,4g,

v)

Wir unterscheiden nun die Fille p; = p» und p; # p. Im ersten Fall ist dann auch ¢; = ¢» die
einzige Moglichkeit, ein nicht-verschwindendes Matrixelement zu erhalten. Im zweiten Fall ist
dann entweder | = ¢; und pp = g» oder p; = ¢»> und pr = ¢. Wir erhalten somit

(w]d @08 @806 | v) = 75 X (w]ahalagds| v)
! ot ana ! —EE-m) @) ylat 4t e s
+W ﬁ;ﬁ <W 45,45, 4P P W>+Wq =, ¢ <W ap,95,95:%p, W>'
P17P2 P17P2

Wir erinnern uns

4;|[N1,Ny,...,N;,...) = +/N;j|Ni,Na,...,Ni—1,...),
al |Ni,Np, .., Niy...) = /Ni+ 1[N, Ny, oo, Ni+1,..0).

S
<
=

s
—~
=l
SN—
=
it
—~
=
)
N—
=

<zz>&><z1>\w> -

1 1 iz
WZNﬁ ( Z N, N, + V2 Z e~ H(P1=P2) (117) N N, .
p Pl#Pz P1#D2

Zu den Summen iiber p; # p, addieren und subtrahieren wir die Terme p; = p,. Weiter ist

Y e*%(ﬁrﬁz)'(flf)fz) = (Z e P (FI=%) ) (Z ehPr(F1—72) 2)

1,02
2
— Z o FPEIR) N
P
Somit
(v |8 @)8" (22)b(R2)d(E) | w) =
1 ? 1 ?
~ 2 LN (N +1) + ZMB) + 5 |L e HER N,
P )4 P
N2 1 » >
- vty Ze*ﬁp'(xrn)N _WZNH(NIB_,_I)
)4

Wir diskutieren nun verschiedene Spezialfille. Im ersten Fall nehmen wir an, daf3 alle Bosonen
sich gleichen Zustand |pg) befinden. Es ist also



Es ist dann

e (- %2) = (y[p @b @sbe|v) = L v n -] = YO
Auch dieser Ausdruck ist ortsunabhingig. Wir konnen ihn wie folgt interpretieren: Die Wahr-
scheinlichkeit, das erste Teilchen zu detektieren ist N/V, die Wahrscheinlichekeit dann das zwei-
te Teilchen zu detektieren ist (N —1)/V.

Wir betrachten nun einen zweiten Fall, in dem wir annehmen, daf3 die Impulse gau3formig
um einen Mittelwert pg verteilt sind. In diesem Fall gehen wir wieder zu kontinuierlichen Im-
pulseigenwerten iiber und fiithren eine Besetzungszahldichte 7 im Impulsraum ein (Anzahl der
Zustande pro Impulsraumvolumen), fiir die wir die funktionale Form

N (-’
ng = ——e€ 202
(V2rno)
annehmen. Es ist
/ d3p ny = N.

Fiir den Ubergang von den diskreten Variablen zu den kontinuierlichen Variablen gilt

N
ZN,; = Z:(Ap)3 p3 = /d3pnﬁ.
7 z (Ap)

p

Insbesondere ist

2
YN = Z(Ap>3( N’Z) (ap)’ =Y (Ap)’ n} (Ap)®
7 7 (Ap) Fj

Wir erhalten dann

nyg(X¥1—%) = my+—

Es ist

/ Pp e FPET) R / Ppe 2t HPET)

Fiir den letzten Term gilt



Dieser Term kann im Limes V — o vernachldBigt werden. Wir erhalten also
(7 —)2 1
nyg(¥1—%) = nmy <1 e R ) +0 (V) '
Somit gilt im Limes V — oo

o2 = =\2
g(fl—fz) = 1+€_ﬁ(xl_x2)

Wir betrachten nun die Extremfille X; — X, = 0 und |X] — X;| — 0. Wir finden

% li;zrr\laog()_c’l_)_é2> =2
1—%2

lim g(fl—fz) = 1.
X1 —X3| oo

Wir sehen also, daf3 fiir Bosonen die Wahrscheinlichkeit, zwei Teilchen am gleichen Ort zu fin-
den, doppelt so groB ist wie die Wahrscheinlichkeit, diese zwei Teilchen mit einem groflen Ab-
stand zu finden.

3.1.2 Wechselwirkende Bosonen

Wir betrachten nun ein Gas von wechselwirkenden Bosonen. Hierbei wollen wir annehmen, daf3
die Wechselwirkung schwach ist, die Dichte des Gases klein ist und die Temperatur niedrig
ist. Die Annahme einer geringen Dichte impliziert, dal wir die simultane Wechselwirkung von
drei oder mehr Teilchen vernachlédssigen konnen. Wir betrachten das Gas in einem endlichen
Volumen V, so dall wir wieder mit diskreten Impulseigenzustinden arbeiten. Wir nehmen weiter
an, dal die Zweiteilchenwechselwirkung nur von der Relativekoordinate X; — X, abhingt. Der
Hamiltonoperator lautet

! 7
. oo . 2) — = AT A AL AL
AT HZ 85 +pnai+a.V " (P1 q1>61[—7»161p261q261q1.
p

1,02,41,G2

H=) 5, a5
)4

Die Annahme eienr tiefen Temperatur impliziert, daB3 sich die meisten Bosonen im Zustand nied-
rigster Energie befinden. Dies ist der Zustand p = 0. Es bietet sich in diesem Fall an, die Zustdnde
beginnend mit Index O durchzunumerieren, d.h.

‘W) = ‘N07N17N27 >7

wobei Ny die Besetzungszahl des Zustandes p = 0 angibt. Dieser ist bei niedrigen Temperaturen
makroskopisch besetzt

Ny = N,
wihrend fiir alle anderen Besetzungszahlen
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gilt. Wir konnen daher die Wechselwirkung der angeregten Zustinde untereinander vernachlis-
sigen und uns auf die Wechselwirkung der angeregten Teilchen mit den kondensierten Teilchen
bzw. der Wechselwirkung der kondensierten Teilchen untereinander beschrinken. Zu diesem
Zweck teilen wir die Summation iiber alle p auf in einen Term p = 0 und die verbleibenden
Terme. Die Summation iiber die verbleibenden Terme bezeichnen wir mit einem Apostroph:

Mit der Notation
Qo = a5, @y = af, VP = v (0)

ergibt sich fiir den Hamiltonoperator

A At G U ~(2) AT AT A A ~(2) /o AT AT A A
H = Z — a;;aﬁ—l—— 0( )agagaoao—i— ! 0( )a;agaoaﬁ+vgl V@ (p)a;;agaﬁao
14

Weiter ist intuitiv klar, daB sich fir N = O(10>%) die physikalischen Systeme, die durch die
Zustinde

|N(),N1,N2,...>, |N()—|—1,N1,N2,...>, ‘No—l,Nl,Nz,...>
beschrieben werden, nicht wesentlich unterscheiden. Es ist daher

ao|No,N1,N2,...) = +/No|No—1,N1,Na,...) = +/No|No,N1,Na,...),
ay INo, N1, N, ...y = /No+1|No+1,Ni,Na,...) ~ +/No|No,Ni,Na,...).

Wir machen daher die Niherung, dafl wir die Operatoren cig und dg durch die c-Zahl /N erset-
zen:

a, = a = /No.

In dieser Ndherung vereinfacht sich der Hamiltonoperator zu

A Poo 2) , No 5(2) | 52) (=) At A
H = Z'—a;aﬁ—f—— 0( )—1-72/ (VO( )+ 7@ (p)) a;;aﬁ
p p
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No o1 5 2) (v (AT At L~ s
+ﬁzﬁ:' v (p) (aqafﬁ—l—aﬁa,ﬁ> .

Fiir die Beziehung zwischen der gesamten Teilchenzahl N und der Besetzungszahl des Zustandes
p = 0 verwenden wir die Beziehung

N = N()—I—Z/d;ﬁﬁ

p

und behalten nur die Terme, die maximal quadratisch in aj, &;% sind. Somit

2 2
4 g ' P ia N 52 Neo@iwsaia Nor (62, 00) 1=\ Af »
H = zﬁ:%aﬁaﬁ"‘ﬁ 0 _VVO Zﬁ:aﬁaﬁ-l—vz (Vo -I-V()(p))aﬁaﬁ
N /~(2) = A AT A A
+WZ’ V< (p) (aﬁa ﬁ—l—aﬁaﬂ;>
Z
P ara c N0 N ospe) KPS f
= L 5, ﬁaﬁ'i‘ﬁvo +WZ’ V9(p) (aﬁa ~+2aaap+aﬁa,p)
2 P

Durch die verwendeten Niherung ist der Hamiltonoperator nun bilinear in den Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren. Er ist allerdings nicht diagonal in diesen Operatoren, d.h. von der Form

const+ )" C(p) d;&ﬁ.
p
Zur Diagonalisierung verwenden eine Methode, die unter dem Namen Bogoliubov-Transforma-

tion bekannt ist. Wir betrachten eine neue Basis von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren,
die durch

A o AF
bﬁ = updp + vp a_g,
pT * AT KA
bﬁ I/ll—)' a. + VI—)' a_p,

mit den bisherigen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zusammenhéngt. Hierbei sind uj;
und v; c-Zahlen. Wir setzen voraus, da die Koeffizienten symmetrisch sind

U = u_p, Vi = V_j,
sowie die zusitzliche Relation
2 2
ug| = vs|” = L

erfiillen. Unter diesen Voraussetzungen erfiillen die neuen Operatoren b 5 und ZA);; ebenfalls kano-
nische Kommutationsrelationen. Es ist



aufgrund von u_5 = u und v_j; = v. Ebenso zeigt man

Betrachten wir nun noch

[Bﬁ,gg»] = [uﬁ as + vp diﬁ, u} C’lg» + V} d_q}
2 2
= upigd B 5q = (lus* = |val*) 85
= 51357

wobei wir |uz|*> — [v5|? = 1 verwendet haben. Die Umkehrtransformation lautet

N . % A_‘ o . AT
ap = Uy by — vz bfﬁ,
AT . . AT o % 7 =
az = Up bﬁ Vi b_j.

Wir beschrinken uns nun auf reelle Koeffizienten u 5 und v. Es ist dann

N TS SR S (B b b
azap = uj bﬁ by + v ﬁb ﬁbfﬁ — UGV (bﬁAbfﬁ +b_p bp),
NI S I S S S S X S SIS
aga’ ; = uﬁbﬁb 5T ﬁb b — upvy (bﬁbp +b_pb_ﬁ),
apd_p = u% l’;ﬁg 5t %’bT ﬁ%j? — Upvp (@ﬁ%; + ZAJT_ﬁ 3_ﬁ>.

Somit ergibt sich fiir den Hamiltonoperator unter Benutzung von V3 (—p) = V) (p)
a = +): itas+ Ly v () (a at 12atas+aza )
zmﬁ Tl PI\Gpa—p T =Apdp T Apa-p

p
N? p? N
= ZVVO +Z Up (”pz +(”ﬁ_vﬁ)v

2
P N . 2) /= A g
+ Zﬁ Vi (Vﬁ% + (v —up) VV( ) (P)) b by
2 1 2N~ 2 R AT AT A A
+ E <—u13vp2 +§ (uﬁ—vﬁ) VV( )(p)) (bﬁ b,ﬁ + b,ﬁ bﬁ) .

Wir konnen nun die Koeffizienten uj; und vz so wihlen, da die nicht-diagonalen Terme propor-
tional zu



verschwinden. Der Ansatz

uz = coshf (p?), vz = sinhf(p?)

erfiillt automatisch die bisherigen Nebenbedingungen uj = u_j, vz = v_j und u% — v% = 1. Wir
fordern nun zusitzlich

2
P 1 2N~ 2) /-
UpVGs 5 (up—vg) VV( J(F) = o.
Einsetzen liefert
2
N7/ (2) (=
vy L (vm)
uﬁ(uﬁ_l) T 42 (P Ny (3
oo (ﬂ +2yV (P))

Somit
2 U Ng(Q2) (= 2 N(2) =
2 L+ BV (p)+E; 2 L+ BV (p)—Ej;
P 2E; P 2E; ’
und
¥V (p)
Uy Vg =
pep 2E;;



N2~(2) | «, p2 N
Eo = V) +-Y (Es——-Sv@ 5
0 oV 0 +2 = P (p>

ist eine c-Zahl und beschreibt die Grundzustandsenergie, der Ausdruck

/ T 7
Y Esbby
B

eine Summe harmonischer Oszillatoren mit der Energie E;. Wir bezeichnen die durch die Ope-
ratoren lA);% und lA)I; erzeugten bzw. vernichteten Zusidnde als Quasiteilchen mit Impuls p. Der

Operator 13}; erzeugt ein Quasiteilchen, der Operator b 5 vernichtet ein Quasiteilchen. Wir kdnnen

nun den Grundzustand des wechselwirkenden Systems angeben, dies ist der Zustand |yo), der
von allen b 7 annihiliert wird:

bilwo) = 0 firalle j#0.

Dies ist nicht der Zustand, in dem sich alle Teilchen im Zustand p = 0 befinden. Letzterer ist
der Grundzustand des nicht-wechselwirkenden Systems. Die Wechselwirkung modifiziert den
Grundzustand. Wir betrachten dies kurz etwas genauer. Die Zahl der angeregten Quasiteilchen
im Zustand |yp) ist klarerweise Null:

Zﬁ:/ <\l’0

Allerdings impliziert dies nicht, dall auch die Zahl der angeregten Teilchen (nicht Quasiteilchen)
in diesem Zustand Null ist. Man findet
\l’o>

zﬁ:/ <\l’o \l’o> = zﬁ:/ <\l’o
= L7 (w

p

~g oA

\l’0> = 0.

A

2 7F ¢ 2 i~ AT A
Uy bﬁ bﬁ + V5 bﬁ bﬁ — UpVp <bﬁ’b—ﬁ + b_ﬁ bﬁ)

\l’o> = Z'V%
p

RN
asap

-

Fiir ein Potential der Form

ist



Wir konnen nun die Zahl der angeregten Teilchen berechnen. Es ist

2,11“‘}L \/2< +27LN>
V& (B+2p)
2

/
L'
p

ST

Il
N —
mM

—\/2;< +209)

LY o
2 (2mh)’ by \/ "
0 2m

(& +20¥)
1 v [ Xta-x/2t2 N
= = 34n(2m)%/dxxx ta- v tea a=h—
2 (2mh) Va2 +2a 4
_ 1 /d y+a— (y-|-2a)
4(2 Vy+2a '
Nun ist
r — o +2 1
/dyy+a yy+2a) L 2a)
Vy+2a 3

0

und somit ergibt sich die Zahl N’ der angeregten Teilchen zu

3
\% 3 N\ 2
- s (45)

Die Anzahl der Teilchen im Zustand p = 0 ist dann No =N —N'. Im Grenzfall A — 0 verschwin-
det die Wechselwirkung und es gilt N/ — 0 und Ny — N.
Wir betrachten noch die Eigenschaften der Quasiteilchen fiir kleine Werte von p. Fiir kleine

Werte von p ist
2 2
p(p N -
Ez; = — 2—V(2 \/
P \/Zm <2m i Vv ‘ Pl-

Wir erhalten somit die Dispersionsrelation

/ ) 14 3
— A, 2
N Z Vi 3752713171 a
14

[S1I9%}

} NV
Eﬁ = Vquasi |p|7 Vquasi = v7

Die Quasiteilchen breiten sich daher mit der Geschwindigkeit vqy,s; aus. Quasiteilchen mit linea-
rer Dispersionsrelation bezeichnet man als Phononen.
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3.1.3 Suprafluiditit

Wir wollen nun das Phianomen der Suprafluiditit diskutieren, d.h. die Eigenschaft bestimmter
Fliissigkeiten bei tiefen Temperaturen ohne Reibungsverluste zu stromen. Das Anregungsspek-
trum von He* wird bei tiefen Temperaturen und kleinen Werten fiir die Impulse der angeregten
Moden durch eine lineare Dispersionsrelation beschrieben:

Eﬁ = Vphonon |ﬁ|

Wir betrachten nun den Fall, daB He? bei tiefen Temperaturen durch eine Rohre flie3t. Wir kon-
nen diesen Vorgang in zwei Inertialsystemen betrachtent: Im System K (Laborsystem) ruht die
Rohre, wihrend das Helium mit Geschwindigkeit —vV durch die Rohre flie. Das Vorzeichen
der Geschwindigkeit ist hierbei Konvention. Im System K’ (Ruhesystem der Fliissigkeit) bewegt
sich die Rohre mit Geschwindigkeit +v. Wir bezeichnen mit £ und P die Gesamtenergie bzw.
den Gesamtimpuls des Helium im System K, und mit £’ und P die Gesamtenergie bzw. den
Gesamtimpuls des Helium im System K’. Es gilt

— ! = pl 1 =2 D . 9 —
E = FE —v-P —|—§MV, P = P —My,

wobei M die Gesamtmasse des Heliums bezeichnet. Betrachten wir zunichst die Situation im
System K. Reibung wird mikroskopisch durch St63e der Heliumteilchen mit den Teilchen der
Wand beschrieben. Hierbei reduziert sich die (kinetische) Energie des Heliumsystems und es
wird Energie auf die Wand iibertragen. Fiir das Heliumsystem gilt daher fiir eine einzige solche
Wechselwirkung

AE < 0.

Betrachten wir nun die Situation im System K’. Hier ruht das Heliumsystem und wir nehmen
zunichst an, dafl das Heliumsystem durch den Grundzustand |yg) beschrieben wird, also keine
Quasiteilchen angeregt sind. Es ist also

El = E,, P =0.

l l
Im System K entspricht dies

E; = E\+ %MVZ, B = —Mv.
Betrachten wir nun Reibungsprozesse im System K’. Im System K’ werden durch Reibung im
Heliumsystem Quasiteilchen angeregt, die sich mit der Wand mitbewegen, so dal} sich im Ex-
tremfall das gesamte Helium mit der Wand mitbewegt. Betrachten wir nun einen einzigen Rei-
bungsprozess, bei dem ein Quasiteilchen mit Impuls p’ angeregt wird. Nach diesem Prozess ist
im System K’ die Gesamtenergie und der Gesamtimpuls des Heliumsystems gegeben durch

EJIC = E(/)+Vphonon ‘ﬁ/}7 P} = 7.
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Dann ist im System K
— 1 b —) —
Somit ist
AE = Ef_Ei = Vphonon ‘ﬁ/}_v'ﬁ/-

Betrachten wir nun die Fragestellung, wann AE < 0 gilt. Die Energiedifferenz AE ist am kleinsten
fiir v || p’. Somit

AE <0 < |V > Vphonon-
Anders ausgedriickt: Fiir || < Vphonon 18t AE > 0 und es treten keine Reibungsverluste auf. Die-

ses Phanomen bezeichnet man als Suprafluiditéit.

Bemerkung: Wir haben das Auftreten der Suprafluiditit fiir ein idealisiertes System, dessen An-
regungsspektrum eine lineare Dispersionsrelation aufweist, diskutiert. Fiir He* treten fiir groBere
Werte von p’ Abweichungen vom linearen Verhalten auf. Dies fiihrt dazu, daB Suprafluiditit nur
fiir [V] < verie auftritt, wobei verit < Vphonon-

3.2 Fermionen

Wir betrachten ein System von N Fermionen mit Spin 1/2. Um Verwechselungen mit der Masse
m eine Teilchens auszuschliesen, notieren wir die Projektion des Spin auf eine Achse mit G. Fiir
Spin 1/2-Fermionen nimmt ¢ die Werte

c € 1-1—1
272
T

an. Wir bezeichnen mit aq und dj ; die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die ein Fer-
mion mit Impuls p und Spmquantenzahl o erzeugen bzw. vernichten. In einem endlichen Volu-
men V verwenden wir die Normierung

<ﬁ76|qaﬂc> = Sﬁﬁ 667’5-
Die Antikommutationsrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren lauten
{a’\ﬁ767d(_i7t} - 0, {&267 ZT} - 07 {a’\ﬁ767d;7’5} - 6_‘_’66‘5
Im Ortsraum verwenden wir die Notation
X,  do(®

fiir die Operatoren, die ein Teilchen mit Spinquantenzahl ¢ am Ort X erzeugen bzw. vernichten.
Es ist

Q
St~
S
=1
<
Q
a

<£7G|ﬁ71> -

C oy

6



3.2.1 Freie Fermionen

Wir betrachten zunéchst ein System von N freien Spin 1/2-Fermionen. Im Grundzustand sind
die energetisch niedrigsten Zustinde besetzt. Da jeder Zustand aufgrund des Pauli-Verbots nur
einmal besetzt werden kann, werden nacheinander alle Zustidnde bis zu einer Impulsobergrenze
pr, die durch die Anzahl der Teilchen N bestimmt ist und Fermi-Impuls pr genannt wird,
aufgefiillt. Wir haben also

wo) =TT [Tajsl0

|P|<pr ©
Der Erwartungswert des Operators d;; o0p,c ist
L K _ )L 1Bl < pr,
Np,G - <llIO al—)»oap(f > - { 07 |ﬁ‘ >pF
Fiir die Gesamtteilchenzahl N erhalten wir somit
2V 3 VP%
\Ifoa~a \|10>:2 I = /dp:—,

|PI<pF

somit ist der Zusammenhang zwischen Fermi-Impuls und Teilchendichte
N
3 2#3
= 3n°h’—
PF v
Die Fermi-Energie ist durch

Pk

Er —
F 2m

definiert. Fiir den Erwartungswert der Teilchendichte im Ortsraum ergibt sich
NP 1 i (5-5)% A
e = L(wol8@de@|wo) = < XY e HFDT (yolal dzo
5 ViS5 !
1 1
= VZZ<‘I’0 ‘l’0> = 7L LNio =
c p o p

Der Erwartungswert der Teilchendichte ist also ortsunabhiingig.

)

N
v

AT A
aﬁ,caP,G

Wir betrachten noch die Paarverteilungsfunktion g5, ¢, (¥] —X2). Diese ist durch

Ny 2 I
(%) gcl,cz(xl_XZ) = <

definiert, wobei der zustitzliche Faktor 1/2 die Spinfreiheitsgrade beriicksichtigt. Es ist

(v

q’cl (x1>¢62(x2)¢02()€2 x1 )lll>

08, (71)08, (%2)0o, (%2) 6, (71) \ \,,> _
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1

i3 _ =2\ P2 =\ =
— z —£(P1—=q1)% ,—(P2—G2)% i gt .
V2 ¢ ¢ v leapz (o} ‘12762a‘11761 v
DP1,P2,41,92

Wir betrachten zunichst den Fall 6; # 65. Um ein nicht-verschwindendes Skalarprodukt zu er-
halten mul p; = ¢ und p> = g, sein. Wir haben in diesem Fall
v)

V).

I\ 2 1
vy > o _ N AT
<7) 8010, (X1 —%2) = V2 Z <W 451,61%p,,02 5,,0,95, 0,

P12

o

- L (v

—

P12

T
D2,02 Pz Gzaﬁl ] P1 o1

Wir erinnern uns
At A o
a; a; IN1,Na,...;Niy...) = N;i|Ni,Na,...,Nj,...).

Daher

1

ny\2 L 1

(7) goi0, (X1 —X2) = V2 ﬁz N3, 6:Npy 00 = V2N01N02
1
vV

D152
N N (nW)Z
22 2 \2/)-
Somit ist fiir 6] # 6,
gGth ()_C’l _)_C’2> - 17

und damit unabhéngig vom Abstand.

Betrachten wir nun 6; = 6, = 6. Es muf} nun entweder p; = ¢ und p, = g» gelten, oder p; = ¢»
und pr = ¢ gelten. AuBBerdem gilt aufgrund der beiden Vernichtungsoperatoren (bzw. dquivalent
hierzu aufgrund der beiden Erzeugungsoperatoren) automatisch p| # p,. Wir finden

Ty \ 2 L.
() satii -1 = % (ol )
1 P oy o
(B _F) (R — AT At ~
+W ﬁzi ¢ APzl i) <\|’ aﬁhﬁapz Gamy(’aﬁzac
P1,P2
1 i
= _— e h pl p2 xl xz
» Ll ') (vla;
1
V2 )3 < Nj

_ o K (B1=P2)- (XI—XZ))

th p20 P270 P17

v)

45,6 aj.c p176aﬁ170

v)

NP27

—

P12

1

Z Lp(% szH

—

- (-
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Wir berechnen den zweiten Term, indem wir die Summation durch eine Integration ersetzen:

% Ze_%ﬁ'(fl —)?2)]\7137G
)4

Somit

mit

Fiir kleine Werte o ist

und daher

8070(21_)?2) = 1_9{

1 /d3p e_ii‘éblﬁj'(fl_)‘C'Z)Nﬁ70

(2nh)?
1 —Lp(% % -
e ] P17
PF 1
21 / 2 il %
dp/dup o~ hpTI—Talu
3
(2mh) T
PF
2 / 1 R i =
dp p— |:eﬁp|xl % _ g rpi xzq
(2mh)* %) — 3| 2i

0

. [ PIX1T—X2
dp p sin <7)
(2mh)? |7 — X2 0/ h

1 2 = 2 2 2 =2
L {sin (pF %) X2|) _prlE =X (PF %1 XZ\)]
22 ¥ — X h h h

- pEIX1—=%|\ _ prl¥i % PF|¥1—X|
3y S1n< + > I e

2 PF|%—X| 3
h

sin (o) — oLcos ((x)} 2
o3

Fiir groBBe Werte o gilt dagegen

pr %1 — %
o = .
h
1 _ _ l 3 5
sin(o) —ocos (o) = 7% +0(o’),
., 11_1"1’1 g070 ()?1 _22) - O.
[¥1—%2|—=0
R 11}'1’1 g(y?(y()_(;l _22) — 1.
|¥] —Xp|—>oo
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3.2.2 Wechselwirkende Fermionen

Wir betrachten nun ein Elektronengas, welches mittels der CoulombabstoBung wechselwirkt. Fiir
das Coulombpotential

— — e
VO (R —%) = ———
%) — X
lautet die Fouriertransformierte
- Ame’h?
2 —
Wir betrachten den Hamiltonoperator
A=Y L a 4 Y SpmaaVP(Pi—d0al o ab ageds
T L0y TSP T oy L P1+P2,G1+G2 P1—41)45 %, 6,%0,62%41,01>
p,S P1:P2:91:92:91:92

P1—q170

wobei wir j — g1 = 0 in der Summe ausschlieBen. Das Coulombpotential V(?) () divergiert fiir
p= 0. Man bezeichnet die Singularitét bei p = 0 als eine Infrarotsingularitiit. Die Vorschrift,
den Term p; — ¢ = 0 in der Summe nicht zu beriicksichtigen stellt ein Regularisierungsschema
dar. Ein Regularisierungsschema ist notwendig, um mit wohldefinierten endlichen Ausdriicken
arbeiten zu konnen. Wiirden wir auch noch Feldoperatoren fiir das Photonfeld einfiihren, so 146t
sich zeigen, daB} sich in physikalischen Observablen alle Infrarotdivergenzen wegheben. In der
Ortsdarstellung schreiben wir fiir den obigen Hamiltonoperator

A=y (-Ea) el yves
2m r 2 rovs) -

r r#£s

Eine wichtige Frage in einem wechselwirkenden System ist die Frage nach der Grundzustand-
senergie und der Grundzustandswellenfunktion. Hierbei verwendet man oft die Hartree-Fock-
Néherung. Im Rahmen der Hartree-Fock-Nédherung nimmt man an, dal der Grundzustand des
wechselwirkenden N-Teilchensystems durch eine Slater-Determinante von N (zunichst unbe-
kannten) Einteilchenwellenfunktionen ¢;(j) beschrieben wird.

V! on(l) ... on(N)

Wir bezeichnen mit Ey die Grundzustandsenergie. Fiir einen beliebigen Zustand |y) gilt

(v|d|y) > Eo.

Der Erwartungswert des Hamiltonoperators fiir einen beliebigen Zustand gibt eine obere Schran-
ke fiir die Grundzustandsenergie an.
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Betrachten wir zunichst den Zustand, der durch die Slater-Determinante von Einteilchenwel-
lenfunktionen des freien Systems gegeben ist, wobei alle Zustéinde mit |p| < pr besetzt sind und
Zustinde mit |p| > pr unbesetzt sind:

v = TII I[1ésslo
|P|I<pr ©

Fiir die kinetische Energie dieses Zustandes gilt

2
. p . .
Ein = (W|Han|V) = ) om <0 a:‘;‘capc 0>9(PF—\P\)
2 2 pr
p ﬁ 14 3 D 4nV 4
gzm(P”|D (2nh) 2m  m(2mh)
’ |BI<pF 0
4V p3 3
S/ S P
Sm(2nh) 5

Betrachten wir nun die potentielle Energie des Zustandes |yp). Es ist

Epor = (V|Hpo| W)

252 - - =
_ dmen y Optirdtds [\lat 4t "
a v 1,01 P2,02 ‘12702 q1,01

)

Aufgrund von p| — g # 0 erhalten wir ein nicht-verschwindendes Skalarprodukt nur fiir p; = ¢,
ﬁz = Zjl und 01 = O7.

4me’ h? 1 .
e V. 5Ge (Bi—p2)’ <W @10 oo W>
Pi1#P2,
4me’ h? 1 . ~
= —— L G P 1P (e — |72
P1#P2 P2
_ _th V2 / [ pF—|p1|> (pr —|P2))
= v pi L :
—P2)
Es ist
e B 4 —
/d3p2 (i?F lpzz\) I (@),
(P1—P2) PF
mit

I 1—x% |1+x
2T & 41—x'
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Somit

2
_ eVpr 3 |B1]
Epa = — 44 p4 / a'p (
|I71\<PF
_ 2VpF /dx _ _esz‘} _ _362ppN
TR A3 p? 4mth

Insgesamt ergibt sich fiir die Energie

3 3e’pr
E = Ekin+Epot = ZEFrN— P

N.
5 4rth

Diese Energie ist eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie Ey des wechselwirkenden
Systems:

Ey < E.

Im Rahmen der Hartree-Fock-Nédherung betrachtet man nun Variationen der Einteilchenwellen-
funktionen @;(X;), so da8 E minimiert wird. Der N-Teilchenzustand ist im Rahmen der Hartree-
Fock-Néherung weiterhin durch eine Slater-Determinante von N Einteilchenwellenfunktionen
gegeben. Bei der Variation der Einteilchenwellenfunktionen @;(X;) ist zu beachten, daB die Ein-
teilchenwellenfunktionen @;(X;) auf Eins normiert bleiben sollen:

/d3x|(p,-(5c’)|2 _—

Es handelt sich daher um ein Minimierungsproblem mit Nebenbedingungen. Fiir die Nebenbe-
dingungen fithren wir Lagrangeparameter E; ein und betrachten das Funktional

N
Bl 0ntn] = (wlAw) - L5 ([ dvaimom-1).
i=1

Der Zustand |y) ist hierbei durch eine Slater-Determinante gegeben. Fiir Slater-Determinanten
ist die folgende Formel hilfreich (fiir eine bessere Ubersicht lassen wir die Spinsummation im-
plizit):

1 e1(x1) o O1(&N) | | ¢1(F1) .. @1(XN)
\|I> = ﬁ/d3x1...d3xN H

' oy(xX1) ... on(¥n) On(¥1) ... On(Xn)
e1(X1) ... @1(Xn)

A

(v

_ /d%q...d%w(p’;(x’l)...cp;(zN)ﬁ
on(¥1) ... on(¥n)
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Diese Formel ergibt sich durch Entwickeln der ersten Determinante und Umbenennen der Inte-
grationsvariablen. Es ist somit

(v|Aly) = ll/d3x<p, <—h—A)<pi(5c’)

+3 ¥ [ @ [ @y or (205 ()7 @) [0r (30 (7) — 0y D i (7).
l?éj
Wir suchen einen Zustand, der die Energie minimiert. Es muf3 also gelten

OE [@F,..., 08, D1, ..., PN]
3¢; (X)

Fiihren wir die Funktionalableitungen aus, so erhalten wir

h A e — — — — —

(o) 05 X [ 9007 6) [0, 0~ (09, ()] - Er ) = .
J#l

Diese Gleichungen bezeichnet man als Hartree-Fock-Gleichungen. Sie bilden ein gekoppeltes

System von N Gleichungen fiir N Einteilchenwellenfunktionen und N Lagrangeparameter E;.

Verschwindet der Wechselwirkungsterm, so sieht man sofort, daf die Lagrangeparameter E; den

Energieeigenwerten der freien Einteilchenwellenfunktionen @;(X) entsprechen.

0.

3.2.3 Supraleitung

Wir wollen nun noch die Grundziige der Supraleitung betrachten. Die Theorie der Supraleitung
wurde 1957 von J. Bardeen, L. Cooper und J. Schrieffer aufgestellt und ist seitdem unter der
Abkiirzung BCS-Theorie bekannt.

In der supraleitenden Phase flieBen Elektronen widerstandsfrei in einem Leiter. Wir wollen
dieses Phanomen nun quantenmechanisch erkldren. Die wesentlichen Punkte der Argumentation
sind wie folgt:

- Die effektive Wechselwirkung zwischen Elektronen in einem Metall ist anziehend.
- Der Grundzustand besteht aus Cooper-Paaren.

- Angeregte Zustinde des Elektronensystems weisen eine Energieliicke zum Grundzustand auf.

Wir betrachten ein Metall, dal3 bei tiefen Temperaturen supraleitend wird. In einem Metall sind
die (Valenz-) Elektronen frei beweglich. Die Atomriimpfe bilden ein Gitter. In diesem Gitter kon-
nen Gitterschwingungen auftreten. Diese bezeichnet man als Phononen. Wir betrachten nun die
Wechselwirkung der Elektronen untereinander. Hier ist zunichst die Coulombwechselwirkung
zu nennen. Diese ist fiir zwei Elektronen abstolend. Der Hamiltonoperator, der diese Wechsel-
wirkung beschreibt ist gegeben durch

a 1 7(2) = S
Heoulomb = 2V Z 61_7‘1+I_7‘27(?1+(?2VC0u10mb (pl - Q1) pl Glapz,Gz 412702a611 Gy
P1:P2:41:2 G1:02
P1—g1#0
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mit

2%2
~(2) N dme~h
VCoulomb (p ) - 172 .

Wir konnen diese Wechselwirkung durch den Austausch eines Photons beschreiben.

Nun befinden sich die Elektronen nicht im Vakuum, sondern in einem Metallgitter. Die elek-
tromagnetische Wechselwirkung zwischen Elektronen und Atomriimpfen 148t sich durch eine
effektive Elektron-Phonon-Wechselwirkung beschreiben. Wechselwirkt nun ein Elektron mit ei-
nem Phonon, so kann dieses Phonon wieder mit einem anderen Elektron wechselwirken. Dies
fiihrt zu einer effektiven Elektron-Elektron-Wechselwirkung, die durch einen Phonon-Austausch
beschrieben werden kann. Wir werden diese effektive Wechselwirkung spéter herleiten, hier ge-
ben wir nur das Ergebnis an. Fiir die Kinematik verwenden wir die folgende Notation:

P1 P2

q1 q2

Wir bezeichnen mit Eg die kinetische Energie eines Elektrons relativ zur Fermi-Energie:

2
14
€ f— —_—
E b m EF ’
und mit E phonon 4;¢ Energie eines Phonons mit Impuls p. Weiter bezeichnen wir mit

dle Kopplung eines einlaufenden Elektrons mit Impuls g an ein einlaufendes Phonon mit Impuls
k. Das auslaufende Elektron hat dann Impuls g+ k. Fiir die effektive Wechselwirkung ergibt sich

3 1 () A
Hphonon = ﬁ Z 6PlJFPZ’(II+¢12VPhononapl Glapz,Gz (12702af11 Gy
P1.P2,41,G2:61,02
mit
phonon
7(2) k

Phonon 2g§1,zg§2,§(

2 2
e e . phonon
E ) Efil ) (EE )

und k = p1 — 4. Fir g, = —g folgt aus der Impulserhaltung p» = —p;. Fiir die Kopplung 8k
14Bt sich zeigen /



somit ergibt sich fiir g» = —¢

Eghonon
k

2 2°
e e . phonon
(EI31 Ezil> (Ek )
.. e pe\2 phonon . _ 4(2)
Fir (ES — E )% < P ist ¥,

Phonon < 0> und beschreibt somit eine attraktive Wechselwir-
kung. Weiter 14t sich zeigen, daf} die Phonon-Wechselwirkung in diesem Bereich gegeniiber der
Photon-Wechselwirkung dominiert, so daf3 sich insgesamt eine effektive anziehende Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen ergibt. Im weiteren bezeichnen wir mit

2

7(2) _
VPhonon o Z‘g(}’l,%

V(f%f) - VC((Z)zllomb + Vlgﬁc))non
das effektive Potential.

Wir betrachten nun die Implikationen einer attraktiven Wechselwirkung zwischen den Elek-
tronen. Hierzu diskutieren wir die folgende vereinfachte Situation: wir greifen uns zwei Elektro-
nen heraus und betrachten die Wechselwirkung zwischen diesen beiden Elektronen. Wir vernach-
laBigen die Wechselwirkung mit allen iibrigen Elektronen, beriicksichtigen aber, daf} die iibrigen
Elektronen alle Zustidnde bis zmu Fermi-Impuls pr besetzen, so dal fiir die beiden Elektronen
nur Zustidnde mit

Bl > pr

erlaubt sind. Die Schrodingergleichung fiir das Zwei-Elektronensystem lautet

h? 2) > o S o -
— 5 (Ar+Ag) + Vi @ —X2)} Y (X1,%2) = (E+2Ep)y(X1,%2),
wobei E die Energie des Zwei-Elektronensystems relativ zur Fermi-Energie Er angibt. Der Spin
der Elektronen ist fiir die folgende Diskussion nicht relevant und wird vernachldfigt. Im Schwer-
punktssytem der beiden Elektronen hingt die Wellenfunktion nur von der Relativkoordinate
(X] —X) ab und hat daher eine Fourierdarstellung

d3p
(2mh)?

P E) g (5).

Y (X, %) = /
Aufgrund des Pauli-Verbots gilt

(p) = 0 fir |p|<prF.
Aus der Schrodingergleichung ergibt sich

2

SN

3
V)t [ T G- DV@ = (E+2E ).
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Losungen der Schrodingergleichung mit £ > 0 bezeichnet man als Streuzustinde, Losungen
mit £ < 0 als gebundene Zustdnde. Wir interessieren uns fiir die Frage, ob gebundene Zustinde

existieren. Diese wiren energetisch giinstiger als die moglichen Zustinde in einer freien Theorie.
Zur Diskussion dieser Frage betrachten wir die folgende Vereinfachung: Wir ersetzen Ve(f? (P—4q)

(

durch eine Funktion Vef? (7,G) und nehmen an

‘7(2)(4 j) = —‘70(2), EF<%<EF+AE und EF<%<EF+AE,
et \P24) = 0,  sonst.
Somit
2 3 2 2
p ~~_~(2)/dq q -\ . -
——F-2F .=V ————0——Er |O(E AE — — .
(m F)w) O (2m ) (F+ 2m)w<q>

Die rechte Seite ist von p unabhingig. Wir bezeichnen den Ausdruck auf der rechten Seite mit

B d3 2 2
c = VO(Z)/ q 6<q——EF)6<EF+AE—2q—m)\I/(ZI).

(2nh)® \2m
Somit
C
v(p) =
P _E—2Ep
und
. a3 2 2 C
c = v(2>/ 9 (q——Ep)9<Ep+AE—q—) .
(2mh)’  \2m 2m) & _E 2FEp
bzw.

3 2 2
i 1
(2mh)’ \2m 2m) 4 _F —2Ep

Gebundene Zustinde existieren, falls diese Gleichung eine Losung fiir £ < 0 hat. Wir kénnen
das Integral auf der rechten Seite ausfiihren und erhalten

. d> 2 2 1
vo(z)/ T o(L _Ep)o(Ep+aE—L ) —— -
(2rn)? \2m 2m) 4 _F _2FEp
i7(2) 2 2
4n¥, / 5 (q ) ( q) 1
dqq*® | =— —Ep |0 (Ep+AE— 2 — | 57—
@rny 7\ om T " 2m) & _E_2Eg

Ep+AE \/E:

32
_ Anomivy? / E,—Y 1
(2mh)® 12E,—E—2Ep

Er
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Wir interessieren uns fiir die Region AE < Er. In diesem Bereich kdnnen wir den Zihler /E,
durch +/EF approximieren. Wir erhalten somit

Vamiv JEr | (2AE—E
2m2h3 "\ TE

Wir erinnern uns an den Zusammenhang zwischen Gesamtteilchenzahl und Fermi-Energie:

3
N 2V2miE}

vV 3m2h3

Hieraus ergibt sich die Dichte der Zustdnde pro Energieeinheitsintervall an der Fermin-Kante zu

d N  \2miEr

Er) — S
P(Er) dErV 2

Unsere Formel vereinfacht sich somit zu

0 (Ep) VY <2AE—E)
1 = In .
2 “E

Auflosen nach E liefert

Fiir p (EF) ~0(2) < 1 erhalten wir somit

E — _2AEe PEry

Wir sehen also, da} ein gebundener Zustand existiert. Bemerkenswert ist, daf} ein gebunder Zu-
stand selbst fiir ein infinitesimal kleines attraktives Potential \70(2) besteht. Betrachtet man reine
Zweikorperprobleme in der Quantenmechanik, so bilden sich iiblicherweise gebundene Zustéinde
nur, falls die Tiefe des attraktiven Potential eine bestimmte Schwelle iibersteigt. Wir bezeichnen
den gebundend Zustand der beiden Elektronen als ein Cooper-Paar.

In der obigen Diskussion haben wir den Spin der beiden Elektronen vernachlaBigt. Aus der
Losung fiir die Wellenfunktion folgt {(—p) = P(p), somit ist die Wellenfunktion y(X},X>)
symmetrisch unter der Vertauschung 1 <+ 2. Dies impliziert, daB3 die Spinwellenfunktion anti-
symmetrisch unter der Vertauschung 1 < 2 sein muf3. Die beiden Elektronen haben somit entge-
gengesetzen Spin.

Ein Cooper-Paar wird somit von dem Operator

ot At
aﬁ7Ta_ﬁ7\L
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erzeugt und von dem Operator
a—p,\dpt

vernichtet. Bardeen, Cooper und Schrieffer schlugen vor, da3 der Grundzustand aus Cooper-
Paaren besteht. Sie verwendeten den Ansatz

wo) = [] (”ﬁ + Vﬁ&;’ﬁ&iﬁo 10}

mit der Nebenbedingung
2 2
"+ Jvsl” = 1.
Die Nebenbedingung stellt sicher, dal die Wellenfunktion auf Eins normiert ist

(wolwo) = T (0| (us+vpa i) (up+vpala s, )|0)

.y
% 2 2 2
= TTu+TTIvsl* = TT(Jusl*+ sl?) = 1.
p.r P P
Es ist
A A _ * * A . A_’ A R A_’ . _‘AT AT
(o |a—p. a5 o) = H <0 ’ (uq T anfq,wqm) d—p, |45t (uq/ T Vq’aq/,Tafq/,J ’ 0>
4.9
% * * A A AT AT
= upvy H <O‘<”q+vq’aﬂ7,iaéﬁ) (“é”+vé’aq/,Ta—(7’,¢)‘O>
4#P.4#P
*
= uﬁVﬁ,

At At
A519_p|

*
<\lf0 \jl()> = V}ui,‘ = (u}vlg> .
Wir betrachten nun den folgenden effektiven Hamiltonoperator:

K

7(2) (5 2y A PO
Vetr' (P:4) @544 5 4,444,

wobei Ej = % — EF. Hierbei haben wir angenommen, daf} die Wechselwirkung zwischen Cooper-
Paaren erfolgt, d.h zwischen Paaren von Elektronen mit Impuls p und (—p) und entgegen-
gesetzten Spin. Der Wechselwirkungsterm besteht aus einem Produkt von vier fermionischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Dieses Produkt kann ebenfalls als ein Produkt aus
einen Erzeugungsoperator und einen Vernichtungsoperator fiir ein Cooper-Paar betrachtet wer-
den. Wir betrachten nun die “Mean-field”’- Nédherung fiir ein Produkt von zwei Operatoren.
Seien A und B zwei Operatoren und (A) und (B) zwei komplexe Zahlen, die die Wirkung der
Operatoren auf den Zustand |yp) annidhernd beschreiben

Alwo) ~ (A)lwo),  Blwo) =~ (B)lwo),
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Es ist
AB = [(A)+(A—(A))] [(B)+(B—(B))]
= (A)(B) + (A) (B—(B)) + (A—(A))(B) + (A—(A)) (B—(B)).

Diese Gleichung ist noch exakt. In der “Mean-Field”-Niherung vernachldssigt man nun den
vierten Term. Man erhiilt.

AB ~ (A)(B) + (A) (B—(B)) + (A—(4))(B)
= (A)B+ (B)A — (A)(B).

Wir wenden dies nun auf

an. Es ist
*
A _ AT _ _
) = Z <‘|’0 4 rd—p.l ‘V0> = Z. Vlp = (): ”“Vﬁ> ;
P P
(B) = Y (wola 5,a5+|w0) = ) uzvy.
p p
Wir erhalten
E; Ly v@ (52 PV SLE o viC) NI G W
Z “* o4poT VA Veff (7,4) (upvs “—é’i“ﬁ“‘ﬁﬁ ot (P4) (ugvg Ap4d_5|
p.d p.d
1 - *
VHV()( 7). (u;»vlg> (qu;)
Pd

Der letzte Term ist eine Konstante. Wir setzen nun
l v 62 /= =
Aﬁ = _VZ Veff (p7‘]) ”ijvé“
q

Man bezeichnet A als Gap-Funktion. Die Bedeutung dieser Bezeichnung wir spiter klar wer-
Lo(2) o o ~(2) > =
den. Mit Ve(ff) (P,4)" = foff) (¢, p) und

ergibt sich

H = C0+2Eﬁ ;Gapc ZA a_p dgs— ZA aﬂ iﬁ»L'
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Dieser Hamiltonoperator ist quadratisch in den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, al-
lerdings ist er nicht diagonal. Zur Diagonalisierung verwendet man wieder eine Bogoliubov-
Transformation, diesmal fiir fermionische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Wir defi-
nieren eine neue Basis von fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren durch

f;m B (”ﬁ _Vﬁ) gt
N — * * A

. viooouk .
b p a_p,|

Hierbei sind u 3 und Vi c-Zahlen. Es ist

b — 4t =
bp, = v_pd_s,tu_pds|,
PN N S

bpr = upldpy = Vpa-pl

Wir setzen voraus, dafl die Koeffizienten die Relation
2 2
ug| "+ |vs|” = 1.
erfiillen. Dann lautet die Umkehrtransformation

~ *

‘frp,T _ ( U Vp) b1
A - *

4pl Vi Up

Die neuen Operatoren b 5,0 und 13;; s erfiillen ebenfalls kanonische Antikommutationsrelationen.

N ~ . n A ~ AT
{bprbar} = {upaps —vpa' ;05050 — vza'y )
_ s At S s
= TUpVg {aﬁw%m} —Ugvp {a—ﬁ,ya(m}
= 0,
{ZAP bz } = Juzdz+ — vsal v_ad' +u_zdaz
AR pepr pPY—p 1V —=4%—G4 —q%q,1
_ At N
= Upv-g {aﬁ,m%m} —U=qvp {“—ﬁ,w“@i}

upv—g 95— —u—gv59_p4

= upvg—upvy = 0,

Pl _ . I e
prbiy} = {wptns —vpals u5al, —viag, )

2
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Wir erhalten fiir den Hamiltonoperator
y At A NV At A N AL AT
H = G+ Z Ej a; 5456 Z Apa_p g Z Aj az+d_p.|
P p P

= Go+), [2Eﬁ ‘Vﬁ‘z +AZuGvs +Aﬁuﬁv;§}
p
1 {[E (gl = 1v5l”) + A+ Apugvi| (B b +B75 b5, )
P
* A~

b*ﬁ,ibm} :

Wir bestimmen die Koeffizienten uz und v so, daB3 die nicht-diagonalen Terme verschwinden.
Wir fordern daher

2 2|1 2F 2T 2 2
+ |2Epupvy — A+ AR BL BT+ [2Epuvs — Al + A5

2 * 2
2Eﬁuﬁvﬁ—Aﬁuﬁ+Aﬁvﬁ = 0.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir v;;/u;. Wir erhalten

vi 1 /12 2

wobei wir das +-Vorzeichen fiir die Wurzel genommen haben. Der Ausdruck in Klammern ist
eine reelle Zahl. Die Koeffizienten u3 und v; sind im Allgemeinen komplexe Zahlen. Wir kénnen
jedoch uj reell wihlen, dann ist die Phase von v; gegeben durch

arg (uz) = 0, arg(vy) = arg(4p).

Beriicksichtigt man noch |uj|* 4 [v5|* = 1, so ergibt sich

ol = = gl
- 2 2
1+ V_Z E2+|A] —2E,;./EI%,+}A,;\2
E2 4 |As)* + E5 )
= X7 4 . ;(HPZ ’
2\/EZ+|Ap] EZ+|Af]
Eﬁ
ol = 1=l = 5[ o 2),
Eﬁ-l_}Aﬁ‘
Weiter ist
iy = sl = 7



Somit vereinfacht sich der Hamiltonoperator zu

- E0+Z VEZ+|45 ( b +bTNIS,N)
mit

;( \/Ez-l-}A})

Dieser Hamiltonoperator ist nun diagonal. Die Operatoren 13}; - und ZA)ﬁ’G erzeugen bzw. vernich-
ten Anregungszustinde (oder Quasiteilchen). Fiir die Energie dieser Quasiteilchen gilt

EF = JER |6 > [ag].

Ist Az # 0, so muB mindestens die Energie |A5| aufgebracht werden, um ein Quasiteilchen zu
erzeugen. |Aj| gibt daher die mindestens zu iiberwindende Eenrgieliicke an, daher nennt man Aj
Gap-Funktion (engl. “gap”, Liicke).

Bemerkung: Die Koeffizienten uj; und v; aus dem Ansatz fiir die Bogoliubov-Transformation
sind identisch mit den Koeffizienten uz und vj; aus dem BCS-Ansatz fiir den Grundzustand. Wir
konnen dies nun iiberpriifen. Im Rahmen der Diagonalisierung des Hamiltonoperators ist der
Grundzustand |yo) durch die Eigenschaft

definiert. Der BCS-Ansatz lautete

Es gilt

ZA’M [Wo)

0
boplwo) = (vpdh, +upa ) T (ug+vaafsa’y, ) 10)
q



of ot At al
vpiy g ) (s vpdd ) 11 (vg-+ 9t ,) 10
q7p

o
u vpa 4 Hupvpd ia 4al m)l;l( G+ vgd qTa 670 |0)
G#p

4 ot A
UpvG — Upvy) ml}(ué +Vﬁama—m) 0)
q97p

Wir betrachten noch die Gap-Funktion etwas genauer. Es ist

1 ~(2) /= = 1 A
—=) Vi (P, quzvg = —=—
PR B - 5T m

Geht man von Summen zu Integralen iiber, so erhilt man

~(2) /> -
e(ff) (P.4)Ag

Ay = L /d3q ——
' 2(2mh)’ NN
7(2)

Kennt man V_g', so 1dBt sich die Gap-Funktion numerisch aus dieser Gleichung bestimmen.

Ist Ve(é) einfach genug, so ist auch eine analytische Losung moglich. Als ein Beispiel hierzu
betrachten wir wieder das effektive Potential

7@ (52 V¥, 0<E;<AE und 0<E;<AE,
0, sonst.

Wir nehmen weiter an, dal Aj; im Bereich 0 < Ej < Ef konstant ist und setzen A = Aj. Wir
interessieren uns fiir den Fall, wo die drei Grolen A, AE und Er wie folgt geordnet sind:

A < AE < EF.

Es ergibt sich
Ep+AE
4fnm% 0( g VE
A= ——— / dE
2(27tﬁ) Er \/(E _EF)Z L A2
4V/2 anEzVO

Q

2 (2nh)’ /\/Ez-l—A
AE +V/AE 2—|—A2> 1
A

1 ~ (2 ~ (2 AE
- Zp(EF)VO( )A1n< ~ Zp(EF)VO( JAln <2X>
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und somit

4

A = 2AEe PR
Wir erhalten also einen endlichen positiven Wert fiir A, selbst fiir ein infinitesimales attraktives
Potential ‘70(2).

Wir kénnen nun den widerstandslosen Stromfluss in einem Supraleiter erkldren. Wir betrach-
ten einen metalischen Supraleiter bei tiefen Temperaturen in zwei Inertialsystemen: Im System
K (Laborsystem) ruht der Leiter, die Elektronen bewegen sich mit der Geschwindigkeit —v durch
den Leiter. Im System K’ (Ruhesystem der Elektronen) bewegt sich das Gitter der Atomriimpfe
mit Geschwindigkeit +V. Wir bezeichnen mit £ und P die Gesamtenergie bzw. den Gesamtim-
puls der Elektronen im System K, und mit £’ und P’ die Gesamtenergie bzw. den Gesamtimpuls
der Elektronen im System K'. Es gilt

o /I = Bl 1 2 5 _ P —
E = FE —v-P —l—in, P = P —My,

wobei M die Gesamtmasse der Elektronen bezeichnet. Betrachten wir die Situation im System
K’. Hier ruht das Eletronensystem und wir nehmen zunichst an, da das Elektronensystem durch
den Grundzustand |yp) beschrieben wird, also keine Quasiteilchen angeregt sind. Es ist also

El = E,, P =0.

4 1

Im System K entspricht dies
! 1 =2 D =
E;, = E0+§Mv ,  P= —Mv.

Der elektrische Widerstand basiert auf Stoen mit Rumpfatomen oder Verunreinigungen. Im
System K’ enspricht dies einer Anregung eines Quasiteilchens. Betrachten wir nun einen einzigen
StoBprozess, bei dem ein Quasiteilchen mit Impuls p’ angeregt wird. Nach diesem Prozess ist im
System K’ die Gesamtenergie und der Gesamtimpuls des Elektronensystems gegeben durch

Y quasi 5 =

Dann ist im System K

. 1 .
Ep = Eg+Ey™ —v-p+ M7, Pp = p'—Mv.
Somit ist

AE = Ef_Ei — Eg}laSi—V'ﬁ/.

V- p’ ist maximal fiir 7’ || V. Elektrischer Widerstand triff auf, falls Prozesse mit AE < 0 moglich

sind. Fur
. /2 2 2
g B % (5 —Er) + a5
v < -, - g
1P| |P']
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ist dies allerdings nicht moglich. Man iiberzeugt sich leicht, dafl diese Gleichung endliche Drift-
geschwindigkeiten erlaubt. So ist

/2 2
V(B ol
lim - = ,
|P'|—=pF 7| PF
/2 2
V(& -5) +as 7
lim - >  lim —.
|| 4 |/ -00 2m

Daher flieBt der Strom in einem Supraleiter bei kleinen Driftgeschwindigkeiten widerstandsfrei.

3.3 Streuprozesse
3.3.1 Der Wirkungsquerschnitt

Wir betrachten nun Streuprozesse. Experimentell ist die Situation hdufig wie folgt: Man betrach-
tet Teilchen von Typ A, die sich in einem Biindel (engl. “bunch”) der Léange /4 in Richtung der
positiven z-Achse bewegen. Desweiteren betrachtet man Teilchen von Typs B, die sich in ei-
nem Biindel der Lédnge /p in Richtung der negativen z-Achse bewegen. Wir bezeichnen mit py
und pp die Teilchenzahldichten in den jeweiligen Biindeln. Weiter sei mit F die Uberlappfliche
der beiden Biindel in der Transversalebene bezeichnet. Wir erwarten, dafl die Gesamtzahl der
Streuereignisse proportional zu pa, I, pp, [p und F ist. Der Wirkungsquerschnitt ist definiert
durch

Anzahl der Streuereignisse
PalapslpF

o =

Bei den Streuereignissen konnen wir auch nur die Ereignisse betrachten, die genau n Teilchen
mit den Impulsen py, ..., p,, im Endzustand haben. Dies definiert den differentiellen Wirkungs-
querschnitt

do
d3p1...d3pn'

3.3.2 Die S-Matrix

Wenden wir uns nun der theoretischen Beschreibung zu. Wir betrachten einen Streuprozess mit
zwei einlaufenden Teilchen und n auslaufenden Teilchen. Fiir t — —oo sind die beiden einlaufen-
den Teilchen raumlich weit getrennt, ebenso wollen wir annehmen, daf fiir # — oo die n auslau-
fenden Teilchen rdumlich weit getrennt sind. Dies erlaubt uns, den Anfangszustand bei t = —oo
als ein Produkt von zwei freien Einteilchenwellenfunktionen anzunehmen. Ebenso konnen wir
fiir den Endzustand bei r = « ein Produkt von 7 freien Einteilchenwellenfunktionen annehmen.
Zur korrekten Herleitung des FluBfaktors nehmen wir weiter an, daf} die beiden einlaufenden
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Teilchen durch Wellenpakete beschrieben werden, d.h. der Einteilchenzustand eines einlaufen-
den Teilchens ist eine Uberlagerung

von Impulseigenzustinden k), wobei die Gewichtsfunktion ¢(k) ein Maximum bei j hat. Mit
der Normierung

und der Bedingung
2

o (k)
(2mh)?

/ A’k

ergibt sich

(0lo) = L.

Fiir t — —oo beschreiben wir den Anfangszustand durch zwei raumlich separierte Wellenpakete.
Beriicksichtigen wir noch, dall der Peak des einen Wellenpaketes gegeniiber dem Peak des an-
deren Wellenpaketes in der Transversalebene um einen Vektor b verschoben sein kann, so ergibt
sich der Anfangszustand zu

dk L Y §
0408)in = /(Zni&/(2nhl;3¢A(kA)¢B(kB)€ﬁb'k3|kAkB>in-

Man nennt |B| den StoBparameter (engl. “impact parameter”).

Ebenso konnen wir fiir # — co den Endzustand durch n rdumlich separierte Teilchen beschrei-
ben. Hier ist es technisch einfacher, nicht mit Wellenpaketen, sondern direkt mit Impulseigenzu-
stdnden zu arbeiten. Unser Endzustand wird also beschrieben durch

out <ﬁlﬁ2ﬁn| .

Die zeitliche Evolution eines (Schrodinger-) Zustandes ist gegeben durch

. t
) = Texp| 5 [d'ft | wn).

Ty

wobei T den Zeitordnungsoperator bezeichnet. Wir interessieren uns fiir oy (P175... ﬁn\%A%B)in.
Nun ist |kgakp)in bei t = —oo definiert, wihrend oy (1 p2...pn| bei t = oo definiert ist. Mit Hilfe
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des Evolutionsoperators kénnen wir die beiden Zustdnde zu einem gemeinsamen #y evolvieren
und dann das Skalarprodukt berechnen. Wir erhalten also

- = - 17 7 - = — i r ol 7T 7
out<P1p2~~~Pn‘kAkB>in = <p1p2...pn Texp —ﬁ/dtH kAkB>.
Wir definieren den g-Operator durch
. i T
S = Texp ——/dtH
h
und die S-Matrix durch

(B1poeBn |Sl%akn) = ow (- ulaknin:

Falls die Teilchen nicht wechselwirken, so ist S der Einsoperator. Selbst im Fall einer wechsel-
wirkenden Theorie kann es vorkommen, da3 zwei aufeinander geschossene Teilchen sich nicht
treffen und aneinander vorbeifliegen. Um den wechselwirkenden Teil zu isolieren definieren wir
den 7-Operator durch

S = 1+4i(2nn)*s* (kA+kB—):pf> T.
7

Von besonderem Interesse sind die Matrixelemente von 7:
i (kakg — p1p2...pn) = (P1P2...BaliT|Kakp)

Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit

P = (I;[/d3pf> |0ut<ﬁlﬁ2---ﬁn|¢A¢B>in|2'

Der Anfangszustand héngt noch vom Stoparameter b ab. Um den Wirkungsquerschnitt zu er-
halten, integrieren wir iiber alle StoBparameter:

G = /dzb P().

Wir erhalten

do B 5 d3k; - SK
Fnam. ~ ] (H/ G ) [ G <k,->>
_ip

e 105K (51 o Balkaks)in out(B1 D2 Bal Kk Vi
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Da wir uns nicht fiir den trivialen Fall keiner Wechselwirkung interessieren, konnen wir den
Einsoperator des S-Operators ignorieren und wir ersetzen

out{P1P2-..Pulkaks)in = (2nh)*8* (ka+kg — Y py)i (kakg — p1p2...pn)
f

out{P1P2--Pulkskp)in = (2nh)*8* (k) +kp — Y py)i (Kyky — p1pa...pn) -
7

Wir benutzen die zweite Deltafunktion und & (kg — kél) um alle sechs k’-Integrale auszufiihren.
Wir erhalten

d3kj& dSk}’B 292 /7L 1/ dgd/q ! /
/(27th)3/(2ﬂ:77,)3 (2mh)=8" (kg — kg )(2mwh)"8" (ky +ky —ka —kp) =

= o [k [ ah/S(EL + B~ Ea— Eg)SG + K5 — K~ 3)
= c/dkgfs(E;,JrEg—EA—EB)\%,Z@%ki,

C C

 va—vs|

Die Differenz |v4 — vp| ist die Relativgeschwindigkeit der beiden Teilchen im Laborsystem. Die
Wellenpakete der beiden Teilchen im Anfangszustand haben ein Maximum bei p4 bzw. pg. Wir
ersetzen in allen Termen, die stetig von k4 und kp abhingen, die Werte k4 und kg durch p4 und
pp. Wir erhalten

dc _ CV‘MPAPB—>1T?11?92---1Dn)|2
d3p1 d3p2... |VA—VB|
d3ky kg L2 L2
/(znh>3/(2nh>3 ‘q)A(kA)‘ ‘¢B(k3)‘ (Znh)484(kA+kB_;pf)

Wir konnen diese Formel noch weiter vereinfachen, da realistische Detektoren keine kleine
Variationen der einlaufenden und auslaufenden Teilchen auflosen konnen. Wir konnen daher
O(ka +kp — Y. pyr) durch 8(pa + pp — X py) ersetzen und erhalten

dc

_ 6
Bprd3py... (2mh)

C
———— A (paps — p1p2-..pn)|> 27h)* & (pa+ps — Y py).-
[va — V| I3

Diese Formel hingt nicht mehr von der Form der Wellenpakete ab.
Bemerkung: Die Vorfaktoren hdngen von der gewihlten Normierung

(pla) = &F-9)

ab. Andere iibliche Normierungen sind



oder
S Ej 33 (= =
(plg) = 2— (2nh)° & (P —4q),

letztere wird bevorzugt in der relativistischen Quantenfeldtheorie verwendet. Auch ist es iiblich

Zu setzen.

3.3.3 Kausalitiit
Wir betrachten nun einen Hamiltonoperator
H = Hy+M\,,

wobei Hy eine freie Theorie beschreibt und A; alle Wechselwirkungsterme enthilt. Wir nehmen
an, daB der “einfache” Term H zeitunabhingig ist und die zu Hy gehorigen Energieeigenwerte
und Eigenfunktionen bekannt sind:

H|w)) = Eno|vy)-

Hierbei ist n ein Satz von Quantenzahlen, der einen (Mehrteilchen-) Zustand der freien Theo-
rie charakterisiert., d.h. den Grundzustand, alle Einteilchenzustinde, alle Zweiteilchenzustinde
usw..

Fiir einen Zustand |y) der wechselwirkenden Theorie gilt die Schrodingergleichung

L0 .
ihs_[y) = H|y).

Mit der Zerlegung von H in einen freien Anteil Ay und einen Anteil A}, der die Wechselwirkung
beschreibt, konnen wir die Schrodingergleichung auch wie folgt schreiben:

0 A N
(ihg—Ho) ) = M.

Wir betrachten nun den Differentialoperator auf der linken Seite. Er enthilt explizit die Ableitung
nach der Zeit ¢. Dariiberhinaus enthilt Ay iiblicherweise in der Ortsdarstellung Ableitungen nach
den Ortskoordinaten. Aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und der Elektrody-
namik ist die Methode der Greenschen Funktionen bekannt. Wir bestimmen nun die Greensche
“Funktion” fiir diesen Differentialoperator, d.h. wir suchen Gy(z,1’) so daf gilt

(ih%—ﬁo)éo(t,t') = 1.8(t—1).

Hierbei bezeichnet 1 den Einsoperator im Hilbertraum. Beschrianken wir uns auf Einteilchenzu-
stdnde, so ist in der Ortsdarstellung



Bemerkung: Die Greensche “Funktion” Gy(z,’) ist ein Operator im Hilbertraum, und wir be-
zeichnen Go(z,1') von nun an als Greenschen Operator.

Mit Hilfe des Greenschen Operators konnen wir fiir den Zustand des wechselwirkenden Sy-
stems schreiben

1) = \mpo,t>+7»/dt’éo (e.6) Hy (') |w,1),

wobei [y°) ein Zustand des freien Systems ist. (Im Rahmen der Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen ist |y") eine homogene Losung.) Man iiberpriift leicht, daB |y, 7) die Differenti-
algleichung erfiillt:

. R [ ;
<zhg—Ho> ) = (’ha—t—Ho) W)+ [ s (=) i (1) o)

= M (1) |y,1).

Wie in der Elektrodynamik, so gibt es auch in diesem Fall nicht nur eine Losung fiir den Green-
schen Operator. Je nach Wahl der Randbedingungen erhalten wir unterschiedliche Greensche
Operatoren. Wir bezeichnen

Gi (1) = —o(=r) il
als retardierten Greenschen Operator und
Gy (1) = gol =) i)

als avancierten Greenschen Operator. Betrachten wir nun die Situation, daf§ der Storterm zum
Zeitpunkt 7y “eingeschaltet” wird. Die Kausalitit impliziert, daB dies nur den Zustand |, ) fiir
t > ty beeinfluit, aber nicht den Zustand |y, ¢) fiir t < fy. Dies wird durch die Verwendung des
retardierten Greenschen Operators sichergestellt:

vty = [0y [ drGy () B () [,

Da der Greensche Operator nur von der Differenz ¢ —#' abhingt, schreiben wir G (,1') = G (¢ —
t') und betrachten die Fourierdarstellung

A d i, A

Gy(t) = [ ~—e "G (E).

Fiir den retardierten Greenschen Operator ist hierbei der Integrationsweg infinitesimal in die
obere komplexe Halbebene verschoben: E — E +id mit & > 0. Diese Vorschrift vermeidet Pole
entlang des Integrationsweges. Fiir die Umkehrtransformation gilt dann

Go(E) = / dreh EFIGE (1) _% / Jreh (E475-H0)t
- 0
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Hierbei bewirkt der infinitesimale Imaginirteil da der Integrand an der oberen Integrationsgren-
ze verschwindet. Man schreibt oft

GH(E) = (E+i8—Ho) ™

und bezeichnet Gz(‘; (E) als Resolvente.
Nehmen wir nun fiir den Moment an, daB auch A nicht zeitabhingig ist. Wir kénnen daher
Energieeigenzustinde der wechselwirkenden Theorie betrachten:

i) = e i y).

Wir suchen eine Losung von

Aly) = Elv).
Wir konnen diese Gleichung auch wie folgt schreiben:

(E—Ho)ly) = AHily).
Fiir |y) gilt dann

) = W) +A(E+is—Ho) Hilw).

Diese Gleichung wird auch als Lippmann-Schwinger-Gleichung bezeichnet. Die iterative Lo-
sung lautet

) = WO +A(E+i8—Ho) By WO+ A% (E+is—Ho) ' Hy (E+id—Ho) ' Ay |y°)
+o(A%).

Kehren wir nun zur zeitabhdngigen Situation zuriick. Hier hatten wir die Gleichung
o) = W)+ / di'Gy (1,0 ) Hy (1) |w.1').
Auch diese Gleichung konnen wir iterativ als Potenzreihe in A 16sen:

1) = ‘\yo,t>+k/dtlég (t,01)Hy (1) [w°,11)
-l-)uz/dtl/dtzéa_ (t,tl)ﬁl (tl)GAS_ (tl,tz)lfll (tz) }lllo,t2>+0(7\‘3)
E }: |
1 iy (s A
= \woat>—§/d“e R (1) [W0, 1)
}LZ ! 7” N N
—73 /dtl /dtze;’bHO(”l)Ifll (1) e IR (1) [y0, 1) + 0 (W) .

Vergleichen wir diese Gleichung mit der zeitunabhiingigen Losung, so finden wir, dafl die kor-
rekte Vorschrift zur Vermeidung der Pole durch Ay — Hy — i gegeben ist.
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3.3.4 Storungstheorie

Es empfiehlt sich, vom Schrodingerbild ins Wechselwirkungsbild zu wechseln. Wir definieren
zunéchst den Zeitevolutionsoperator fiir das ungestorte Problem:

t
Uy = Texp —%/dtlﬁlo :exp(—%ﬁo(t—to)).

Das zweite Gleichheitszeichen folgt, da wir Hy als zeitunabhingig vorausgesetzt haben. Wir
setzen nun

o) = Uo() w,1),
(ﬁl)l(t) = 0()(I)TI‘A110()(I)

Iy, 1) ist der Zustandsvektor im Wechselwirkungsbild, (H); ist der Operator H; im Wechsel-
wirkungsbild. Im Wechselwirkungsbild gilt fiir die Zeitentwicklung von |y, );

d .
ihs-ly.t), = X(H), (0)v.1);.
Diese Gleichung hat die Lésung

t
iA N
) = Texp (=5 [dn (B),(0) ] o),

fo

Diesen Ausdruck konnen wir fiir kleines A entwickeln und finden

t t 1
i\ . A? . .
W)y = (o= [ (f), @) o), = 5 [ dn (), o) [ dis (), 02) .ol
to To fo
o(A%).

Wir betrachten nun die Berechnung der Matrixelemente des S-Operators im Rahmen der Sto-
rungstheorie. Wir nehmen an, daB sich das System zum Zeitpunkt 7 = 7; im Eigenzustand |l|!l )
des ungestorten Hamilton-Operators Hy befindet und interessieren uns fiir die Ubergangsampli-
tude, daB sich das System zum Zeitpunkt = ¢ im Zustand \\Vf> befindet:

ty
A R
S = <1|;? T exp —%/dtl (H1), (1) ‘l’?>
I

1 1

A

(H1),(n) = exp (%Ho (1 —li)) Hyexp (—%ﬁo (11 —ti))
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= Zexp< Ho (1 —1) ) [W5) (Wil A W) (Wi exp (—%ﬁo <t1—ti>)
= Zeh 0t —ti)

> M <\|’2 ‘ e FEco(t —1i)

Hierbei haben wir vor und nach A, jeweils einen vollstindigen Satz von Zustinden eingefiigt
und in der letzten Zeile

0127 |0
Mje = (w5 |H| )
gesetzt. Mit
0y — %Ef,o(tf’ti)’ 0>
vh), = e v

erhalten wir

S; = e hErollt) <\l’f Texp | -2 /dtle i (Exo—Ejo)(n—1)

O M (0 \v?> |
Wir entwickeln nun in A und schreiben
VR0
Y MSy
1=0

Dann ist S;) gegeben durch

S;ll) = (——) /dII/dl‘l 1-- /dt1

117127 -1y,

e*ﬁEj,,l,o(fﬁflfl)M,

eiﬁEf’O(tfinf' Ji—1ji—2+"*

—#Ejo—t)ps . —#Eio(ti—1)
Ji-1 e L Mj e ™ v

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit den Formeln aus dem vorherigen Abschnitt, so finden wir,
daf die korrekte Vorschrift zur Vermeidung der Pole durch

Ej,o — Ejo—id

mit & > &;_; > ... >8; (und Ej, o = Ey) gegeben ist.

Betrachten wir nun ein Beispiel. Wir betrachten eine Theorie mit zwei Sorten von Teilchen:

. . . o ' . . AF
einmal Spin-1/2 Fermionen (“Elektronen”) mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren d i

und dj 5, sowie Spin-0 Bosonen (“Phononen”) mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren lA);%
und b 5- Der Hamiltonoperator sei durch

A= ¥ Edaine B B+
p,c
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gegeben. Hierbei gibt Eg die kinetische Energie eines Elektrons mit Impuls p an, und Eghonon
die kinetische Energie eines Phonons mit Impuls p an. Im einfachsten Fall betrachten wir nicht-
relativistische Elektronen und akustische Phononen mit kleinem Impuls, dann ist
p2 honon
E; = A EIE;‘ = Vphonon |ﬁ| )
wobel Vphonon die Phonongeschwindigkeit angibt. Die Grol3e 8% beschreibt die Kopplung von

Elektronen an Phononen. Zerlegen wir den Hamiltonoperator in einen freien Anteil und einen
wechselwirkenden Anteil, so ist

A o e At A phonon 7 7
P

A 1 o
— y . _at a. o (bF .
o= -7 834 gk Yol (b_z”’k) '

Betrachten wir nun einen Prozess, in dem der Anfangszustand aus einem Elektron mit Impuls ¢
und Spin 1 besteht, der Endzustand dagegen aus einem Elektron (mit Impuls p und Spin 1) und
einem Phonon mit Impuls (—75) (Das Minuszeichen fiir den Phononimpuls ist Konvention und
hat keine tiefere Bedeutung.) Es ist also

i) = ag.10), 1f) = apb

und
. _ e e phonon
El —_ Eé*, Ef —_ Eﬁ'i_E_% .

In erster Ordnung in der Stérungstheorie betrachten wir fiir diesen Ubergang das folgende Feyn-
mandiagramm:

S|
|
=~

Lo 4

q
Fiir das S-Matrixelement erhalten wir
i
0 = i fanet e
1

= e H(EnEn) / dreFErE)n (£ i),
i
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Es ist

ar ! P st (pr 5\ At
<f ‘Hl ‘ l> = _l O b_i{’aﬁ:’r Z gq»/7z/ 6[7»/7@»/_"_75/ aﬁ/,Ga(T?G (b_iél + bz/> aq;r O
V2 7.q ¥.c
1
- yifak O g+

(1 _ ! —L(Eftp—Eft; E;—E;)t
Sfl = —hv%ga% Sﬁﬁ-i-ze h( 1 ) /dl‘ eh( f ) 1
_ M () g 5 §(E;—E
Vi € 84k Op,g+k (Ef—Ei)

Wir sehen also, dal sowohl der rdumliche Impuls als auch die Energie erhalten ist. Die Phase
e~ #Eilty=1) ist fiir das Betragsquadrat nicht weiter relevant.

Wir betrachten noch einen zweiten Prozess. Hierbei soll der Anfangszustand aus einem Elek-
tron mit Impuls ¢g; und Spin T und einem weiteren Elektron mit Impuls g, und Spin | bestehen.
Als Endzustand betrachten wir einen Zustand mit einem Elektron mit Impuls 5 und Spin 7 und
einem weiteren Elektron mit Impuls p, und Spin |. Es ist also

i) = df?lﬁd;iz,im)’ 1f) = &1317de327¢‘0>
und

J— (& (&} - c c
E; = Ej +E;,  Ef = Ej TEj;.

Wir erhalten den ersten nicht-trivialen Beitrag in zweiter Ordnung in der Storungstheorie. Dieser
Beitrag entspricht den beiden Feynmandiagrammen

4 P1 p2 P1 P2
h+ — — — — — — 9 <

H+- — — — — [ / \ 3

A _k 3 3 k A

q1 q2 q1 q2

Fiir das S-Matrixelement erhalten wir

N2 Iy 15}
l _ i _
0 = () Bfan [aneciteis
t t;

A, ]> o HEj(t—11) <J ‘1311 ‘ i> o HEit—1:)
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—i(Eftf Et,
_ _”— /dtz/dtleh Er-Ee (£ |fy| jyer BB (| Ay i).

Jt,

l

Die Zwischenzustidnde | j) im Zeitraum ¢ < t < 1, die zu nicht verschwindenden Matrixelemen-
ten fithren sind

: _ AT ot . _ e e phonon
la) = a5, T G2, ib 710, Ej, = Eﬁl +Ef72 +E7}
und
. _ AT e e phonon
i) = g 4ap, B10),  Ej = Eg +Ej +E
Diese beiden Moglichkeiten entsprechen den beiden Feynmandiagrammen. Wir erhalten
2) —%(Eftf—Eit,')
Sy = ———35—8z 782 105
fi 2y G1. kS Gy, —kOP1+D2,q1+G2
Iy )
/dl‘z/dtl [ 7 (B Jﬂ)tze?i(E E)t1—|-eh( E/b>tzeh(EJb Ei)n ,
1 1

wobei k = D1 — ¢1. Wir betrachten den Grenzfall #; — —oo und ¢y — oo. Wir fiithren zunichst die
Integration iiber #; aus. Hierbei beriicksichtigen wir E;, — E;, —id und E;, — E;, —id, so daf
die Randterme bei t — ¢t; verschwinden. Wir erhalten

ie~ # (Esty—Eiti) 1 1 T
= 8. 18 _iOh+prdi+d + /dfzeh( i)
hV G1,kSGr,—k "P17TP2:41 742 (Eja—Ei) (Ej;,—Ei) /
2T — L (Egty—Eu; E; +E; —2E;
_ - flr Eltl> . LS. Ja Jb i
. 0 £, 0P 4P 45 (Ej, — Ei) (Ej, — Ei)

S(Ef—E;).

Fiir Ey = E; und Eghonon = EE I%Onon erhalten wir

h
Ej, +Ej,—2E  _ 2B,
E: —E)(E: —E; phonon e e phonon e
(Ej, —Ei) (Ej, —Ei) (Ez +ES, qu> ( phonon e Epl)
2Ephonon
N (Ee _Ee ) (Eghonon>2
P1 k
und somit
. ' 2Eghonon
(2) _ znl —L(Est —Eit; k
S;i — el )gql,zng,fz > 5O +p2.1+:0 (Ef—E).
(EI% —E§l> o (Eg 0n0n>
1
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3.3.5 Effektive Theorien

Im vorherigen Abschnitt haben wir eine Theorie betrachtet, deren Hamiltonoperator durch
2 o €4 phonon 77 7 AT A T P
Hin = Z Ej a; 05,6+ Z EF ™ bibs+— Y 8:798;4.1 050050 (b,z + bz)
jiXe)

gegeben war. Diese Theorie beschreibt Elektronen und Phononen. In bestimmten Situationen
interessiert man sich nicht weiter fiir die Phononen und sucht eine effektive Theorie, welche
nur Elektronen enthilt. Wir fordern, daf} die effektive Theorie bis zu einer bestimmten Ordnung
in der Storungstheorie die gleiche Physik beschreibt. Beispielsweise konnen wir eine effektive
Theorie suchen, die bis einschlie3lich gé 7 mit der obigen Theorie iibereinstimmt. Wir betrachten

den Ansatz
N 1
o= eat 4. (2) At At
Heffective = Z Eﬁ aﬁpalﬁﬁ—'— ﬁ Z 8Plﬂ?z (11+612VPhonon p1701ap2702 G202 (11 Gy
p.o P1,52,41,42,01,02
wobei das effektive Potential VP(h()mOn zunichst noch unbekannt ist. Zur Bestimmung des effektive

Potential betrachten wir wieder den Streuprozess, wobei der Anfangszustand aus einem Elektron
mit Impuls ¢; und Spin 1 und einem weiteren Elektron mit Impuls g, und Spin | besteht, der
Endzustand aus einem Elektron mit Impuls p; und Spin 1 und einem weiteren Elektron mit
Impuls p, und Spin | besteht. Es ist

i) = aj ,a5 10y, 1f) = aj .ay [0)
und
J— (& (&} - (] c
E; = Eg +E5. Ef = Ej +Ej.

In der effektiven Theorie erhalten wir in der Stérungstheorie

Sﬁyf‘/ffeﬂiVe) = _%/dtle_éEf(tf_tl) <f‘ﬁl7effective}i> ei%Ei(tliti)
I

= —%e%(EftfEiti)/dtle%(E-fEi)tl (f | H effective] £

1
2 (e —Eit;) 7 (2)
= _76 h( 7 >VPh0n0n6ﬁ1+ﬁ2ﬁl+@'26 (Ef_Ei) :
Vergleichen wir nun SSCZ effective) it S%) aus dem vorherigen Abschnitt, so findet man
phonon
e o
Phonon 86,786,k 2 N 2
(Bg,—E5) — (E2")

P i %
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Dieses Wechselwirkungspotential beschreibt die effektive Wechselwirkung zwischen zwei Elek-
tronen, die durch Phononenaustausch zustande kommt. Wir haben diese Wechselwirkung bereits
in der Diskussion der Supraleitung verwendet. Nun haben wir die Wechselwirkung aus He
hergeleitet. Mit k= P1 — ¢ ergibt sich fiir den Nenner

e e \? phonon\? P% ‘1%22 2, 2 o S
(Eﬁl_Ef_il> _<E7(’ ) - %_% ~ Vphonon (PI+QI_2P1'C]1)~

Fiir kleine Impulse p; und ¢; dominiert der zweite Term und die Wechselwirkung ist in dieser
Region attraktiv.
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4 Relativistische Quantenmechanik

Bisher haben wir nur nicht-relativistische Systeme betrachtet, d.h. Systeme in denen alle rele-
vanten Geschwindigkeiten deutlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sind:

V| < ¢

Wir wollen nun den Ubergang zu relativistischen Systemen betrachten. Dabei beschrinken wir
uns in dieser Vorlesung auf freie Teilchen. Die Behandlung von relativistischen Systemen mit
Wechselwirkungen ist Thema der relativistischen Quantenfeldtheorie, diese wird in einer eigen-
standigen Vorlesung behandelt.

In der speziellen Relativitidtstheorie sind Zeit und Raum durch Lorentztransformationen mit-
einander verkniipft. Wir verwenden die Notation

o= (xo,xl,xz,x3) = (ct,x,y,z) = (ct,X),
Po= (0% pY) = (Efep’ . p7) = (E/e.p).
Der metrische Tensor ist durch
guw = diag(1,—1,—-1,-1)
definiert. Der inverse metrische Tensor g ist durch

g'mg v = 8Mv

definiert und durch
g" = diag(1,—1,—1,-1)
gegeben. Hoch- und Runterziehen von Indizes erfolgt durch
ay, = gwa', a' = g%ay.

Man bezeichnet a* als einen kontravarianten Vierervektor und a, als einen kovarianten Vie-
rervektor.
In der speziellen Relativitidtstheorie betrachtet man Koordinatentransformationen

= AR
die den metrischen Tensor invariant lassen:
A#cgyv/\vr = &ort-
In Matrixschreibweise:
Algh = g,
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Die Menge all dieser Koordinatentransformationen bilden eine Gruppe, die als Lorentzgruppe
bezeichnet wird. Diese Gruppe besteht aus vier Zusammenhangskomponenten. Die Zusammen-
hangskomponente, welche die Identitit enthilt, wird als eigentliche orthochrone Lorentzgrup-
pe und ist durch

AIuGg,uVAVfc = Zor, detAzl, AOOZI

charakterisiert. Die eigentliche orthochrone Lorentzgruppe wird durch die Generatoren fiir die
drei rdumlichen Rotationen und die drei Boosts erzeugt. Die anderen Zusammenhangskompo-
nenten erhilt man durch die Anwendung der diskreten Transformationen der Zeitumkehr und
der Raumspiegelung.

Unser Ziel ist es nun, die Theorie so zu formulieren, so dafl die Transformationseigenschaften
unter Lorentztransformationen offensichtlich sind. Dies bedeutet, wir betrachten nur Ausdriicke,
die entweder Lorentzinvariant sind, sich wie ein Vierervektor transformieren, oder allgemeiner
sich wie ein Tensor r-ter Stufe transformieren. Eine derartige Formulierung der Theorie bezeich-
net man als eine kovariante Formulierung.

Sind a* und b* zwei Vierervektoren, so notieren wir das Minkowskiskalarproduct dieser
zweler Vierervektoren mit

a-b = d'gub’ = d'b, = a,b* = A’ —a'b' —?0? — 0.

Im zweiten, dritten und vierten Ausdruck wurde die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.

4.1 Die Klein-Gordon-Gleichung

Wir beginnen unsere Betrachtung mit dem Fall eines freien, aber relativistischen Spin-0 Bosons.
Im nicht-relativistischen Fall hatten wir klassisch

1,
E = —p
2m
und in der Quantenmechanik
N 1 4
H = —p
2m

Mit der Substitution

Asind oy
ergibt sich aus
A = 5 5N
2m
die Schrodingergleichung fiir ein freies Spin-0 Teilchen:
2
ho ) = 1 Aly).
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Diese Gleichung ist erster Ordnung in der Zeitableitung, aber zweiter Ordnung in den Ortsablei-
tungen. Sie ist daher nicht Lorentzinvariant.

Wir suchen nun eine Lorentzinvariante Gleichung fiir ein relativistisches freies Spin-0 Teil-
chen. In der klassischen speziellen Relativitétstheorie gilt fiir ein relativistisches Teilchen

E? = A +ctm
Dies legt nahe, in der relativistischen Quantenmechanik die Operatorengleichung
B = ER+cm?

zu betrachten und diese auf eine Wellenfunktion anzuwenden. Mit den Substitutionen H —
ihd/dt und p — h/i V erhalten wir dann

82
_hza_ﬂ ly) = (—c2h2A+c4m2) ).

Formen wir diese Gleichung noch um, so ergibt sich
92 c2m?
—=5 — A+ —— = 0.
(e -2+ 5 )
Mit der Definition des d’ Alembert-Operators

2
? 29

0 = — —A = R
c2ot? ox* 0x;,

erhalten wir

C2m2
<m+ . )\w ~ 0.

Diese Gleichung ist Lorentzinvariant und wird als Klein-Gordon-Gleichung bezeichnet. Sie
beschreibt in der relativistischen Quantenmechanik ein freies Teilchen mit Masse m und Spin 0.

Bemerkung: Es ist iiblich, h = ¢ = 1 zu setzen, dann vereinfacht sich die Klein-Gordon-
Gleichung zu

(D+m2) ly) = 0.

4.1.1 Teilchen und Antiteilchen
Betrachten wir nun Lésungen der Klein-Gordon-Gleichung. Wir setzen zunéchst
Eﬁ = 4+ ch’Z + cAm2

Betrachten wir Ej als Funktion von p, so hingt E; nur vom Betrag || ab, aber nicht von der
Richtung des Impulses p. Insbesondere ist E_; = Ej. Man verifiziert leicht, daf

|\|[l> — e_%(Eﬁt_ﬁ-f) und ‘W2> — e—%(—E[;t—Q—ﬁ)‘C’) — €+%(Eﬁt_ﬁ£)
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Losungen der Klein-Gordon-Gleichung sind:

C2m2 92 C2m2 (B na 1 E% )
<D+ )N’l) = <W—A+7)e ﬁ(EPt p ) — ﬁ <_C_§+P2+C2m2 |W1>

pu— 0,

2.2 2 . E2
cm . m ++(Ezt—pX) _ 1
<D+7> y2) = <c28t2 [ )e h(Ept=p3) y <——+P +cm > y2)
0.

Die Losung |y;) beschreibt eine ebene Welle, die sich in Richtung p ausbreitet. Diese Losung
haben wir erwartet. Wir bemerken noch, da die Losung |y;) eine positive Enegie besitzt.
Gegeniiber der nicht-relativistischen Quantenmechanik haben wir in der relativistischen Quan-

tenmechanik durch die Verwendung des Operator A eine zustiitzliche Losung |y2) hinzubekom-
men. Diese Losung hat eine negative Energie. Wir bezeichnen diese Losung als Antiteilchen-
losung. Wir konnen |y;) entweder als eine ebene Welle mit negativer Energie intepretieren, die
sich in Richtung j im Laufe der Zeit 7 ausbreitet. Alternativ knnen wir auch |y,) auch als eine
ebene Welle mit positiver Energie interpretieren, die in Richtung — p riickwirts in der Zeit ¢ 1duft:

Wir fassen zusammen: Die Klein-Gordon-Gleichung besitzt zu gegebenen Impuls p zwei Losun-
gen, die als Teilchen und Antiteilchen interpretiert werden.

4.1.2 Die Viererstromdichte fiir Spin-0 Teilchen

Wir betrachten noch die Anderungen in der Wahscheinlichkeitsinterpretation. Wir verwenden
nun die Notation |y) = y(¥,7). In der nicht-relativistischen Quantenmechanik war die Wahr-
scheinlichkeitsdichte durch

p(Er) = w(
definiert, und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte durch

e = o @) Yy - (Vo) o]

2mi

definiert. Diese GroBen erfiillen die Kontinuitédtsgleichung

d SN
atp(x 1)+ Vjxt) = 0.

In der relativistischen Quantenmechanik liegt es nun nahe, eine Viererstromdichte durch

_ ih ., .
o= %[\v My — (") v
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zu definieren. Mit o4 = (%%, —V) stimmen die raumlichen Komponenten mit der nicht-relativistischen
Version iiberein:

J = B (v (] = v ()]

2m 2mi

Diese Viererstromdichte ist erhalten. Hierzu bemerken wir zuerst, da3 mit y auch die komplex-
konjugierte Wellenfunktion y* die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt:

ccm? Lo
<D+7>\P(X,l) = 0.

Dann ist
0l = 5o [0a) (@) + v Oy — (v y— (@) ()]
= M oy 0w = S gy
= S WOy = (Y] = - WYY
= 0.

Allerdings konnen wir j°/c nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren:

1y iR L0 d .,
P = ¢ T 2me Watw atw Vi
Diese Grofe ist nicht positiv definit. Diese sieht man leicht wie folgt: y ist Losung einer Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung. Eine Losung wird durch die Angabe der Randbedingungen

WEn), (D
fo
spezifiziert. Diese sind frei wihlbar. Daher kann p jedes Vorzeichen annehmen.

Die korrekte Interpretation in der relativistischen Quantenmechanik ist wie folgt: wir be-
zeichnen mit g die Ladung eines Teilchens. Dann gibt gp die Ladungsdichte eines Teilchens an.
Die Ladungsdichte kann beide Vorzeichen annehmen, eine negative Ladungsdichte entspricht
einem negativ geladenen Teilchen. Wir sehen auch, dafl Teilchen und Antiteilchen entgegenge-
setzte Ladungen haben. Die Ladungen ergeben sich aus

ihg 0 0
d3 Xt — /d3 T T )
q/ xp(¥.1) ez | 4% {w 5V (az“’)“’}
Die Zeitableitung angewandt auf y ergibt —iE /A fiir ein Teilchen und +iE /k fiir ein Antiteil-

chen.
Fiir reelle Wellenfunktionen ist y* = y und daher

= Oy (P ] = [yl (2 ~0
= a2 VoV \&Y )Y T e VYY) Y T
Fiir geladene Teilchen ist daher notwendigerweise y* = , nur fiir neutrale Teilchen besteht die
Moglichkeit y* = .
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4.1.3 Der nicht-relativistische Grenzfall

Wir betrachten noch, wie man den nicht-relativistischen Grenzfall aus der Klein-Gordon-Gleichung
erhélt. Wir beginnen mit der Klein-Gordon-Gleichung, die wir wie folgt schreiben:

82 272
v = (4= 5w,

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Variablen . Wir konnen sie auch als
ein System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung in der Variablen ¢ schreiben:

i ll! - 022 1 ll]
cor \ Ly A—<EE 0 Ly

Wir dndern nun die Variablen wie folgt:

o e )
=5 v mcg‘l’ ) X—2 v mcg‘l’ .

Diese Transformation geht auf Foldy und Wouthuysen zuriick. Foldy und Wouthuysen haben eine
solche Transformation erstmalig verwendet, um fiir ein Spin-1/2-Teilchen den nicht-relativisti-
schen Grenzfall aus der Dirac-Gleichung herzuleiten. Der Grundgedanke dieser Transformation
1aBt sich aber bereits im Spin-0 Fall anhand der Klein-Gordon-Gleichung erklidren. Die Idee ist
die folgende: Wir mochten ein Teilchen im nicht-relativistischen Grenzfall beschreiben. Fiir die
Energie gilt daher

0 < Eﬁ—mc2 < 2mc?.

Wir suchen daher eine effektive Theorie, die nur die relevanten Freiheitsgrade beibehilt und irre-
levante Freiheitsgrade vernachlidBigt. Nehmen wir an, y(x) sei durch eine ebene Welle gegeben:

l

Y = e FETPN) g e,

Wir betrachten nun die Funktion ¥ (x). Im nicht-relativistischen Grenzfall verschwindet ¥ (x):

1 E —i(Ezt—px 1 / P\ (B v?
X(-x) - 5(1—ﬁ)€ h(ﬁ P>:§<1_ 1+c—2>€h(p p>=O g .

x(x) stellt daher im nicht-relativistischen Grenzfall einen irrelevanten Freiheitsgrad dar.
Wir konnen das Differentialgleichungssystem auf ¢(x) und y(x) umschreiben. Wir finden

S(1) - (357 &[0
cot \ X —a= A =5 oA X

Vernachldssigen wir nun y(x), so erhalten wir eine Differentialgleichung erster Ordnung in der
Variablen 7 fiir ¢(x):

0 ih imc
@q)(x) = (2—ch_?)¢(x)’
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bzw.
2
iha%q)(x) = (—;—mA—i-mcz)q)(x).

Dies entspricht einer nicht-relativistischen Schrodingergleichung mit

'hi()—ﬁl() FI——h—ZA—l— 2
latq)x = Ho(x), =5 Atmc

4.2 Die Dirac-Gleichung

Wir wollen nun die Wellengleichung fiir relativistische Spin-1/2 Teilchen aufstellen. Wir suchen
eine Gleichung, die Lorentz-kovariant ist, d.h. in allen Koordinatensystemen die gleiche Form
hat.

Wihrend die nicht-relativistische Schrodingergleichung erster Ordnung in der Zeitableitung
ist, ist die Klein-Gordon-Gleichung zweiter Ordnung in der Zeitableitung. Der Ansatz von Dirac
bestand darin, zunéchst eine Lorentz-kovariante Gleichung erster Ordnung in der Zeitableitung
zu finden. Aufgrund der Lorentz-Kovarianz muf} diese Gleichung dann auch erster Ordnung in
allen Ortsableitungen sein. Wiirden hohere Ortsableitungen in einem Koordinatensystem S auf-
treten, so konnte man mit Hilfe eines Lorentz-Boosts auf ein Koordinatensystem S’ transformie-
ren, so daB in S’ hohere Zeitableitungen auftreten. Dirac verwendete daher den Ansatz

. Thef @ d d ,

Die Koeffizienten o; konnen keine Zahlen sein, da dann die Gleichung unter Raumdrehungen
nicht invariant wire. Dirac betrachtete daher die Moglichkeit, daB die Koeffizienten o; und B
N x N-Matrizen sind. |y) ist dann ein N-komponentiger Vektor:

Vi
v o= | "
YN
Jede dieser Komponenten sollte die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen:

_hz_wk _ (_C2h2A+C4m2) V.

Andererseits ist

0 _0\? hic 0 0 0 2
—hza—tzllfk = (lha_t) Vi = [T (Oﬁlﬁ +052@ +Oﬂ3a—x3) —I—Bmcz} Yk
3

d
Y (o -+ Bou) SEE - mc By
i=1

ox'dx/

) ?y,  hmc?

102



Vergleichen wir diese beiden Gleichungen, so finder wir, daf3

o0+ oo = 251']' 1,
OC,'B-FBOC,’ = 0,
B> =1

gelten muf3. Da

N he d d d ’
H = — (Oﬂlﬁ+a2@+a3$) + PBmc

i
hermitisch sein soll, miissen auch o, und B hermitische Matrizen sein:

o =, B =5
Aus der ersten Antikommutationsrelation o0t + o0 = 29;;1 folgt insbesondere

o = 1.

Keine der Matrizen o, op, o3 oder  kann proportional zur Einheitsmatrix sein: Wire dies
der Fall, so folgt automatisch aus den Antikommutationsrelationen dal} eine andere Matrix die
Nullmatrix ist, was im Widerspruch zu

o =p =1
steht. Die letzte Zeile zeigt auch, da3 o; und B invertierbare Matrizen sind

ol =0, P =5

1

Desweiteren sieht man, daf alle Eigenwerte der Matrizen o; und 3 nur 1 auftreten knnen. Aus
o + Bo; = 0 folgt

o = —PoP.
Nun kann man zeigen, da3 die Spur der Matrizen o; verschwindet:
Tra; = Tr (Bzoci) = Tr(Bo;pf) = —Tr(ay)
und daher
Tro;, = O.

Da die Matrix o; nur die Eigenwerte £1 hat, impliziert das Verschwinden der Spur, daf} die
Dimension N der Matrix o; gerade sein muB3.

Den Fall N = 2 konnen wir ausschlieBen: Hier gibt es neben der Einheitsmatrix nur drei
weitere linear unabhiingige hermitische Matrizen (z.B. die Pauli-Matrizen), so dal} die Antikom-
mutationsrelationen fiir die vier Matrizen o1, 0, 03 und  nicht erfiillt werden konnen.
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Betrachten wir nun den Fall N = 4. Hierkann man zeigen, da} beispielsweise die 4 x 4-

Matrizen
0 o; B 1 0
w=(q %) #=(o V)

die Bedingungen erfiillen. Hierbei sind 6, 6> und 63 die 2 x 2-Pauli-Matrizen

o1 — 01 o — 0 —i o 1 0
=ltro) ™ \Li o) " \o -1 )
0 und 1 stehen fiir die 2 x 2-Matrizen

- (80). 1-(32)

Wir werden spiter sehen, da3 es noch andere Darstellungen gibt.
Wir stellen die Gleichung

'ha|> i . +Bmc* | |y)
= = - BN = = mc
oY P\ Mo a2 TR v
noch etwas um: Wir multiplizieren mit %B von links und setzen

Y =8 ¥ =Bw i=123.
Wir fassen ¥ = (Y°,¥',7%,¥’) zu einem Vierervektor zusammen. Wir erhalten
[ih (Y"90 +7'01 + Y02 +7°03) —mc| |y) = 0,
bzw.
(il'9, —mc) [w) = O.

Diese Gleichung bezeichnet man als Dirac-Gleichung. Fiir die Kontraktion eines Vierervektors
a, mit den Dirac-Matrizen ¥ verwendet man oft die “Feynman-Slash”-Notation:

¢ = Ya,.
Man findet daher auch fiir die Dirac-Gleichung die Schreibweise
(ihd —mc) |y) = 0.

Ausgehend von den Antikommutationsrelationen fiir die Matrizen o; und B konnen wir nun die
Vertauschungsrelationen fiir die Matrizen ¥ herleiten. Man findet

Y Y = 24,
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bzw. etwas kiirzer

¥y = 2¢"1

Matrizen, die diese Vertauschungsrelationen erfiillen, erzeugen eine Algebra, die als Clifford-
Algebra bezeichnet wird. Desweiteren findet man, daf3 YO hermitisch ist, wihrend die riumlichen
Dirac-Matrizen Y anti-hermitisch sind. Die Hermitizitit von y° folgt unmittelbar aus der Hermi-
tizitit von P, fiir ¥ ergibt sich miti € {1,2,3}

()" = (Boy)' = afpf = o = —Poy = —.

Desweiteren definiert man

. i
Y5 = lYOYIYZYS = ﬁg,uvpc'YuYVYpYGa
wobel €,ypc der vollstindig anti-symmetrische Tensor mit €y123 = +1 ist. Fiir 5 gilt

{¥',vs} = 0.
“«=(a%) 2-(o )
P=(o ) 1= (a %) (Vo)

Diese Darstellung bezeichnet man als die Standarddarstellung oder Dirac-Darstellung.
Eine alternative Darstellung ist die Weyl-Darstellung. In dieser Darstellung sind die Gamma-
Matrizen gegeben durch

P=(10) 7=(a %) »=(0 1)

Man verifiziert leicht, daB diese Gamma-Matrizen ebenfalls die Antikommutationsrelationen er-
fiillen. Die Weyl-Darstellung ist besonders fiir masselose Teilchen niitzlich.
Eine weitere Darstellung ist die Majorana-Darstellung. Diese ist gegeben durch

Mit der Wahl

findet man

0 00 —1 0 -1 00

o o1 o0 .| -1 o000
Y=ilo 10 ol Y= o 001

1 00 0 0 010

0 0 01 10 00

0 0 -1 0 1 o1 0o

YZ_‘0—100’\’3_’ 00 —1 0

1 0 00 00 01
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Die Matrix 75 ist in der Majorana-Darstellung gegeben durch

0

1 00
1 0 oo
B =10 0o 01
0 0 —1 0

Die Majorana-Darstellung ist vor allem fiir numerische Rechnungen mittels eines Computers
interessant. Da in dieser Darstellung alle Gamma-Matrizen rein imaginér sind, kann ein GrofBteil
der Arithmetik mit reellen Zahlen ausgefiihrt werden, nur am Schlufl wird mit der korrekten
Potenz von i multipliziert. Dies ist deutlich schneller als komplexe Arithmetik.

Man kann zeigen, daB3 alle Darstellungen der Gamma-Matrizen aus einer gegebenen Darstel-
lung mittels unitidren Transformationen

¥ o= uyu, Ut =U"

hervorgehen.

4.2.1 Die Viererstromdichte fiir Spin-1/2 Teilchen

In diesen Abschnitt verwenden wir die Notation y = |y). Man bezeichnet

Vi
2
V3
Y4

als einen Dirac-Spinor. Der hermitisch konjugierte Spinor ist
Vo= (WG

Fiir ein Spin-1/2 Teilchen definieren wir die Viererstromdichte
# = (er.])
mit & = (a, 0, 03) durch

= vy,
i = cylony.

Diese Viererstromdichte erfiillt die Kontinuitidtsgleichung

> -
gp'i‘V] = 0.
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Dies 148t sich leicht zeigen: Es ist

E_Ti _|_iT
af — VA gy T \aY )Y

0 - mc?
T — vl —ct-V_ iR
1 (atllf) 1 ( ca-V—i P )\Ifa

a + . + R . mC2
(EW)W =y (—ca~V+zB?)\u.

und

Somit ergibt sich

a%p = -V (cqﬂﬁup) = —Vj.

Wir mochten nun den Viererstrom j* nicht durch die Matrizen «;, sondern durch die Gamma-
Matrizen y ausdriicken. Es ist

= p = cvly = ey'Yy = c(\v*vo) v,
Jo= ooy = cyiYoy = c(w*vo) Y.
Wir sehen, daB3 hierbei immer die Kombination \|IWO auftritt und setzen
v o= vy
Man bezeichnet ¥ als den adjungierten Spinor. Somit erhalten wir fiir die Viererstromdichte
o= 'y

und es gilt
Fiir den adjungierten Spinor gilt die Gleichung
%
v <—ih’y’“ dy —mc) = 0.

Dies sieht man wie folgt: Man zeigt zuerst

Fiir y = 0 ist



fiir u =i gilt

Y)Y = B(Be)'B = Paupp = Boy = 7.

Wir multiplizieren die Dirac-Gleichung mit y° von links und betrachten dann das hermitisch
Konjugierte:

y' (—iﬁ(v“)ﬁy—mc)vo = 0
Wir betrachten die linke Seite:
W (<im0 9 me) ¥ =y (=in () D= me)
= (il (") 3~ me)
- W(—ihy“?,,—mc).

4.2.2 Losungen der Dirac-Gleichung

Wir betrachten nun Losungen der Dirac-Gleichung
(iﬁa — mc) v =0

Der Spinor y hat vier Komponenten und wir erwarten vier Losungen, die sich in zwei Losungen
mit positiver Energie (Teilchen, z.B. Elektronen) und negativer Energie (Antiteilchen, z.B. Po-
sitronen) entsprechen. Wir erwarten zwei Losungen mit positiver Energie, die den beiden Spin-
einstellmoglichkeiten 1 und | entsprechen. Fiir die beiden Spineinstellmdglichkeiten verwenden
wir auch die Notation “+” und “-”. Ebenso erwarten wir zwei Losungen mit negativer Energie,
die ebenfalls den beiden Spineinstellmoglichkeiten 1 und | entsprechen.

Im folgenden sei wieder

E; = +\c2pr+ctm?.

Wir setzen

so daf3

—

px=pxt' = Ezt—p-X
Fiir Losungen positiver Energie machen wir den Ansatz

i

Yl = e u(p),
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wobei p den Impuls und A die Spinquantenzahl bezeichnet. Fiir u(p, ) gilt dann

(p—mc)u(p,) = 0.

Fiir den adjungierten Spinor gilt dann

wobei u(p,A) die Gleichung

u(p,A)(p—mc) = 0

erfiillt.
Fiir Losungen negativer Energie machen wir den Ansatz

i

yx) = et v(p,d),
Fiir v(p, ) gilt dann

(p+me)v(p, k) = 0.

Fiir den adjungierten Spinor gilt dann

i

VW = v he i
wobei v(p,A) die Gleichung
v(p,A) (p+me) = 0

erfiillt.
Fassen wir kurz zusammen: Wir suchen Spinoren u(p, ), u(p,A), v(p,A), v(p, L), die die Glei-
chungen

<

(p—mc)u(p,x) (p,\) (p—mc) =0,
(p+me)v(p,A) 5(p.A) (p+me) =0

erfiillen. Dariiberhinaus fordern wir noch, daf die unabhéngigen Losungen die Orthogonalitits-
bedingungen

0,
0,

a(p,Nu(p,\) = 2mcd;,,
(p,Mv(p,A) = —2mcdy,,
a(p, Mv(p,A) = v(Mu(h) = 0,

und die Vollstindigkeitsrelation

;u(p,k)ﬁ(p,k) = p+mc, ;v(p,K)V(p,k) = p—mc
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erfiillen sollen.

Masseloser Fall: Wir betrachten zunichst den Fall masseloser Teilchen (m = 0). In der Hoch-
energiephysik vernachldBigt man oft bei hohen (Beschleuniger-) Energien die Ruhemassen leich-
ter Elementarteilchen.

Fiir masselose Teilchen reduzieren sich die Gleichungen auf

<

pu(p,h)
pv(p,\)

es geniigt daher, die Gleichungen fiir u(p,A) und %(p,A) zu 1osen.
Wir verwenden die Weyl-Darstellung. In der Weyl-Darstellung ist

0, (PJL)P = 0,
0, T(pA)p =0,

0 0 PO+p pl—ip?
p - 0 0 pl-l-ip2 pO_p3
pP—p —pl—ipr 0 0

Es bietet sich an, zum einen Lichtkegelkoordinaten, definiert durch

v 0,3 ~_ Lo 3 TR SN e L ooq o
p ﬁ(pﬂ)),p ﬁ( P, p ﬁ(pﬂp),p ﬁ(p ip),

zu verwenden. Fiir masslose Teilche ist p,p" = 0, in Lichtkegelkoordinaten ist dies dquivalent
zu

p+p* —_ PLPL*.

Zum anderen fithren wir die vier-dimensionalen 6#-Matrizen ein:

o =(1,-8), &"=(1,8).
0 o*
y = (6,, ’ )

_ 0  puo”
P = <P#6“ 0 )

Mit Hilfe der Lichtkegelkoordinaten ergibt sich

In der Weyl-Darstellung ist

und somit

+ 1% — ol
pot = VE(PL T e —va( P,

P p
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Es bietet sich auch an, den vier-komponentigen Dirac-Spinor u(p,A) wie folgt zu schreiben:

apr) = (7)o = ().

wobei |p+) und |p—) jeweils zwei-komponentige Vektoren sind, die als Weyl-Spinoren be-
zeichnet werden. Ebenso setzt man

u(p,+) = (0, {p+]), ulp,—) = ((p—1,0).

An dieser Stelle soll noch auf eine alternative Notation mit hochgestellten/tiefgestellten gepunk-
teten/ungepunkteten Indizes, die auf Penrose zuriickgeht, verwiesen werden. In der Literatur
findet man auch die Notation

pa = |pt),  pi={p+tl,
't =1r-), =,
wobei A,A € {1,2}.
Unsere Gleichungen reduzieren sich auf
P,uc—s'u |P+> =0, P,uc'u ‘p_> =0,
(p+|pu6" =0, (p—|puc”=0.
Explizit haben wir fiir die Ket-Spinoren

— 1% + 1%
p —pP p p
( L )\p+>=o, ( e )\p—>=o.

—-p p p— P

Wir suchen also Eigenvektoren zum Eigentwert 0. Dies ist ein Problem der linearen Algebra. Als
Losungen fiir die Ket-Spinoren findet man

L . -

p A V4
+)=pa=cCi -] —)=P = )
p+)=p <p ) lp—)=p (_pJ_)

wobei ¢; und ¢, zwei zundchst noch unbestimmte Konstanten sind. Ebenso findet man fiir die
Bra-Spinoren

(p+|=pi =3 (pﬁp‘) . p-l=p'=a (p‘,—p“) :

Hierbei sind ¢3 und ¢4 zwei weitere zundchst unbestimmte Konstanten. Wir reduzieren die An-
zahl der unbestimmten Konstanten durch Zusatzforderungen. Zum einen fordern wir Relationen
zwischen Weyl-Spinoren mit hochgestellten und tiefgestellten Indizes. Hierzu fithren wir den
zwei-dimensionalen antisymmetrishen Tensor

0 1
EABZ(_I 0), €BA = —€4B
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ein und setzen
SAB = SAB = €AB = €jp-

Bemerkung: Diese Definition impliziert

A A
SACEBC:SB, EACEBCISB.

Wir fordern die folgenden Relationen zwischen Weyl-Spinoren mit hochgestellten und tiefge-
stellten Indizes:

pt=ePpg,  pt=e"Ppy,
A _ A
P =D &ip PB = D" €AB.

Bemerkung: Ein Index wird hochgezogen durch Multiplikation mit €48 bzw. 1B von links. Ein
Index wird runtergezogen durch Multiplikation mit €45 bzw. € von rechts.
Fordert man diese Relationen, so folgt

cl1 = cy4, ) =c3.

Zusitzlich normieren wir die Weyl-Spinoren so, daf3

(p£|¥[pt) =2p"
gilt. Dies impliziert
V2 V2
c13 = —, CC4 = —.
p

Insgesamt ergibt sich, dal die Spinoren nur bis auf eine Skalierung

1
PA —Apa,  pi— 3 Pi

bestimmt sind. Diese Skalierungsfreiheit bezeichnet man im Englischen auch als little group
scaling.
Die allgemeinen Losungen fiir die masselosen Weyl-Spinoren sind daher

Ap2i (p“‘ ) i o ( P~ )
+) = e - , —) = = ,

1 1
24 _ Ap23 1 .
(p+|=p, = (p%p ) (p—|=p* =2 (p ,—p~— )

AP v

Die Standardwahl fiir A, ist A, = 1.

Bemerkung: In der Herleitung der Losungen fiir Weyl-Spinoren haben wir nicht die Relation
(p,A) =u(p, )y
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bzw. die hierzu dquivalenten Beziehungen

pi=pi =

verwendet. Fiir reelle Impulse (p°, p!, p?, p?) und Ay = ¢'® (¢ € R) eine Phase sieht man leicht,
daf} diese Beziehungen erfiillt sind.

Wir wihlen von nun an A, = 1. Wir definieren Spinorprodukte durch
V2 (e L
(pa) = (p—lat)=r'aa=——=7—= (p at—q p ) :
vP V4
- V2 _ _
lap) = (a+Ip—)=aqir’ = == (p q —q pL> :
vP V4
wobei wir im letzten Ausdruck A, = A, = 1 verwendet haben. Es gilt

(pq)lapl = 2pq.

Die Spinorprodukte sind antisymmetrisch:

(ap) = —(rq),  [pql=—lap].

Falls p* und ¢* reell sind, gilt

lgp] = (pq)” sign(p®) sign(q").

Massiver Fall: Wir betrachten nun den Fall m # 0. Zunichst eine Vorbemerkung zur Notation:
Die zweikomponentigen Weyl-Spinoren definieren eindeutig Dirac-Spinoren durch die folgende
Vorschrift:

) = (P51 ) okl = 00,
=)= () ol = (010,

Wir verwenden daher die Notation |p=£) und (p £ | auch fiir vierkomponentige Dirac-Spinoren.
Es sei nun p ein Vierervektor mit p> = m? und g ein beliebiger lichtartiger Vierervektor (d.h.
¢* = 0). Mit Hilfe von ¢ kénnen wir zu p einen lichtartigen Vierervektor pb assozieren:

2

p = P q.

2p-q

Man iiberzeugt sich leicht, dafl pb lichtatig ist:

2 2 2 2
b p )4 2 )4
p) = (p— q) (p— q) =p - 2p-q) = 0.
( 2p-q 2p-q 2p-q( )
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Wir setzen

1 1
u(p,+) = Pl (p+me)lg—), vip,—)= i) (p—mc) lg—),
1 1
u(p,—) = Ty (p+me)lg+),  vip,+)= Ty (p —me) |g+).
Fiir die adjungierten Spinoren setzen wir
u = ; - mc vip,—)=—"F"F7-(q— —mc
P t) = [(p+me),  ¥(p.—) PR | (p—mc),
ﬁ(P7—):m<CI+|(?+mc)7 V(P7+):m<qﬂ(?_mc)'

Man iiberzeugt sich leicht, daf diese Spinoren die Dirac-Gleichung, die Orthogonalitétsrelatio-
nen und die Vollstindigkeitsrelationen erfiillen. Dariiberhinaus gilt

ﬁ(p,i\,)y“u(p,%,) = zplusi,)u V(p,i)y“v(p,%,) = zplusi,x

Im masselosen Fall reduzieren sich diese Spinoren auf

u(p,+) =v(p,—) = |p+),
u(p,—)=v(p,+) =p—),

und sind unabhingig von den Referenzspinoren |g+) und (g +|.

4.2.3 Kovarianz der Dirac-Gleichung

Wir betrachten nun die Eigenschaften der Dirac-Gleichung unter Lorentztransformationen. Wir
mochten zeigen, da} die Dirac-Gleichung Lorentzinvariant ist. Hierzu betrachten wir zwei Iner-
tialsysteme S und §’, die durch eine Lorentztransformation verkniipft sind:

¥ = Ax
Im System S sei eine Wellenfunktion y(x) gegeben, die die Dirac-Gleichung
(ihd — mc) y (x)

erfullt. Fir den Beweis der Lorentz-Kovarianz miissen wir

0

(i) eine Vorschrift angegeben, die es uns erlaubt ' (x’) aus y(x) zu berechnen,
(ii) zeigen, daB ' (x’) die Gleichung

(myﬂ )

ox'H

- mc) v ()
erfiillt.
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Die Matrizen Y* erfiillen hierbei die gleichen Relationen wie die Matrizen Y, sie stehen daher
mittels einer unitidren Transformation mit den Matrizen ¥ in Verbindung:

Y* = Uyu'.

Wir konnen daher annehmen, daB im System S und S’ die gleich Darstellung der Gamma-
Matrizen gewihlt wurde. Sollte dies nicht der Fall sein, fiihrt die Transformation

V(x) = Uy(x), " = Uyu’

die eine Darstellung in die andere {iber.
Wir setzen von nun an Y# = y* voraus. Wir suchen eine Transformation S(A), die linear in y
und / ist:

V() = V(A = SA)E) = SA) (A1)

Hierbei ist S(A) eine 4 x 4-Matrix, die auf die Komponenten von y(x) wirkt. Fiir die Um-
kehrtransformation gilt zum einen

Ve = w(ATY) = S(ATYY () = S(AT) Y (Ax),

zum anderen

daher folgt
s = s(ah).
Die wesentliche Aufgabe besteht darin, S(A) zu finden. Ist S(A) bekannt, so folgt mit
d ox¥ o d

v - 2 Y ( fl)V v
oxXH  oxMoxY M oxY
die Beziehung

\Y

_ . 0 _ . _ 0
S~ (A) (zhy“w —mc) V() =S H(A) (zhy“ (A 1) P —mc) S(A)y(x)
o _ 0
— (ms LA)Y'S (A) (A 1)Vyw —mc) v (x).
Die Dirac-Gleichung ist Lorentz-kovariant, falls

sTHA) S (AT, = 7

bzw. (durch Umstellung und Umbenennung)

AW = STHA)YS(A)
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gilt.
Bemerkung: S(A) ist eine 4 x 4-Matrix, die auf die Dirac-Indices wirkt, A ist eine 4 x 4-Matrix,
die auf die Lorentz-Indices wirkt.

Wir bestimmen nun S(A). Wir betrachten zunichst infinitesimale Lorentztransformationen der
eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe:

A’uv — 8‘“\/ - i(x(,‘)‘uv,
mit infinitesimalen o und antisymmetrischen @*:
o = —o".

Aufgrund der Antisymmetrie gibt es sechs unabhiingige @, die den drei Boosts und den drei
rdumlichen Rotationen entsprechen. Man bezeichnet die ®* auch als Generatoren der Lie-
Algebra der Lorentzgruppe. Wir entwickeln S(A) und S~ (A) in eine Potentzreihe in o

I i
S(A) =1— 20 (—i)” +0(e?), SA) =1+ 4O (—ic) 0 + 0 (a?).
In erster Ordnung in o muf3 gelten:

m'uvYV = i (Gpcyu - Yu(’pc) o°°,

bzw.
i

mpcgungva = 4 (Gpcyu - Yu(’pc) o°.

Die Antisymmetrie ®** = —@*" impliziert 6y, = —0,y. Daher folgt

['Yu70pc} = 2 (gpp'Yc—gpc'Yp)-

Wir suchen also 4 x 4-Matrizen (mit Dirac-Indices), die diese Vertauschungsrelation erfiillen.
Man verifiziert leicht, da3

i
Ow = 5 [MwW]
eine Losung ist. Fordert man zusitzlich, daB detS(A) = 1 gelten soll, so impliziert dies
o
detS(A) = 1—Tr(ow) o™ +0(o?) =1
und daher
Tr (G,UV) - O.

Es 146t sich zeigen, daB mit der Zusatzforderung detS(A) = 1 die Losung fiir 6,y eindeutig ist.
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Wir betrachten nun endliche Lorentztransformationen. Wir bezeichnen mit

O, € {©) @ @) @) (o) (o))

v v

die sechs Generatoren der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe (3 Boosts, 3 Rotationen).
So ist beispielsweise der Generator fiir eine Drehung um die z-Achse gegeben durch

)

oy =

o oo O
O~ O O
OOL

o oo O

Eine endliche Lorentztransformation der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe wird durch
sechs Parameter (01,02, 03, 04, Os, Ol ) spezifiziert und ist gegeben durch

6
ANy = exp| =i} o, (@) |.
a=1
Es gilt dann

1 6
S(A) = exp <_Z ;OLQG,N (0;)“)’”) :

Wir betrachten noch eine endliche Drehung um eine Achse. Als Beispiel diskutieren wir eine
Drehung um die z-Achse. Es ist

00 00 00 00 b o 00
- 0 L L o
o = |00 =0 o 00 Vo 7
0 i 00 00 —10 0 & 0
00 00 00 00 0 0 01
und somit
1 0 00 1 0 00
. 0 e™ 00 0 cos(a) sin(a) O
m_ _ — . T:
Al = exp(—iawly) = U [ " o siw o |U 0 —sin(0) cos(o) 0
0 0 01 0 0 01

Dies entspricht natiirlich einer Drehung um die z-Achse um den Winkel a. Insbesondere gilt fiir
eine Drehung um o = 27

1000
0100

v
AR, =1 o 01 o
000 1



Betrachten wir nun S(A). Es ist

1 1 I i 1
—ZOCGIUV(J)“V = —ZOCGIWngOJ'up = —ZOC(Glz—Gzl) = —EOCGQ = ZOC[’Yl,’Yz]
1 0 0
_ i o010 o0
2 0 01
0 0 0 —1
und daher
et 0 0 0
1 0 e? 0 0
S(A()) = exp|—-0c, 0 | = i
M) = e[ goome”) < | 0
0 0 0 e7
Insbesondere gilt fiir o0 = 27t mit ™ = ¢~ = —1
—1 0 0 0
—1 0 0
S(A(2m)) = 0o 0 -1 o~ -1 # 1,
0 0 0 —1

d.h. erst eine Drehung um 47 ist fiir die Spinortransformation die Identitit.

4.2.4 Diskrete Transformationen

In diesem Abschnitt betrachten wir die diskreten Transformationen der Raumspiegelung, der
Ladungskonjugation und der Zeitumkehr.

Wir beginnen mit der Raumspiegelung (oder Parititstransformation). Auch hier soll gel-
ten

ALY = STHA)YS(A).

Fiir die Raumspiegelung ist

0 0
0 0

oo
Ny = 10
0 1

oo o -

-1
0
0

Wir bezeichnen die Transformationsmatrix fiir die Spinoren in diesem Fall mit



Man verifiziert leicht, da3
P = %

die obige Bedingung erfiillt, wobei ¢ eine frei wihlbare Phase ist. Fordert man, dal} vier Raum-
spiegelungen den Spinor wieder auf sich selbst abbilden (in Analogie zum Fall der Rotation um
47 um eine Achse), so ist die Phase ¢ auf die vier Werte

€ 0§n3_7c
"P 72772

& e {l1,i,—1,—i}

bzw.

beschrinkt.
Betrachten wir nun die Ladungskonjugation. Diese Operation vertauscht Teilchen und An-

titeilchen. Da Teilchenlosungen den Phasenfaktor ¢~ #P* haben, Antiteilchenlosungen dagegen

den Phasenfaktor ¢ 77, erwarten wir, daB der ladungskonjugierte Spinor Y€ linear mit dem
komplex konjugierten Spinor y* (bzw. dem adjungierten Spinor ¥) in Beziehung steht. Wir ma-
chen den Ansatz

Existiert eine Matrix mit
cly'c = -,
so folgt aus
v <—ih3 — mc) =0

durch Transposition und Multiplikation mit C von links die Dirac-Gleichung fiir den ladungs-
konjugierten Spinor y¢:

(iha—mc)qlc = 0.

In der Dirac-Darstellung tiberzeugt man sich leicht, da3 C als

0 00 —1
o (0 —i;\ |0 01 o0
C_WZYO_<—1'<52 0 )_ 0 -10 0
1 00 0

gewihlt werden kann. Fiir diese Wahl gilt

—C = ct'=cr ="



Wie bei der Parititstransformation konnen wir auch hier eine Phase frei wihlen. Fordern wir,
daf} die viermalige Anwendung der Ladungskonjugation wieder unseren urspriinglichen Spinor
liefert, so ist diese Phase auf

& e {l1,i,—1,—i}

beschrinkt.
Wir betrachten noch die Zeitumkehr. Dieser Fall ist etwas subtil. Die Lorentztransformation
ist in diesem Fall

-1 0 0 O
0100
oo
Av = 0010
0001

Wiirden wir wie im Falle der Raumspiegelung und der kontinuierlichen Lorentztransformationen
den Ansatz

V() = SAv

verwenden, so wiirde ein Faktor e rE! aufgrund von ¢ = —t auf eT#E" transformiert werden.
Dies bedeutet, daB ein Teilchen im System S zu einem Antiteilchen im System S’ wiirde. Gesucht
ist aber eine Transformation, die nur die Zeitrichtung umkehrt, ohne dabei zusitzlich Teilchen
mit Antiteilchen zu vertauschen. Die gesuchte Transformation muf3 daher auch eine komplexe
Konjugation beinhalten. Wir setzen daher an

V() = Ty (x).
Die Dirac-Gleichung ist kovariant unter dieser Transformation, falls 7' die Gleichung
AN = =TT

erfiillt. In der Dirac-Darstellung kann 7 als

0 i 00
. i 0 00
T = a7 =1 40 o i
00 —i 0

gewihlt werden. Auch hier ist 7 nur bis auf eine Phase bestimmt. Fordert man, dal} eine vierma-
lige Anwendung wieder den urspriinglichen Spinor liefert, so ist die Phase auf

& e {l1,i,—1,—i}

beschrinkt.
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4.3 Ausblick auf die relativistische Quantenfeldtheorie

Im ersten Teil des Kurses haben wir wechselwirkende nicht-relativistische Vielteilchensysteme
betrachtet. In diesem Kontext haben wir uns mit wechselwirkenden nicht-relativistischen Quan-
tenfeldtheorien beschiftigt. Im letzten Drittel des Kurses haben wir uns mit der Beschreibung
eines freien relativistischen Teilchens beschiftigt. Zwei Verallgemeinerungen sind hierbei nahe-
liegend: Zum einen von einem System mit nur einem Teilchen auf Systeme mit mehreren Teil-
chen, zum anderen von nicht-wechselwirkenden Teilchen zu wechselwirkenden Teilchen. Diese
beiden Verallgemeinerungen fiihren uns auf eine wechselwirkende relativistische Quantenfeld-
theorie. Fiir Spin-0- und Spin-1/2-Teilchen ist die Verallgemeinerung vom nicht-relativistischen
Fall auf den relativisitschen Fall nicht so schwer: Man ersetzt zum einen die nicht-relativistische
Energie p?/(2m) durch die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

E; = /EPR+m,

zum anderen beriicksichtigt man die Freiheitsgrade der Antiteilchen. Der Aufbau der Theorie
beginnt — wie im nicht-relativistischen Fall — mit der Einfiihrung von Feldoperatoren. Fiir ein
komplexes skalares Teilchen lauten die Feldoperatoren im Heisenbergbild

A d*p c i aw i
— _ - = (AL  BPX bi ﬁP'x>
01 (%) / (2mh)3 \/ 2Eﬁ< pe M)
d? C [~ _i i
T _ p ( DX | AT —p~x>
1) / (uh)\ 2E, \Pre T At

Hierbeiist p-x =Ej;-t —p-X. d;; und dj sind die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir

=

ein Teilchen, lA);% und b 5 die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir ein Antiteilchen. Die
nicht-trivialen Vertauchungsrelationen lauten

[a5,05] = [b5.5]] = xny(5-).
Die Feldoperatoren fiir ein Spin-1/2-Feld lauten
WH(X) — /d37p LZ(&H u(p X)e_%p'x—i—[;i v(p X)e%p'x)
(2nh)3 \| 2E; & \"PAE pAV\P: 7
) = [ 2l O Y (bpastp et tp ete?)
" (2mh)?\ 2E; & \"PA patP: -
Die nicht-trivialen Vertauschungsrelationen lauten
{apandly | = {bpably | = Q)8 (5 3o,
Der weitere Aufbau der Theorie erfolgt dann analog zum nicht-relativistischen Fall. Diesen Zu-
gang bezeichnet man als kanonische Quantisierung. Man findet diesen Zugang vor allem in

dlteren Lehrbiichern iiber (relativistische) Quantenfeldtheorie.
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Die Behandlung von Spin-1-Teilchen im Rahmen der kanonischen Quantisierung ist mog-
lich, technisch aber aufwendig. In der modernen Teilchenphysik treten Spin-1-Teilchen als Aus-
tauschteilchen der elektromagnetischen, der schwachen und der starken Kraft auf. Die zugrun-
deliegenden Theorien besitzen Eichsymmetrien. Es ist vor allem die korrekte Behandlung der
Eichsymmetrien, die im Rahmen der kanonischen Quantisierung technisch anspruchsvoll ist.
Aus diesem Grund geht man oft zur Methode der Pfadintegralquantisierung iiber.

Interessierten Studierenden sei daher die Vorlesung “Relativistische Quantenfeldtheorie” emp-
fohlen.
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