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1 Einfiihrung

Dieses Skript basiert zum einen auf einer zweisemestrigen Vorlesung iiber “Mathematische Re-
chenmethoden”, die ich im akademischen Jahr 2009/10 an der Universitdt Mainz gehalten habe,
als auch auf einer einsemestrigen Vorlesung mit identischen Titel, die ich im Wintersemester
2013/14 ebenfalls an der Universitdt Mainz gehalten habe. Klarerweise ist der Stoff einer einse-
mestrigen Vorlesung gegebiiber einer zweisemestrigen Vorlesung zu reduzieren. Themen, die ich
nur im Rahmen einer zweisemestrigen Vorlesung behandelt habe, sind mit einem Stern versehen.

Die Behandlung des Satzes von Stokes mittels Differentialformen ist elegant, geht aber auch
iber das Niveau einer normalen zweisemestrigen Vorlesung hinaus. Dieser Abschnitt wurde
im Sommersemester 2010 als Alternativprogramm zu einem zeitgleich stattfindeten sportlichen
GrofBereignis aufgenommen.
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- S. Groote, Mathematischer Vorkurs,
https://kodu.ut.ee/~groote/vorkurs

- K. Heftt, Mathematischer Vorkurs,
https://www.thphys.uni-heidelberg.de/~hefft/vkl/

Lehrbiicher:
- O. Forster, Analysis 1-3, Vieweg
- G. Fischer, Lineare Algebra, Vieweg
- W. Fischer, L. Lieb, Funktionentheorie, Vieweg

- K.-H. Goldhorn, H.-P. Heinz, Mathematik fiir Physiker



2 Schreibweisen

{a, b, c}: Menge der Elemente a, b, und c.
Bemerkung: Die Ordnung spielt keine Rolle: {a, b, ¢} = {b, a, c}

a € A: aist ein Element der Menge A.
A C B: Die Menge A ist eine Teilmenge der Menge B.

Vereinigung: A U B enthilt alle Elemente sowohl aus A als auch aus B.
{a,b,c}U{c,d,e} ={a,b,c,d,e}.

Durchschnitt: A N B enhilt alle Elemente die sowohl in A als auch in B enthalten sind.
{a,b,c} N{c,d, e} = {c}.

Differenzmenge: A\B enthilt alle Elemente, die in A enthalten sind, die aber nicht in B ent-
halten sind.

{a,b,c,d\{D,c} = {a,d}

AXB: Produktmenge, dies ist die Menge aller geordneten Paare (a, b), wobeia € Aund b € B gilt.
[a, b]: Intervall, die Grenzen sind im Intervall enthalten: a € [a, b], b € |a, b]

la, b[: Intervall, die Grenzen sind im Intervall nicht enthalten: a ¢ [a, b], b ¢ |a, b]

Analog: [a, b[ und ]a, b].

Logisch und: A

Logisch oder: v

Negation: —

3: Es existiert

V: Fiir alle

oo: Symbol fiir Unendlich.

>: Summenzeichen

n
Zaj = agt+a+az+..+a,—+a,.
J=1



[1: Produktzeichen

n
||aj = day-az-ds-...-ady—1 - a.
J=1

n!: Fakultit. Bemerkung 0! = 1, 1! = 1.

Binomialkoeffizient:

n B n!
k] = kKn-k!

lim: Grenzwert fiir den Fall, daB sich x dem Wert a annéhert.

Ableitung: Sei f(x) eine Funktion von x.

W A SEED = f0)

f = dx dx _hl—l}(} (x+h)—x

Integral:

b
f f(x) dx.

In der Mathematik und Physik verwendet man oft griechische Buchstaben:

a alpha B beta Yy gamma 0
eoder ¢ epsilon 4 zeta n eta 6 oder ¥
L iota K kappa A lambda u
% nu & xi 0o o0 m oder @w
podero rho o oder ¢ sigma T tau v
¢ oder ¢ phi X chi Y psi w
Griechische GroB3buchstaben:
A Alpha B Beta I'  Gamma A Delta
E Epsilon Z Zeta H Eta ® Theta
I lota K Kappa A Lambda M Mu
N Nu = Xi 0O O I Pi
P Rho ¥ Sigma T Tau T  Upsilon
® Phi X Chi Y Psi Q) Omega
Aus dem hebriischen Alphabet verwendet man
N Aleph.

delta
theta
mu

pi
upsilon
omega



Ublicherweise wird dieser Buchstabe zur Beschreibung der Michtigkeit der natiirlichen Zahlen
verwendet.

Aus dem russischen Alphabet verwendet man
W Sha.

Ublicherweise verwendet man dieses Zeichen zur Notation fiir das Shuffle-Produkt. Dies ist ein
spezielles Produkt, wird aber in dieser Vorlesung nicht vorkommen.

Beispiel: Mit diesen Schreibweisen konnen wir nun die Riemannsche Definition des Integrals
kompakt angeben:

b
ff(.X) dx = 31_{22]‘(@) A.Xj, A.Xj:.Xj—Xj_l, Xo = 4a, xn:b, ij[.Xj_l,.Xj].
a =1

Ubersetzt bedeutet diese Zeile, da} wir das Intervall [, b] in n Unterintervalle [xo, x;]1, [X1, X2],
ovvs [Xp-1,x,] mit xo = a und x, = b unterteilen. In jedem Unterintervall nehmen wir einen
(beliebigen) x-Wert &; € [x;_;, x;] und nidhern das Integral iiber dieses Unterintervall durch ein
Rechteck an. Die Fliche des Rechtecks ist f(¢£;) Ax;. Wihlen wir die Unterteilungen so, dal3
jedes Ax; — 0 fiir n — oo, so ergibt sich das Integral als Grenzwert n — oo. (Wir werden spiter
das Riemann-Integral detaillierter mit Ober- und Untersummen definieren.)



3 Zahlen

3.1 Die natiirlichen Zahlen

N: Die natiirlichen Zahlen N = {1, 2, 3,4, ....}.

Die Axiome von Peano fiir die natiirlichen Zahlen:
e (P1) Die Zahl 1 ist eine natiirliche Zahl.

e (P2) Falls a eine natiirliche Zahl, so ist die nachfolgende Zahl a+ 1 ebenfalls eine natiirliche
Zahl.

e (P3) Die natiirlichen Zahlen sind die minimale Menge, welche die ersten beiden Axiome
erfiillt.

Ny: Die natiirlichen Zahlen mit der Null N, = {0, 1,2, 3,4, ....}.

Der Induktionsbeweis: Man ist oft in der Situation eine Aussage der Form

fm) = gn)

fiir alle n € N beweisen zu miissen. Hier bietet sich der Induktionsbeweis an. Der Induktionsbe-
weis verlduft in zwei Teilen:

1. Induktionsanfang: Im ersten Teil zeigt man zunichst, dal die Behauptung fiir n = 1 richtig
ist.

2. Induktionsschritt: Im zweiten Teil nimmt man an, daf} die Behauptung fiir (n — 1) richtig
ist und zeigt, daB sie dann auch fiir # richtig ist.

Man sieht leicht, dal} dies die allgemeine Aussage beweist: Fiir n = 1 wird die Aussage im ersten
Teil bewiesen. Fiir n = 2 konnen wir dann verwenden, daf} die Aussage fiir n = 1 richtig ist.
Somit liegt die Voraussetzung fiir den zweiten Teil vor und es folgt aufgrund des zweiten Teils
die Richtigkeit fiir n = 2. Diese Argumentation 148 sich nun fortsetzen: Da die Aussage fiirn = 2
richtig ist, muB sie aufgrund des zweiten Teils auch fiir n = 3 richtig sein, usw..

Beispiel: Fiir jede natiirliche Zahl n ist die folgende Behauptung zu zeigen:

i_ _ nn+1)
/)T T
j=1

Induktionsanfang: Fiir n = 1 haben wir

1
linke Seite: > j=1.
=1

9



1(1+1)
— =

Induktionsschritt: Wir diirfen nun annehmen, dafl die Behauptung fiir n—1 richtig ist, und miissen
zeigen, dal} sie dann auch fiir n gilt. In unserem Fall:

n n—1
Z' B Z _(n=Dn _nz—n+2n_n(n+1)
j=1J _[ J]+n_ 2 "7 2 -2

J=1

1.

rechte Seite :

Wir diskutieren noch eine Erweiterung, in dem man im Induktionsschritt verwendet, daf} die
Aussage sowohl fiir (n — 1) als auch fiir (n — 2) richtig ist. In diesem Fall muf3 im Induktionsan-
fang die Aussage fiir n = 1 und n = 2 gezeigt werden. Dies sieht man wie folgt: Ist die Aussage
fiir n = 1 und n = 2 richtig, so folgt aus dem Induktionsschritt die Richtigkeit fiir n = 3.

Beispiel: Die Fibonacci-Zahlen sind definiert durch
h=1 fH=1 fi=fiatfiz @23
Behauptung: Fiir n € N gilt
1
5

Beweis: Im Induktionsanfang zeigen wir die Behauptung fiir n = 1 und n = 2. Firn = 1 gilt

Ju 2 2

(=)

T M e
Fiir n = 2 gilt
\%(1;\/5)2_(1—2\/3)2] _ % 1+2;/§+5_1—2;/§+5 s

Im Induktionsschritt berechnen wir f,_; + f,_» und verwenden die Induktionsannahme sowohl
fiir f,_; als auch fiir f,_,:

fn = fnl_lf{':z\/g A T VBT (1o VB
- sl 2 _(2)%%(2)‘(2)]
Sl (T )
- e
V5 2 2 5 5
_ L1+V§”_[1-ﬁ)"}
Vsl 2 2 :

10



3.2 Die ganzen Zahlen
Z: Die ganzen Zahlen Z = {....,-3,-2,-1,0,1,2, 3, ....}.

Die ganzen Zahlen bilden beziiglich der Addition eine Gruppe.

Definition einer Gruppe: Wir betrachten eine nicht-leere Menge G mit einer Verkniipfung o,
d.h. eine Abbildung o : G X G — G. Man nennt das Paar (G, o) eine Gruppe, falls die folgenden
Axiome gelten:

e (Gl)oistassoziativiao (boc)=(aob)oc
e (G2) Es gibt ein links-neutrales Element : e oa = a fiirallea € G
e (G3) Zu jedem a € G gibt es ein links-inverses Elementa™' :a ' oca=¢

Eine Gruppe (G, o) nennt man kommutativ oder Abelsch, fallsaob = b o a.

Bemerkung: Falls (G, o) eine Gruppe ist, dann ist das links-neutrale Element identisch mit dem
recht-neutralen Element. Ebenso sind links- und rechts-inverses Element identisch.

Bemerkung: In vielen praktischen Fillen ist zunidchst eine Menge G und eine Verkniipfung
o: GXxXG — X gegeben, wobei X eine Menge ist, die G enthdlt: G c X. Um zu zeigen,
daB (G, o) eine Gruppe bildet, zeigt man zunichst, dal die Verkniipfung abgeschlossen ist, d.h.

aobed, Ya,b,e G.

Danach zeigt man dann die einzelnen Gruppenaxiome.

Ein Ring ist eine nicht-leere Menge R mit zwei Verkniipfungen, die iiblicherweise als + und
- geschrieben werden, so dal3

e (RI) (R, +) ist eine Abelsche Gruppe.
e (R2) (R,-)istassoziativia-(b-c)=(a-b)-c
e (R3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c)
(a+b)-c

(a-b)y+(a-c)
(a-c)y+(b-c)

Die ganzen Zahlen Z bilden einen Ring.

11



3.3 Die rationalen Zahlen

o=

Die rationalen Zahlen sind beziiglich der Division abgeschlossen. Sie bilden einen Korper.

Q: Die rationalen Zahlen.

r:B, p,qu,in}.
q

Eine nicht-leere Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - nennt man Korper, falls gilt:
e (K1) (K, +) ist eine Abelsche Gruppe.
e (K2) (K \ {0}, ) ist eine Abelsche Gruppe.

e (K3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c)
(a+b)-c

(a-b)y+(a-c)
(a-c)+(b-c)

Bruchrechnen:

9

q1 492 611'612’ q1 492 Q1'P2’ C'Cll_Ch q1 q> q1 9>

biv P2 _P1-P2 &/&:PI’CD c-p1 _ D1 Q+@:P1'CI2+P2'CI1

Fiir Potenzen schreiben wir

n

al = a-a-a-..-a.
n mal
Rechnen mit Potenzen:

n
&b =(a-by, %:(%)",

n
an . am — an+m’ % — an—m’

(an)m — an-m. a

3.4 Die reellen Zahlen

R: Die reellen Zahlen.

Die reellen Zahlen bilden einen Korper.

Alle rationalen Zahlen sind in den reellen Zahlen enthalten. Dariiberhinaus enthilt R Zahlen,
die nicht rational sind. Diese nennt man irrational. So ist zum Beispiel V2 eine irrationale Zahl.

V2 ist Losung der Gleichung x> = 2. Zahlen, welche Losungen einer algebraischen Gleichung

12



sind, nennt man algebraisch. Dariiberhinaus enthilt R irrationale Zahlen, die keine Losung einer
algebraischen Gleichung sind. Solche Zahlen nennt man transzendental. Die Kreiszahl & oder
die Eulersche Konstante e sind transzendental.

Eine Folge (a,),cn reeller Zahlen nennt man Cauchy-Folge, falls es zu jedem € > O ein N € N
gibt, so daf}

la, —a,| <&, Yn,m>N.
Vollstindigkeitsaxiom: Jede Cauchy-Folge konvergiert.

Dies bedeutet, da3 es zu jeder Cauchy-Folge eine reelle Zahl a € R gibt, mit der Eigenschaft
daBl zu jedem & > O ein N € N existiert, so dafl

la, —al <&, VYn>N.

Die wesentliche Aussage ist, dal der Grenzwert a wieder in der betrachteten Menge (in diesem
Fall R) liegt. Dies ist nicht notwendigerweise der Fall. Als Gegenbeispiel betrachten wir die
Menge aller positiven reellen Zahlen R, und die Folge a,, = 1/n. Dann gilt fiir jedes Folgenglied
a, € R,, aber

1
lim- = 0 ¢ R..

n—oo n

Fiir die reellen Zahlen gilt das Vollstandigkeitsaxiom, dies ist im wesentlichen die Aussage, daf}
der Zahlenstrahl keine “Locher” enthilt.

Dariiberhinaus sind die reellen Zahlen angeordnet: Es sind gewisse Elemente als positiv aus-
gezeichnet (x > 0), so daf die folgenden Axiome erfiillt sind:

e (O1) Es gilt genau eine der Beziehungen x < 0, x = 0 oder x > 0.
e (O2) Aus x> 0Oundy > Ofolgtx +y > 0.
e (O3) Aus x> Ound y > 0O folgt x - y > 0.

Man nennt eine Ordnung archimedisch, falls zu jedem x > 0 und y > 0 ein natiirliche Zahl n
exisiert, so daf3

n-x>y.

Axiomatisch lassen sich die reellen Zahlen als ein Korper, der archimedisch angeordnet ist und
in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, charakterisieren.

13



3.5 Die komplexen Zahlen
C: Die komplexen Zahlen.

Definition: Man definiert die imaginire Einheit i als eine Losung der Gleichung

Die komplexen Zahlen C sind die Menge
C = {x+iy|x,yeR}.

Wir fiihren eine Addition und Multiplikation auf C ein: Sei z; = x; + iy; und 25 = X + iy,.

(x1 +iy) + (e +iyp) = (xp +x2) +i(y1 +y2),
(x1 +iy1) - (x2 +iy2) = (x1x2 = y1y2) + 1 (x1y2 + y1%2)

21+ 2

2122

Mit dieser Addition und Multiplikation bilden die komplexen Zahlen einen Korper. Dieser Kor-
per ist algebraisch abgeschlossen, d.h. die Nullstellen eines jeden Polynoms liegen in dem Kor-
per. Der Korper ist allerdings nicht angeordnet. Das Vollstindigkeitsaxiom gilt.

Sei z = x + iy eine komplexe Zahl. Man bezeichnet x als Realteil und y als Imaginérteil.
Rez =x, Imz =y
Die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl ist
7 = x—iy.
Es ist
27 = (x+iy) - (x—iy) = x>+~

Insbesondere ist z - z* immer eine nicht-negative reelle Zahl. Als Betrag der komplexen Zahl
bezeichnet man

Izl = Vzzt = X2 +)2

Da wir eine komplexe Zahl durch ein Paar (x, y) reeller Zahlen angeben, konnen wir uns eine
komplexe Zahl als einen Punkt in der komplexen Zahlenebene vorstellen (siehe Abbildung 1).

Polardarstellung einer komplexen Zahl:
z = |z]-(cosp+ising).
¢ € [0, 2n[ nennt man das Argument oder die Phase der komplexen Zahl. Man schreibt
arg(z) = o.

14



Im(z)

||

A\

Re(z)

Abbildung 1: Die komplexe Zahlenebene.

Umrechnung: Wir betrachten zunichst den Fall der Umrechnung von der Normalform in die
Polarform. Es sei (x, y) gegeben, so daf} z = x + iy. Wir mochten |z| und ¢ bestimmen. Der Betrag
ist relativ einfach:

d = V)2

Zur Bestimmung des Arguments ¢ betrachten wir eine Fallunterscheidung. Fiir x = 0 setzen wir

Wir kénnen nun x # 0 voraussetzen. Dann gilt

tanp = X, x#0,
X

Die Auflosung der Gleichung tan ¢ = y/x nach ¢ ergibt

¢ = arctan %, fir x > 0,y >0,
¢ = m+arctan %, fir x <0,y >0,
¢ = m+ arctan %, fir x <0,y <0,
¢ = 2m+ arctan % fir x >0,y <0.

Fiir die Umrechnung von der Polarform in die Normalform gilt

x=lzlcosp, y=|z]sine.

15



Rechenregeln:

21— = (+iy)—(+iy) =0 —x)+i(yi —y2),
o _ xt iy _ (x1 +iy1) - (x2 = iy2) _ (x1x2 + y1y2) + i (=x1y2 + y1X2)
2 Xo+iyy (4 iy) (0 —iy) X+ .

In der Polarform sind Multiplikation und Division besonders einfach:

21°22 = |ullzl[cos (@1 + @) +isin(p; + @2)],
2 |z1 .
— = —[cos(p) — @) +isin(p; — ¢)].
22 |22

Diese Formeln beweist man mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus.

Aus der Formel fiir die Multiplikation folgt insbesondere:
7' = |zI"(cosng + isinng).
Diese Gleichung wird auch als Formel von Moivre bezeichnet.

Wir werden spiter komplexwertige Funktionen kennenlernen. Im Vorgriff soll allerdings hier
schon die Formel von Euler erwihnt werden

e¥ = cosg+ising.

Diese Formel werden wir spéter mit Hilfe der Reihendarstellung der Funktionen exp, sin und cos
relativ einfach beweisen konnen.

16



4 Lineare Algebra

4.1 Vektorraume

Sei K ein Korper und (V, +) eine Abelsche Gruppe. Weiter sei eine zusitzliche Verkniipfung
gegeben, die man skalare Multiplikation nennt:

KxV — V

<l

V ist ein K-Vektorraum falls gilt:
e (V1) (K, +,-) ist ein Korper
e (V2) (V,+) ist eine Abelsche Gruppe

e (V3) Es gelten die Distributivgesetze:

k- +v) = (k-V)+(k-V)
(ki + k) -V (ky - V) + (ky - V)

e (V4) Es gilt das Assoziativgesetz:
ki-(ky-V) = (ki-kp) -V
Bemerkung: Bei (k; - k;) ist die Multiplikation im Korper gemeint.

e (V5) Fiir die Eins gilt:

furalle ve V.

Als Grundkorper treten in der Physik fast immer R oder C auf. Beispiele fiir Vektorraume sind
der R” (mit Grundkorper R) und der C" (mit Grundkérper C).

R = X, x0, e x, €RGL
Xn

Bei der Summe zweier Vektoren werden die Vektoren komponentenweise addiert:

)
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Der Nullvektor 0 ist der Vektor, der in allen Komponenten eine Null enthilt. Beispielsweise ist
der Nullvektor 0 € R? gegeben durch

Allgemein gilt fiir den Nullvektor immer
0+7% = ¥+0 = 7

Bei der skalaren Multiplikation wird jede Komponente mit dem Skalar multipliziert:

(- (3

Wie bereits erwéhnt, schreibt man die Elemente aus dem Vektorraum als Spaltenvektoren, so
zum Beispiel:

Ebenso ist die Schreibweise als Zeilenvektor gebriuchlich:
(x,y,2) € R3".

V* bezeichnet den zu V dualen Vektorraum (falls V alle Spaltenvektoren enthilt, so enthélt V*
die Zeilenvektoren). Schreibweise: Man bezeichnet mit /' den zu ¥ transponierten Vektor (d.h.
aus einem Spaltenvektor wird ein Zeilenvektor, und aus einem Zeilenvektor wird ein Spaltenvek-
tor):

X1

T X2
(xl’xl’”'axn) =

Xn
Definition: Vektoren, die in fast allen Komponenten eine Null haben, bis auf eine Komponente,

in der sie eine Eins haben, spielen eine wichtige Rolle. Hat so ein Vektor in der i-ten Komponente
eine Eins,



so bezeichnet man diesen Vektor als den i-ten Einheitsvektor.

Definition: Seien n Vektoren v, ¥, ..., ¥, gegeben. Folgt aus

-
al\_fl + a2\72 + ...+ a,,\_/’n = 0
= a=a=..=a,=0,

so nennt man die Vektoren linear unabhéngig. Anderfalls nennt man sie linear abhéngig.

Definition: Sei V ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhidngiger Vektoren in V nennt
man die Dimension des Vektorraumes. Eine Menge linearer unabhingiger Vektoren, die maxi-
mal ist, nennt man eine Basis von V.

Beispiel: R” und C" haben die Dimension n. Eine Basis von R” und C” ist zum Beispiel

Man nennt diese Basis die Standardbasis.

4.2 Skalarprodukte

Wir betrachten zunzchst den R”. Seien ¥, ¥ € R". Die Komponentendarstellung der beiden Vek-
toren beziiglich der Standardbasis sei

X1 Y1
X2 Y2
2 =2
X = y y=
Xn Yn

Wir definieren das euklidische Standardskalarprodukt zwischen zwei Vektoren als die Abbildung

VxV — R,
Xy = xpyr+x+ ...+ X5,

Allgemein ist ein euklidische Skalarprodukt eines reellen Vektorraumes eine Abbildung VXV —
R, welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

e Linear in der ersten Komponente:

X+y)-Z2 = X747 -2,

(1-3)-y = AX-Y).
e Linear in der zweiten Komponente:

X-(+2) = X-y+x-Z

X-(A1-y) = A(X-Y).
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e Symmetrisch:

=l

<y
Il

<L
=L

e Positiv definit:

#-% > 0, falls ¥#0.

Bemerkung: Die Linearitit in der zweiten Komponente folgt bereits aus der Linearitit in der
ersten Komponente und der Symmetrie, so da man nur Linearitit in der ersten Komponente,
Symmetrie und positive Definitheit fordern muf3. Man bezeichnet eine Abbildung V XV — R
mit den oben genannten Eigenschaften als eine positiv definite symmetrische Bilinearform.
Mit diesem Skalarprodukt wird der Vektorraum V zu einem euklidischen Vektorraum. Die
Bezeichnung “euklidisch” bezieht sich insbesondere auf Forderung nach positiver Definitheit.

Bemerkung: In der Physik treten auch Skalarprodukte auf, bei denen die Forderung nach po-
sitiv Definitheit aufgegeben wird. Ein Beispiel hierfiir ist das Skalarprodukt im Minkowskiraum.

Wir betrachten nun C". Seien X,y € C". In diesem Fall definieren wir das unitire Standard-
skalarprodukt als

VxV — C,
Xy = X\ +X504 .+ XV

Allgemein ist ein unitéres Skalarprodukt eines komplexen Vektorraumes eine Abbildung VXV —
C, welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

e Semilinear in der ersten Komponente:

(¥+y)-Z2 = X-Z2+V-2,

(D7 = 1@,
e Linear in der zweiten Komponente:

X-(J+2) = ¥ y+x-Z

X-(4-y) = A(x-)).

e Hermitisch:
Py = 0D
e Positiv definit:

#-% > 0, falls £#0.
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Bemerkung: Auch hier folg die Linearitdt in der zweiten Komponente wieder bereits aus der
Semilinearitét in der ersten Komponente und der Hermite-Eigenschaft wie man leicht sieht:

) = (G = R+l = (D@D = H T
AR = (@A = D = @ = ).
Man bezeichnet eine Abbildung V X V' — C mit diesen Eigenschaften als eine positiv definite

Hermitische Form.
Mit diesem Skalarprodukt wird der Vektorraum V zu einem unitdren Vektorraum.

Definition: Man bezeichnet mit

die Linge oder den Betrag von X.

Sei ¥, ¥ € R". Der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist gegeben durch

vy = [dbfecose
also

x.
¢ = arccos ———

y
4[5
Zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander (¢ = 90°), falls

7 = 0.

4.3 Das Kreuzprodukt

Sei V der Vektorraum R? oder C>. In einem dreidimensionalen Vektorraum ist zusitzlich das
Kreuzprodukt als eine Abbildung

VXV — V,
X1 Yi X2Y3 — X3Y2
Xo | X »2 = X3Y1 — X1)3
X3 Y3 X1Y2 — X2)1

definiert.
Wichtig: Das Kreuzprodukt gibt es nur in drei Dimensionen !
Das Kreuzprodukt ist anti-symmetrisch:

XXy = —yxXi
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Der Vektor ¥ X ¥ steht senkrecht auf ¥ und y:

2 (@xy) = 0,
V- (¥xy) = 0,

Fiir den Betrag von ¥ X y gilt:
#xsl = edsing
wobei ¢ der Winkel zwischen X und y ist. Sei
7 = Xx¥
Fiir die Komponenten von 7 gilt:

3

3
Zi = ZZSijkxjyk

j=1 k=1

Hier wurde der antisymmetrische Tensor (oder Levi-Civita-Tensor) &;; verwendet, der wie
folgt definiert ist:

+1 fiir (i, j, k) eine gerade Permutation von (1, 2, 3),
Eijk = —1 fiir (i, j, k) eine ungerade Permutation von (1,2, 3),
0 sonst.

Eine Permutation (o, 03, ..., 07,) nennt man gerade, wenn man sie durch eine gerade Anzahl von
paarweisen Vertauschungen aus (1,2, ..., n) erzeugen kann. Bendtigt man eine ungerade Anzahl
von Vertauschungen, so nennt man die Permutation ungerade.

Beispiel:

(3,2,1,5,4) ist eine gerade Permutation (vertausche 1 < 3 und 4 < 5),

(1,5,3,4,2)  isteine ungerade Permutation (vertausche 2 « 5).

An dieser Stelle definieren wir auch noch das Kronecker-Delta-Symbol:

s _ [+l furi=
Yo 0 firi#j.

Es sei V der Vektorraum R? oder C*. Wir bezeichnen die Abbildung

P : VYV,

X— —-x

als Paritiitsoperation oder Raumspiegelung. In Komponenten haben wir

X1 —X1
P X2 = —X
X3 —X3
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Es seien ¥, ¥ € V und

Wir setzen

und
Z = POXP)=(-0x () =¥xy=2
Es ist daher
7=2 # PQ=-2

Unter einer Raumspiegelung verhilt sich also 7 = ¥ X y anders als die Vektoren X und ¥

Xo= P(X),
y = P@),
7 = -P@.

Wir bezeichnen 7 = X X y als einen axialen Vektor oder Pseudovektor.

4.4 Vektoren in der Physik: Vierervektoren

Ein Punkt im Raum wird durch einen Ortsvektor

beschrieben. Der zugrundeliegende Vektorraum ist der R,

In der Physik (insbesondere in der speziellen Relativititstheorie) fasst man oft die Zeit und die
drei Ortskoordinaten zu einem Vierervektor zusammen:

ct
X

y
<

Die Komponenten eines Vierervektors notiert man als x*, wobei u = 0, 1,2, 3, also



Fiir die Komponenten eines Vierervektors verwendet man iiblicherweise griechische Indizes wie
zum Beispiel u, v, p, o, ..., fiir die Komponenten eine Dreiervektors hingegen lateinische Indizes
i, J, k, .... Es hat sich auch eingebiirgert, zu schreiben “es sei x* ein Vierervektor” anstelle von der
eigentlich korrekten Aussage “es seien x* die Komponenten eines Vierervektors”.

Fiir Vierervektoren ist der zugrundeliegende Vektorraum der R*, allerdings nicht mit dem eukli-
dischen Skalarprodukt, sondern dem Minkowski-Skalarprodukt. Seien x und y Vierervektoren,
SO setzt man

xoy = O - xlyl — a2y -3y

Dieses Skalarprodukt ist nicht positiv definit ! Fiir

und Yy =

—_—0 O =

1
2
3
4
haben wir

= 12-22-32_-4%=-28,
12-12=0.

Man bezeichnet Vierervektoren wie folgt:

x-x>0 : zeitartig,
x-x=0 : lichtartig,

x-x<0 : raumartig.

Bei Vierervektoren unterscheidet man zwischen hochgestellten und tiefgestellten Indizes. Bisher
haben wir nur Vierervektoren mit hochgestellten Indizes betrachtet. Diese werden als kontra-
variante Vierervektoren bezeichnet. Vierervektoren mit tiefgestellten Indizes bezeichnet man
als kovariante Vierervektoren. Ist ein kontravarianter Vierervektor x* = (x°, x!, %, x*) gege-
ben (auf Spalten- bzw. Zeilenschreibweise miissen wir hier keine Riicksicht nehmen, da x* ja
eigentlich die einzelnen Komponenten eines Vierervektors bezeichnet), so definieren wir den
zugehorigen kovarianten Vierervektor x, = (xo, X1, X, x3) durch

_ 0 1 2 3
X, = (x,—x,—x,—x).

Es gilt also
0 1 2 3

Xpo=X, X1=—X, Xp=—X, X3=—X.

Die riumlichen Komponenten bekommen also beim Ubergang von kontravarianten zu kovarian-
ten Vierervektoren ein Minuszeichen, die zeitliche Komponente dndert sich nicht. Etwas formaler
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kann man diesen Zusammenhang auch wie folgt ausdriicken: Man definiert zunichst die Gré3en
8uv und g fiir p, v € {0, 1,2, 3} durch

1 wu=0,v=0,
gow=8" = -1 p=v=j je{l,2,3}
0 u#wv

Dann gilt, wie man leicht verifiziert

3 3
X, = ) guwXx, X'= Z g x,.

v=0 v=0

Da Summen iiber Viererindizes oft vorkommen und um Schreibarbeit zu sparen fiihrte Einstein
die folgende Summenkonvention ein: Tritt ein Index genau einmal hochgestellt und einmal tief-
gestellt auf, so ist eine Summe iiber diesen Index impliziert. Mit Hilfe der Einsteinschen Sum-
menkonvention konnen wir also schreiben

— v _ v
Xy = &X', x=g"x,.

In beiden Fillen tritt der Index v auf der echten Seite einmal hochgestellt und einmal tiefgestellt
auf. Man bezeichnet g,, als die Komponenten des metrischen Tensors, oder kurz als metrischen
Tensor bzw. noch kiirzer als Metrik. g*” wird als inverse Metrik bezeichnet. Der Ubergang
zwischen kontravarianten und kovarianten Indizes verlduft immer mit Hilfe der Metrik bzw. der
inversen Metrik.

Kehren wir nochmal zum Minkowski-Skalarprodukt zuriick:
xoy = 20—yl Sy 3y

Mit Hilfe der kovarianten Vierervektoren und der Einsteinschen Summenkonvention konnen wir
nun auch schreiben

0.0 1.1 2.2 3.3 0 1 2 3
X'y = XYy —Xy —Xy -xXy =Xy +xy +xy +xy =)0

Wir haben bisher nur die Zeit und die Raumkoordinaten zu einem Vierervektor zusammengefasst.
Ebenso kann man die Energie und die drei Koordinaten des Impulses zu einem Vierervektor
zusammenfassen:

E/c
Px

Py
P:
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4.5 Lineare Gleichungssysteme

Definition: Unter einem linearen Gleichungssystem versteht man n Gleichungen mit m Unbe-
kannten x;, x, ..., x,,, der Form

apx) +apx; +aixs+...+amx, = bl,
ar X1 +dmpXxy +dxxs + ...+ dypX,, = bz,
Ay X| + Xy + A3 X3 + oo + AyXy = by,

Die Koeffizienten a;; und b; sind gegebene reelle oder komplexe Zahlen. Jede Variable kommt
nur linear vor und jeder Term auf der linken Seite enthélt nur eine Variable, daher der Name
“lineares Gleichungssystem”. Beispiel:

3x1 +3x, +9x3 = 36,
2x1+3x +7x3 = 29,
X +4x3 = 14.

Wir betrachten nun einen Algorithmus um ein Gleichungssystem mit n» Gleichungen und m Un-
bekannten systematisch zu vereinfachen und zu 16sen. Wir beginnen mit einer trivialen Beobach-
tung: Offensichtlich kdnnen Zeilen vertauscht werden, d.h. das Gleichungssystem

apx; +apx; +apixs+...+amx, = bl,

ar X1 +dmpXxy +dxxsz + ...+ dyX,;, = bz,
ist dquivalent zu dem Gleichungssystem

az Xy + dmpXxy + dxxs + ... +dypX,, = bz,

anx; + apxs + apxz + ...+ ayx, = b.
Desweiteren sei (xy, X2, ..., X,,) ein m-Tupel, welches die Gleichung
a1x; + arxs + azxz + ... +aux, = b,
erfiillt. Dann erfiillt es auch die Gleichung
(cay)x; + (car)xy + (caz)x; + ... + (ca,)x,, = cb,

Umgekehrt gilt, da fiir ¢ # O jedes m-Tupel, welches die zweite Gleichung erfiillt, auch die
erste Gleichung erfiillt. Daraus folgt, da man die linke und rechte Seite einer Gleichung mit
einer konstanten Zahl ¢ ungleich Null multiplizieren darf.

Die dritte elementare Umformung ist die folgende: Man darf eine Zeile durch die Summe dieser
Zeile mit einer anderen Zeile ersetzen, d.h. die Gleichungssysteme

apx; +apx; +apixs+...+apmx, = bl,
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ar X1 +dmpXxy +dxxs + ...+ dyyX,;, = bz,
und

bl + bg,
by,

(an +ax) x; + (an +ax)xy + (a3 + axs) x3 + ... + (@1, + azm) Xn

ar Xy + axxy + dxxsz + ...+ dyy X,
haben die gleichen Losungen.

Mit Hilfe dieser drei elementaren Umformungen 146t sich nun ein Algorithmus zur systema-
tischen Vereinfachung von linearen Gleichungssystemen angeben:

1. Setze i = 1 (Zeilenindex), j = 1 (Spaltenindex).
2. Falls a;; = 0 suche k > i, so daB} a;; # 0 und vertausche Zeilen i und k.

3. Falls ein solches k aus Schritt 2 nicht gefunden werden kann, setze j — j + 1 und gehe
zuriick zu Schritt 2.

4. Falls man in Schritt 3 den Wert j = m + 1 erreicht, beende den Algorithmus.
5. Multipliziere Zeile i mit 1/a;;.

6. Fiir alle Zeilen k # i addiere zur Zeile k das —ay j-fache der i-ten Zeile.

7. Setzei — i+ 1 und j — j+ 1 und gehe zuriick zu Schritt 2.

8. Falls man in Schritt 7 den Wert i = n + 1 oder den Wert j = m + 1 erreicht, beende den
Algorithmus.

Man nennt diesen Algorithmus den Gauf3’schen Eliminationsalgorithmus. In der Praxis schreibt
man das lineare Gleichungssystem

apx; +apx; +apixs+...+amXx, = bl,
ar X1 + dxpxy + axxz + ...+ dyX,;, = bz,
A X1 + ApXo + A3X3 + oo + AupXn = by,
wie folgt auf:
ay ap a3z ... Ay | by
ayy Ay Ay ... Gy | by
any [25%) ays oo Apm bl
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Dies ist ausreichend, da alle Umformungen nur auf die Koeffizienten a;; und b; wirken.

Wir betrachten das obige Beispiel:

3x1 +3x, +9x3 = 36,
2x1+3x+T7x3 = 29,
X, +4x; = 14.

Aufgeschrieben ergibt dies:

36
29

N W
W W
< O

Wir beginnen nun mit den Umformungen:

I 1 3|12
2 3 7129
0 1 4|14
1 1 12
0 1 1] 5
0 1 14
1 0 7
0 1 1|5
0 0 9
1 0 7
0 1 175
0 0 1|3
1 0 01
01 0

0 0 1|3

Das lineare Gleichungssystem ist somit dquivalent zu dem Gleichungssystem

x = 1,
X2 = 2,
X3 = 3.
Bemerkung: Durch Umbenennung der Variablen xi, ..., x,, (dies ist gleichbedeutend mit Spal-

tenvertauschungen) lisst sich durch den Gauf’schen Eliminationsalgorithmus die folgende Form
erreichen:
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1 0 ai+1) - Aim bl
1 0 arir+1) .- Qom bz
0 0 1 Arr+1) - Upm br
0O 0 .. O 0 e 0 | Dpy
0O 0 .. 0 0 e 0| by,

Man bezeichnet r als den Rang (engl. “rank’). Wir betrachten nun, unter welchen Bedingungen
es keine Losung, eine eindeutige Losung oder mehrere Losungen gibt:

e Ist eine der Zahlen b,.4, ..., b, ungleich Null, so hat das lineare Gleichungssystem keine
Losung.

o Istr=mund b, = ... = b, =0, so gibt es eine eindeutige Losung.

o Istr <mundb,,; = ... = b, =0, so gibt es mehrere Losungen.

Bemerkung 1: Im ersten Fall ist notwendigerweise r < n. Im zweiten und dritten Fall ist auch
der Spezialfall r = n enthalten. Fiir r = n ist {b,,1, ..., b,} = 0 und der zweite Fall reduziert sich
auf r = n = m, wihrend sich der dritte Fall auf » = n und r < m reduziert.

Bemerkung 2: Ist r < nund b, = ... = b, = 0, so reduzieren sich die Zeilen (r + 1) bis n
auf die triviale Gleichung

0 = 0.

Diese Zeilen enthalten keine zusitzliche Information und konnen auch weggelassen werden.

Anwendungen: Lineare Unabhéngigkeit von Vektoren. Zur Erinnerung: m Vektoren Vi, ,, ...,
V,, nennt man linear unabhéngig, falls die Gleichung

N
/11\_/)1 + /12\72 + ...+ /lm\_})m =0

nur die Losung (44, 4z, ..., 4,,) = (0,0, ...,0) hat. Andernfalls nennt man sie linear abhéngig. Ist
der zugrundeliegende Vektorraum n-dimensional, so ergibt die obige Gleichung ausgeschrieben
in Komponenten n lineare Gleichungen mit m Unbekannten A,..., 4,,. Man kann nun mit Hilfe
des Gaul3’schen Eliminationsalgorithmuses feststellen, ob die Vektoren linear abhéngig sind.
Beispiel: Sei

Dies fiihrt zu dem linearen Gleichungssystem

/11+2/12—/13 = 0,
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A1 +34, -4 = 0,
/11+4/12—7/13 = 0.

Wir formen dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Gaul3’schen Eliminationsalgorithmuses um:

2 -1]0
3 410
1 4 710
1 -110
I 3]0
0 -6 0
1 0 5|0
I 3]0
0 0 010

Somit gibt es mehrere Losungen
Ay =-5¢t A =3t, I3=t teR

Die drei Vektoren sind linear abhingig.

4.6 Matrizen

Definition: Eine rechteckige Anordnung

ayy dpp ... Ay
dryy dxp ... dyy
a1 dyy ... Ay

von Elementen ¢;; aus einem Korper nennt man Matrix. Die Elemente g;; nennt man die Kom-
ponenten der Matrix. Eine Matrix mit n Zeilen und m Spalten bezeichnet man als n X m-Matrix.

Eine Matrix bezeichnet man als quadratisch, falls n = m.

Eine Matrix bezeichnet man als Einheitsmatrix, falls sie quadratisch ist und a;; = 9;;.

Eine Matrix bezeichnet man als Diagonalmatrix, falls sie quadratisch ist und a;; = O fiir alle
i+ j.

Eine Matrix bezeichnet man als obere Dreiecksmatrix, falls sie quadratisch ist und a;; = O fiir
allei > j.
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Quadratisch: Diagonalmatrix:

ayy dip ... Ay /11 0O .. O
ayy dpyp ... dyy 0 /7.2 .. 0
A, Qpp ... Ay, 0O 0 .. 4,
Einheitsmatrix: obere Dreiecksmatrix:
1 0O .. 0 ayp adip ... dyy
0 1 0 0 dyxy ... dyy
0O 0 .. 1 0 0 .. am

Seien A und B zwei n X m-Matrizen. Eine Addition von zwei Matrizen mit gleicher Spalten- und
Zeilenanzahl ist definiert durch

app app ... Aip by by .. by an +byy ap+bin ... At b,

ay; dy ... Ay + by by ... by, _ ary + by an+by ... ay,+ by,

a,1 app ... Auy bnl bn2 bnm a, + bnl a, + bn2 oo Qpp t+ bnm
Beispiel:

123\ (7 8 9) _ (147 248 349
456 10 11 12) = {4410 5+11 6+12
(8 10 12
~ |14 16 18 )

Eine Multiplikation mit Skalaren ist definiert durch

ayy dpp ... dAip /7.6111 /16112 /ldlm
1- arxy dzyp ... dAyy _ /7.6121 /16122 cee /ldzm
a,1 Ay . Qum Ada,y Aa,, ... Aau,

Beispiel:

Mit dieser Addition und dieser skalaren Multiplikation bilden die n X m-Matrizen einen Vektor-
raum. Die Dimension dieses Vektorraumes ist n - m. Eine Basis ist gegegeben durch die Matrizen
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€ijs

0 0 0
0 o o O 0
e; =0 .. 01 0 .. 0],
0 o o O 0
0 e v 0 o 0 0

die nur in dem Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine Eins haben, ansonsten nur Nullen.

Matrizenmultiplikation: Es sei A eine n X k-Matrix A und B eine k X m-Matrix. Es sei be-
tont, daBl die Spaltenanzahl von A gleich der Zeilenanzahl von B ist. Unter dieser Voraussetzung
definieren wir das Matrixprodukt A - B als eine n X m-Matrix C wie folgt:

A-B = C,
apn diz ... dik bll b12 blm C11 C12 ... Cim
dp) dpp ... Ay . b21 bzz bzm _ Cy1 Cx» ... Cop
Ay Ap ... Apg by b ... by Cul Cua e Com
wobei
cij = aubyj+apbyj+ ...+ ayby;.
Merkregel:
Zeile x Spalte.
Beispiel:
7 8
P23 g o] o (17+2:9+3:11 1:8+2:10+3-12
6 11 12 -\ 4-7+5-9+6-11 4-8+5-10+6-12

_ [ 7+18+33 8+20+36
- | 28+45+66 32+50+72

[ 58 64)

139 154

Ein n-dimensionaler Spaltenvektor kann als eine n X 1-Matrix aufgefasst werden. Ebenso kann
ein n-dimensionaler Zeilenvektor als eine 1 x n-Matrix betrachtet werden. Setzt man

ayy diyp ... dAip X1 b1
ay dy ... 4 X2 = bz

A = " , X?: 5 b = ’
A, Ay ... Gy X b,
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so 14t sich das lineare Gleichungssystem

ajxy +apxy +apxy+ ... +agmxX, = bl,
ar X1 + dxpxy +axsxz + ...+ dyX,;, = bz,
A X1 + ApXo + A3X3 + oo + AupXn = by,
auch wie folgt schreiben:
5
A-X = b

4.7 Spuren und Determinanten von quadratischen Matrizen

Wir betrachten im folgenden die quadratischen n X n-Matrizen und fiithren die Begriffe Spur und
Determinante ein.
Sei A eine n X n-Matrix.

ayy adp ... Ay
A = dary dzp ... dyy
a1 Ay ... Ay,

Unter der Spur (engl. “trace”) einer quadratischen Matrix versteht man die Summe der Diago-
nalelemente:

n

TrA = Za,-,- =ap +axy+..+a,,.
i=1

Einige Rechenregeln beziiglich der Spur von Matrizen (A, B seien n X n-Matrizen, A ein Skalar):

Tr (A+B) = TrA+TrB,
Tr (1-A) = ATrA.
Beispiel:
1 2 3 4
5 6 7 8
Tr 9 10 11 12 = 1+6+11+16 = 34
13 14 15 16

Seien A und B zwei n X n-Matrizen. In diesem Fall ist das Matrixprodukt

A-B
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wieder eine n X n-Matrix. Fiir n X n-Matrizen ist die Matrizenmultiplikation also abgeschlossen.
Das neutrale Element beziiglich der Matrizenmultiplikation ist offensichtlich die Einheitsmatrix

1 0 ... .. 0
0 1 0
1 = | ..
0 I 0
0 .. .. 01

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen auch ein inverses Element existiert.
Hierzu ist die Definition der Determinante einer quadratischen Matrix hilfreich.

Als Determinante einer quadratischen Matrix definiert man

n

non
detA = E E E Eilin..inA1iy A2iy - Ani, 5

=1 =1 i,=1
wobei g;,;, ;. das total antisymmetrische Symbol in » Dimensionen ist
+1 fiir (iyi5...i,) eine gerade Permutation von (1, 2, ..., n),

= —1 fiir (i;i5...i,) eine ungerade Permutation von (1, 2, ..., n),
0 sonst.

Eitiy..iy

Fiir die Determinante existiert auch die folgende Schreibweise

ayy dip ... Ay
ay dpyp ... A
detA = "
ay1 Ayp ... Ay

Sei D = diag(Ay, A, ..., 4,) eine Diagonalmatrix. Dann ist
detD = /11 . /7.2 Cee /1,1.

Ein Verfahren zur Berechnung der Determinante ist der Laplace’sche Entwicklungssatz. Zu ei-
ner nxn-Matrix A definieren wir zunichst eine (n—1)x(n—1)-Matrix A,;, die dadurch ensteht, dafl
man die i-te Zeile und die j-te Spalte der Matrix A entfernt. Der Laplace’sche Entwicklungssatz
fiir die Entwicklung nach der i-ten Zeile lautet:

detA = (~1)"a;;detAy;.

=1
Die Zeile i kann frei gewéhlt werden, dafl Ergebnis ist unabhédngig von dieser Wahl. Natiirlich
kann dquivalent auch nach der j-ten Spalte entwickelt werden:

detA = Z(—n”fa,-jdemij.

i=1
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Auch hier kann die Zeile j frei gewihlt werden, dal3 Ergebnis ist unabhingig von dieser Wahl.
Die Laplace’schen Entwicklungssitze erlauben die rekursive Berechnung einer Determinante.
Fiir eine 1 X 1-Matrix haben wir

lanl = an.
Rechenregeln fiir die Determinante:
det(A-B) = (detA)-(detB),
det(1-A) = A"-detA.
Beispiel:
1 00 O
20 3 O 0 30 5 7
45 6 7 9 10 11 9 11
8 9 10 11

= —3-(5-11-7-9) = 24.

Explizite Formeln fiir die Determinanten von 1 X 1-Matrizen, 2 X 2-Matrizen und 3 X 3-Matrizen,
sind

lan| = an,
apg danp — ana Qi
= 11422 — dppday,
dy; dx

apy dpp ags

dy; dy a4z ap1axass + ajpdyszds) + apzaz dsy — dz dxnd sz — dspdxdi) — azddg.

aszy dzp dsj

Wenden wir uns wieder der Existenz eines inversen Elements beziiglich der Matrizenmultiplika-
tion zu. Falls so ein Element existiert bezeichnen wir es mit A™!. Es soll also gelten

A-A7" = 1.

Nehmen wir auf beiden Seiten die Determinante, so erhalten wir

detA -detA™' = detl=1,
also falls detA # 0
1
detA™! .
© det A

det A # 0 ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Inversen. Es 146t sich zeigen, daf3
dies auch hinreichend ist.
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Satz: A~! existiert genau dann, wenn det A # 0.

Wir betrachten nun die Menge aller quadratischen n X n-Matrizen mit der Eigenschaft detA # 0.
Wegen det(AB) = det A det B ist diese Menge abgeschlossen beziiglich der Matrizenmultiplikati-
on. Wie gerade diskutiert wurde, existiert zu jeder Matrix auch ein Inverses. Diese Menge bildet
daher beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die man als

GL(n,R), bzw. GL(n,C)

bezeichnet.

4.8 Berechnung der inversen Matrix

Sei A eine n X n-Matrix mit det A # 0. Gesucht ist eine n X n-Matrix X

X111 X122 ... Xin
X = X211 X220 ... X ,
Xnl Xp2 oo Xpn
so da3
A-X =1

gilt. Wir multiplizieren die linke Seite aus und betrachten danach die j-te Spalte auf beiden
Seiten:

apXyj+apXyj+ ...+ dipXy;

-

ajX1jtapXyj+ ... +dAjpXyj

==

An1X1j+ AppXoj+ .o + AupXyj =

Diese n Gleichungen bilden eine lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten x;;, xaj, ...,
Xnj, welches mit Hilfe des GauB3schen Algorithmus geldst werden kann. Da dies fiir jede Spalte
j gilt, kann man so alle n* Unbekannten x;; bestimmen. Da die Koeffizienten der linken Seite
des linearen Gleichungssystems immer gleich sind, verfidhrt man in der Praxis wie folgt: Man
schreibt die Gleichungen wie folgt an

ayy adpp ... Ay 1 0 . 0
day; dyp ... dyy 0 1 0
a, ap .. a4, 0 0 .. 1
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und bringt dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Gauf3’schen Algorithmus auf die Form

1 o .. 0 X111 X122 ... Xin
0 1 .. 0 X21 X22 ... Xpp
0 0 ... 1 |xq Xpo .. X

Die inverse Matrix ist dann gegeben durch

X1 X112 . Xin
A7l = X21 X2 ... A2p
Xnl Xn2 oo Xun

Beispiel: Sei A die Matrix

1 13
A =123 7]
01 4

Wir bestimmen nun die inverse Matrix:

1 1 3 1 0
2 7 1
01 4 0 1
1 1 0
1 -2 1
0 0 1
1 3 -1 0
1 1 -2 1 0
0 2 -1 1
1 3 -1 0
01 1 -2 1 0
00 1] 2 -1 !
5 1 2
- I B B
SO R R
3 73 3
Somit ist A~!
1 5 -1 -2
Al = 3 -8 4 -1 |.
2 -1 1
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4.9 Eigenwerte und Eigenvektoren*

Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und A eine n X n-Matrix. Die Matrix A definiert eine
Abbildung

Diese Abbildung ist linear
A'(Cl)?-l-Cz)_?)) = (A 'X)+C2A’)_}).

Lineare Abbildungen zwischen zwei Vektorrdumen werden auch als Homomorphismen bezeich-
net. Da in unserem Fall die Abbildung von V nach V geht, spricht man auch von einem Epimor-
phismus.

Wir interessieren uns nun fiir Vektoren ¥ € V, die auf ein Vielfaches ihrer selbst abgebildet
werden.

A-X = AX
In diesem Fall bezeichnet man A als Eigenwert und X als Eigenvektor.

Beispiel: Falls A = diag(4,, 4», ..., 4,,) eine Diagonalmatrix ist, wobei alle A; paarweise verschie-
den sind, so sind die Basisvektoren €; die Eigenvektoren. Der zu €; zugehorige Eigenwert ist A;.

Sei nun eine n X n-Matrix A gegeben. Wir suchen ein Verfahren zur Bestimmung der Eigenwer-

te und der Eigenvektoren. Hierzu definieren wir das charakteristische Polynom der Abbildung
durch

Xa(D) = det(A—-A1).

Dies ist ein Polynom vom Grad 7 in A.
Satz: Die Nullstellen von y,4 sind die Eigenwerte von A.

Beispiel: Wir betrachten wieder

b
Il
SN =
L
A9 W

Man findet

xa(d) = =-2+81%-101+3




1 1
= —-(-1) (/l - 5(7 + \/37)) (/l - 5(7 - V37))
Somit hat die Matrix A die Eigenwerte
1 1
1, 5(7 + V37), 5(7 - V37).

Sind die Eigenwerte bekannt, so bestimmt man im nédchsten Schritt die zugehorigen Eigenvekto-
ren. Sei A ein (bekannter) Eigenwert der Matrix A. Gesucht werden Vektoren X, so daf}

A% = A%
bzw.
A-1-D% = 0.

Dies ist wieder ein lineares Gleichungssystem, welches mit Hilfe des Gaul3’schen Algorithmus
gelost werden kann.
Beispiel: Wir bestimmen zu der Matrix A aus dem obigen Beispiel die Eigenvektoren zum Ei-

genwert A = 1:
01 3
A-2-1 2 2 7.
013

Der Gaul3’sche Algorithmus liefert:

01 3|0
2 2 70
01 30
11 110
01 3|0
0 00
1 0 110
01 3|0
0 00

Somit sind alle Vektoren der Form
1
=3t |, teR
t
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Eigenvektoren zum Eigenwert A = 1. Man bezeichnet diesen Untervektorraum als Eigenraum.

Basiswechsel: Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit einer Basis {V, ..., V,,}. Sei
O VoV

eine Endomorphismus, gegeben in der Koordinatendarstellug der obigen Basis durch eine Matrix
A:

X1 X1
- A-
Xn Xn

Dieser Endomorphismus bildet also den Basisvektor v; auf

-
Vi —

M=

N
ViCl,'j
1

ab. (Das Bild von V; ist die j-te Spalte von A.) Sei nun {W,, ..., w,} eine weitere Basis des Vektor-
raumes. Wir konnen jeden Basisvektor ), als Linearkombination der ¥;’s schreiben:

n
- _ -
Wj = Z vimij.
i=1
Dies definiert eine n X n-Matrix M
M = (mij) .

Die Koordinatendarstellungen eines beliebigen Vektors Z beziiglich der beiden Basen

> - > - -
Z = X1Vt ..xXV, = yiwr + LYWy
transformieren sich wie
X1 Y1
= M
Xn Yn

Da umgekehrt auch die Basisvektoren ¥; durch die Basisvektoren w; ausgedriickt werden konnen,
ist M invertierbar, also

M e GL(n,K), K =R,C,

und



In der Basis {W, ..., w,} wird der Endomorphismus ® durch eine Matrix B beschrieben

n
- -
wi — Z Wib,'j.
i=1
Wir bestimmen nun den Zusammenhang von A mit B: Es gilt
n n n n n n
- = =2 — -1
w; = Z Vil  — Z Z Vi = Z Z Wi Ay,
k=1 k=1 =1 i=1 k=1 I=1

und somit ist
B = M 'AM.

Wir betrachten nun wieder den Endomorphismus ®, der in der Basis {V, ..., ¥,} durch die Matrix
A gegeben ist. Wir konnen nun die Frage stellen, ob es eine neue Basis {w, ..., w,} gibt, so dal
der Endomorphismus in dieser neuen Basis durch eine besonders einfache Matrix B gegeben ist.
Eine besonders einfache Matrix ist eine Diagonalmatrix.

Definition: Einen Endomorphismus nennt man diagonalisierbar, falls es eine Basis {W, ..., W, }
gibt, so daB} in dieser neuen Basis die Abbildung durch eine Diagonalmatrix gegeben ist. In die-
sem Fall ist es unmittelbar einsichtig, da die w;’s Eigenvektoren sind. Da auch die Umkehrung
gilt, hat man folgenden Satz:

Eine Matrix A 146t sich genau dann durch einen Basiswechsel auf Diagonalgestalt bringen
D = M'AM, D Diagonalmatrix, M € GL(n, K),
falls es eine Basis von V aus Eigenvektoren von A gibt.

Die Berechnung der Eigenwerte und der Eigenvektoren liefert ein konstruktives Verfahren zur
Diagonalisierung einer Matrix. Seien wy, ..., W, die Eigenvektoren. Dann ergeben diese Vektoren
als Spaltenvektoren betrachtet die Matrix M:

Beispiel: Die Matrix

0 -1 1
A=1|-3 -23
-2 -2 3
hat hat charakteristische Polynom
xa() = —(@A-1D*@+1).
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Der Eigenraum zum Eigenwert 4 = 1 wird von den Vektoren

1 0
01, 1
1 1
1
3
2
ist Eigenvektor zum Eigenwert 4 = —1. Somit ist M gegeben durch

1 01 TR
M=|0 1 3], M-I:E -3 -1 3,
112 1 1 -1

D = M'AM = diag(1,1,-1).

aufgespannt. Der Vektor

und

Wir wollen noch genauer untersuchen, unter welchen Bedingungen eine Matrix diagonalisiert
werden kann. Bei der Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms kann der Fall
auftreten, dal das Polynom nicht vollstandig in Linearfaktoren zerfillt. Dies ist zum Beispiel bei
der Matrix

(01 e
A = (_1 0), Xa) =2+ 1,

tiber dem Korper der reellen Zahlen der Fall, da

keine Losung in R hat.
Bemerkung: Die komplexen Zahlen C sind algebraisch abgeschlossen, d.h. iiber C zerfillt jedes
Polynom in Linearfaktoren. Im obigen Beispiel findet man

P+l = A=)@A+i).
Eine zweite Komplikation kann auftreten, falls das charakteristische Polynom Nullstellen mit

hoherer Multiplizitit hat. Ist die Multiplizitidt einer Nullstelle grofer als die Dimension des zu-
gehorigen Eigenraumes, so ist die Matrix nicht diagonalsierbar. Beispiel: Die Matrix

(01 o
A - (0 O)’ XA(/I)_/17
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hat den doppelten Eigenwert 4 = 0. Der zugehorige Eigenraum ist aber nur ein-dimensional:

t
(0), teR.

A ist nicht diagonalisierbar. Wire A diagonalisierbar, so wire die zugehorige Diagonalmatrix die
Nullmatrix, was zu einem Widerspruch fiihrt.

Zusammenfassend erhalten wir die folgende Aussage:

Satz: Eine Matrix A mit Eintrdgen aus dem Korper K ist genau dann diagonalisierbar, falls das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt, und die Dimension des Eigenraumes zum
Eigenwert A; gleich der Multiplizitit der Nullstelle A; des charakteristischen Polynoms ist.

Es 148t sich zeigen, daB die Dimension der Eigenrdume stets groer oder gleich Eins ist. Da-
her gilt im besonderen: Falls das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfllt und alle
Nullstellen paarweise verschieden sind, so ist die Matrix A diagonalisierbar.

4.10 Das Schmidtsche Orthonormierungsverfahren

Wir betrachten einen euklidischen bzw. unitiren Vektorraum V der Dimension n, d.h einen Vek-
torraum {iiber den reellen Zahlen mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform (eu-
klidischer Vektorraum) bzw. einen Vektorraum iiber den komplexen Zahlen mit eine positive
definiten Hermitischen Form. Gegeben seien k lineare unabhéngige Vektoren {V, ..., V}. Diese
Vektoren spannen einen Untervektorraum W auf (und bilden eine Basis von W). Gesucht ist nun
eine Orthonormalbasis {71, ..., 7y} von W. Unter einer Orthonormalbasis versteht man

| =1, i -id;=0, fir i#].

Hierzu geht man wie folgt vor: Man setzt am Anfang

i = —1 V
1 = S Vi.
7]
Seien nun 11, ..., 1 ;-1 schon konstruiert. Dann erhélt man 74 ; wie folgt: Man definiert zunéchst

j-1

W= = (W)
i=1
Durch diese Konstruktion steht w senkrecht zu allen bisher konstruierten Vektoren:
w-in; =0, fir ie{l,2,..,j—1}
Wir normieren w und erhalten 7i:

— _ 1 -

I’lj = —_)W
[l

Eine typische Anwendung fiir das Schmidt’sche Orthonormierungsverfahren ist die Konstruktion
einer Orthonormalbasis fiir einen Eigenraum der Dimension D > 1.
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5 Analysis

5.1 Folgen

Unter einer Folge (a,) reeller Zahlen versteht man eine Abbildung N — R. Jedem n € N wird
also ein a, € R zugeordnet.

Beispiel:
1
a, = ;
definiert eine Folge. Explizit:
_q 1 1 1 1
ay =1, a2_4’ a3_9’ ag = 16’ a5_25’

Eine Folge (a,) heiBit konvergent gegen a € R, falls es zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl N
gibt, so daf}

la, —al < & VYn>N.
In diesem Fall schreibt man

lima, = a.
In anderen Worten liegen fiir eine konvergente Folge ab einem bestimmten N alle Folgenglieder
im Intervall Jla — g, a + ¢[.

Eine Folge reeller Zahlen nennt man divergent, wenn sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.
Beispiele fiir divergente Folgen sind

a, = n,

{ 1 n gerade
b, =
—1 nungerade

Eine Folge heifit nach oben (bzw. unten) beschrinkt, falls es ein ¢ € R gibt, so daB} a, < ¢ (bzw.
a, > c) fiir alle n € N. Die Folge heifit beschridnkt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.
Jede konvergente Folge beschrinkt.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht, eine beschrinkte Folge ist nicht notwendiger Weise kon-
vergent, siche obiges Beispiel mit der Folge (b,).

Seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten

lim a, = a, lim b, = b.

n—00 n—00
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Dann sind auch die Folgen (a, + b,), (a, — b,), (1a,), (a,b,) konvergent (1 € R) und es gilt

11_)r£10 (a, +b,) = a+b,
;iirg(an -b,) = a-b,
lim (Aa,) = Aa,
lim(a,-b,) = a-b.

n—o0

Ist weiter b # 0, so gibtes ein N € N, so dal} b, # 0 fiir alle » > N und wir kénnen die Folge

n
b” n=N

betrachten. Es gilt

Seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen mit a,, < b, fiir alle n. Dann gilt auch

lima, < Ilim b,.

n—00 n—00

Bemerkung: Aus a, < b, folgt nicht lima, < limb,, wie das Beispiel a, = 0 und b, = 1/n zeigt.

Wir hatten bereits bei der axiomatischen Charakterisierung der reellen Zahlen den Begriff ei-
ner Cauchy-Folge eingefiihrt, den wir uns nochmal in Erinnerung rufen: Eine Folge (a,) reeller
Zahlen nennt man Cauchy-Folge, falls es zu jedem £ > 0 ein N € N gibt, so dal

la, —a,| < &, VYn,m > N.

Satz: Ist eine Folge (a,) reeller Zahlen konvergent, so ist sie auch eine Cauchy-Folge.

Die Umkehrung dieses Satzes postuliert nennt man als Axiom. Das Vollstiindigkeitsaxiom be-
sagt, dal in R jede Cauchy-Folge konvergent ist. Wir hatten dies bei der axiomatischen Charak-
terisierung der reellen Zahlen bereits erwihnt.

Somit gilt in R, daf} eine Folge (a,) reeller Zahlen genau dann konvergent ist, falls sie eine
Cauchy-Folge ist. Der Vorteil der Definition einer Cauchy-Folge gegeniiber der Definition des
Begriffes Konvergenz besteht darin, daf sich erstere nur auf einzelne Folgenglieder bezieht und
keinen Bezug auf einen (eventuellen) Grenzwert nimmt.

5.2 Reihen

Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Man betrachtet nun die Folge (s,) der Partialsummen

n

Sqn = Zaj.

J=1
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Als unendliche Reihe bezeichnet man nun die Folge dieser Partialsummen. Man schreibt

n

(o8]
Zaj = lims, = lim aj.
- n—oo n—o0

]:1 jzl

Eine unendliche Reihe heif3t konvergent, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert.

Eine unendliche Reihe heif3t absolut konvergent, falls die Reihe

(9]

2 lai

=1

konvergent ist. Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist sie auch konvergent im gewohnlichen
Sinne. Wir interessieren uns nun fiir Kriterien, die eine Konvergenz einer unendlichen Reihe ga-
rantieren.

Konvergenzkriterium von Cauchy: Die Reihe )| a; konvergiert genau dann, wenn zu jedem
J=1
&> 0ein N € N existiert, so daf}

ajl < & VYn>m>N.

J=m

Satz: Eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist,
daf

lima, = O.

n—o0

Satz: Eine Reihe }] a; mit a; > 0 konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen
J=1
beschrinkt ist.

Konvergenzkriterium von Leibniz fiir alternierende Reihen: Sei (@,) eine monoton fallen-
de Folge nicht-negativer Zahlen mit lima, = 0. Dann konvergiert die Reihe

i(—l)ja j
j=1

Satz: Eine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewohnlichen Sinne. Diese Tatsache
hatten wir bereits oben erwihnt. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht: So ist die Reihe

00 _1]
Z( ,) = —In2
=
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konvergent, die Reihe

>3

j=1

.| —

aber divergent. Die Konvergenz der ersten Reihe folgt aus dem Leibnizkriterium fiir alternierende
Reihen: Die Reihe ist alternierend und a,, = 1/n ist eine monoton fallende Folge nicht-negativer
Zahlen. Die Divergenz der zweiten Reihe zeigt man indem man die Partialsummen betrachtet:

S 1+1 +1 1 +1 1 1 1 . +1
LTy T3ty f5TeTTTR n

11 1 1 1 1 1
>l 4= +-+- A=+ -F+=-+= +--4—

> f177 T3Tststs n
—1+1 +1 +1 + +1
2 2 2 n

Dies zeigt, dafl die Folge der Partialsummen nicht nach oben beschrinkt ist. Hieraus folgt die
Divergenz der harmonischen Reihe.

Majorantenkriterium: Sei }; ¢; eine konvergente Reihe mit lauter nicht-negativen Gliedern
=1
und (a,) eine Folge mit |a,| < ¢,. Dann konvergiert die Reihe

N2
j=1
absolut. Man nennt Z c¢;j eine Majorante von Z a;.
J=1 j=1
Quotientenkriterium: Sei ), a; eine Reihe mit a, # O fiir alle n und x eine reelle Zahl 0 < x < 1,

j=1
so daf3

Ap+1
ay

x, VYn>N.
Dann konvergiert die Reihe absolut.

Beispiel 1: Wir betrachten die Reihe

Es ist
)cn+l | |
a n+D)! X .
il (D <1 firn>|x|.
a, X n+1
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Die Reihe ist nach dem Quotientenkriterium konvergent. Diese Reihe definiert die Exponential-
funktion:

(o)

= X/ x/
Z—' = exp(x)—1, bzw. ZF = exp(x).
=1

Beispiel 2: Es sei |x| < 1. Wir betrachten die Reihe
©
Es ist

)cn+l

1 n
Aiol I < | < 1.
X n+1

n

Apyl
ay

Die Reihe ist nach dem Quotientenkriterium konvergent und definiert die Funktion — In(1 — x):

>

J=1

= —In(1-x).

~.|=

Cauchy-Produkt von Reihen: Seien } a;und }; b; zwei absolut konvergente Reihen. Fiir n €
J=1 =1
N setzen wir

n

c, = E ajb,,_jH.

=1
Dann ist auch die Reihe }; ¢; absolut konvergent und es gilt

S - (5[50

J=1 J=1 J=1

Bemerkung: Die absolute Konvergenz ist wesentlich fiir die Giiltigkeit des Satzes! Im Allge-
meinen gilt, dal Umordnungen innerhalb einer Reihe nur erlaubt sind, falls die Reihe absolut
konvergiert.

Wir geben noch einige wichtige Reihen an:

exp x

I
Ingk
~.|%

—In(1 -x) lx| <1,

Il
Ngk
| =



X
sinx = (-1) ,
ZO @j+1)!
cosx = (-1) ,
jzo @))!
& x2j+1
sinhx = - ,
;(ZJ"‘U'
cosh x

Il
]
~~
gjk

sinh und cosh bezeichnet man als Sinus Hyperbolicus bzw. Kosinus Hyperbolicus. Mit Ausnah-
me der Reihe fiir In(1 — x) konvergieren alle Reihen absolut fiir alle Werte von x. Man sagt die
Reihen haben einen unendlichen Konvergenzradius. Die Reihe fiir In(1 — x) konvergiert absolut
fiir |[x] < 1. Somit hat diese Reihe den Konvergenzradius 1. Man spricht von einem Konver-
genzradius, da die obigen Reihen auch definiert sind, wenn man die reelle Variable x durch eine
komplexe Variable z ersetzt.

Wir betrachten noch exp(ix):
= 27+ !

2j+1

00 ' _x2j 00 ' X
(-1 —+i ) (-1)) ——— =cosx +isinx.
Z:;‘ 2! ]Z:(; 2j+ D!

Die Reihendarstellung liefert also einen einfachen Beweis der Formel:

exp (ix)

[l

I

S

.| =
iE
Il
.Mg
s

S =

~

N

exp(ix) = cosx+isinx.
Ebenso findet man
expx = coshx + sinhux.

Man beachte daB fiir die Umordnung der Reihen die absolute Konvergenz notwendig ist. Man
kann die trigometrischen und die hyperbolischen Funktionen auch durch die Exponentialfunktion
ausdriicken:

COSx =

. . , 1, . .
(e‘x + e_‘x) , sinx = — (e’x - e_’x) ,
21

N =
—

1
coshx = 3 (e"+e™), sinhx= 3 (e"—e™).
Eine Anwendung sind die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus:

sin(a +6) = sin(a@)cos(B) + cos(a)sin(B),
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cos(a@+B) = cos(a)cos(B)—sin(a)sin(B).
Leichter zu merken ist die entsprechende Formel fiir die Exponentialfunktion:

@B pia B

Man kann die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus aus der Formel fiir die Exponentialfunk-
tion wie folgt herleiten: Es ist

P = cos(a+pB)+isin(a+p),
€ = cos(a)+isin(a),
e? = cos(B) +isin(B)
und
e = [cos(a)+isin(a)][cos(B) + isin(B)]

cos (@) cos (B) + i cos (@) sin (8) + i sin (@) cos (B) + i* sin (@) sin (B)

[cos (@) cos (B) — sin (@) sin (B)] + i [cos (@) sin (B) + sin (@) cos (B)] .

Somit folgt aus €@ = ¢l

cos(@+p)+isin(a+p) =

[cos (@) cos (B) — sin (@) sin (B)] + i [cos (@) sin (B) + sin (@) cos (B)] .

Nimmt man nun den Real- bzw. Imaginérteil dieser Gleichung, so erhilt man die Additionstheo-
reme fiir Kosinus und Sinus.

5.3 Funktionen und Stetigkeit

Seien D und W Teilmengen von R. Unter einer reellwertigen Funktion auf D versteht man eine
Abbildung

f : D->W,
x =y = f).
Man nennt D den Definitionsbereich und W den Wertebereich der Funktion. Eine Funktion f
ordnet jedem x € D einy € W zu. Gibt es zu jedem y € W genau ein x € D mity = f(x), so ist
die Funktion f umkehrbar. In diesem Fall bezeichnet man mit ! die Umkehrfunktion:
f L. WD,
y—=x=fT).

Man sagt eine Funktion hat im Punkte a den Grenzwert c, falls es mindestens eine Folge (x,,) € D
mit lim x, = a gibt. Gilt dann fiir jede Folge (x,) € D mit lim x,, = a, da}

lim f(x,) = ¢,
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so bezeichnet man ¢ als den Grenzwert der Funktion f(x) im Punkte a. In diesem Fall schreibt
man

lim f(x) = c.

Die obige Bedingung ist dquivalent zu der Forderung, daf} es zu jedem & > 0 ein 6 > 0 gibt, so
daf

If(x)—c| < & V|x—al<é und xeD.

Bemerkung: Es wird nicht vorausgesetzt, dal a € D liegt. Diese Definition macht auch Sinn,
falls D ein offenes Intervall ist und der Grenzwert an den Intervallgrenzen betrachtet wird.

Sei nun a € D. Man bezeichnet eine Funktion als stetig im Punkte a, falls
lim /() = f(@

gilt. Man bezeichnet eine Funktion als in einem Intervall stetig, falls sie in jedem Punkt des
Intervalls stetig ist.
Beispiel: Wir betrachten die Heaviside-Funktion, definiert durch

1, x>0,
O = {0 x<0.

Fiir diese Funktion gilt ®(0) = 0, aber

lim O(x) = 1.

x—0+
Die Heaviside-Funktion ist im Punkte O nicht stetig.

Beispiele von Funktionen, die auf ganz R stetig sind, sind Polynomfunktionen, exp x, sin x, cos x,
sinh x, cosh x.

Satz: Seien f,g : D — R Funktionen, die in a stetig sind und sei 4 € R. Dann sind auch die
Funktionen

f+g : D-R,
A-f : D—>R,
f-g : D->R

im Punkte a stetig. Ist ferner g(a) # 0, so ist auch die Funktion

J—C - D—>R
8
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in a stetig, wobei D’ = {x € D : g(x) # 0}.

Wir definieren noch den Begriff der gleichméBigen Stetigkeit: Eine Funktion f : D — R heil3t
in D gleichmiBig stetig, falls es zu jedem & > 0 ein ¢ > 0 gibt, so daf}

f) = fl<e VY |x-yl <6

Jede Funktion, die auf D gleichmissig stetig ist, ist auch in jedem Punkte aus D stetig im her-
kommlichen Sinne. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Ist eine Funktion in jedem Punkte x € D
stetig im herkommlichen Sinne, so geniigt es fiir ein vorgegebenes ¢ fiir jeden Punkt ein 6, zu
finden. Dieses o, darf mit x variieren. Fiir die gleichméBige Stetigkeit wird dagegen gefordert,
daf} 6 von x unabhingig ist.

5.3.1 Rationale Funktionen

Seien p(x) und ¢g(x) Polynomfunktionen. Unter einer rationalen Funktion versteht man eine
Funktion

R(x) = P

g(x)

Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion ist gegeben durch D = {x € R, g(x) # 0}. Auf-
grund des obigen Satzes ist eine rationale Funktion in ihrem Definitionsbereich stetig.

Rationale Funktionen konnen in Partialbriiche zerlegt werden. Es sei

p(x) = p,x" + pn_lxn_1 + ...+ p1x+ po,
q(x) = gux" + qlm_lxm_1 + ...+ q1x+ qo.

Wir wollen weiter annehmen, daf3 das Nennerpolynom in Linearfaktoren zerfillt und die Fakto-
risierung des Nennerpolynoms bekannt ist:

r

glx)=c 1—[ (x - xj)ﬂj .

J=1

Hierbei bezeichnet A; die Multiziplitéit der Nullstelle x;. Es gilt A, +... + 4, = m. Uber den reellen
Zahlen zerfillt ein Polynom nicht notwendigerweise in Linearfaktoren, ein Gegenbeispiel ist
x* + 1. Da der Korper der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen ist, zerfillte iiber den
komplexen Zahlen jedes Polynom in Linearfaktoren. Die Partialbruchzerlegung gilt sowohl fiir
die reellen als auch die komplexen Zahlen. Hat man im reellen Fall irreduzible Polynome vom
Grad groBer als Eins, geht man zu den komplexen Zahlen iiber. Beispiel:

P+l = (x=0)-(x+10).
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Ist die Faktorisierung des Nennerpolynoms in Linearfaktoren bekannt, so 148t sich die rationale
Funktion schreiben als

p(x)
R(x) = ==~
» q(x)
roo4 ax
= P(x)+ s,
=1 k=1 (= x))f

wobei P(x) ein Polynom vom Grad deg p(x) — deg g(x) istund aj; € R bzw. aj € C.

Berechnung von P(x) und der Konstanten aj: P(x) bestimmt sich durch Polynomdivision mit
Rest. Wir betrachten als Beispiel die rationale Funktion

X33 - 122 -3x+ 18
(x=2)2%(x+2)

Fiir das Nennerpolynom haben wir
(x=2%(x+2) = X -2x—4x+8.
Polynomdivision mit Rest liefert

A +33 —12x2=3x+18) @ (P =2x2—-4x+8) = x+5+Q2x*+9x-22)/(x* =2x> —4x +8)
—(x* = 2x° —4x% + 8x)
52 —8x2—11x+ 18
—(5x% = 10x% — 20x + 40)

2x* +9x—22
Somit ist also P(x) = x + 5. Fiir den Rest verwendet man den Ansatz

2X2+9X—22 ain aly an

= + + .
x3—=2x2—4x+8 x=22% x-2 x+2

Man bringt die rechte Seite auf den Hauptnenner

ap apy ay (an + )X’ + (an — 4ax)x + Qarp — 4ay +4a)

+ +
x=2? x-2 x+2 X3 —=2x2—-4x+8

Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichungssystem:

ay +ay = 2,
ap—4a; = 9,
2(112 - 4(111 + 4(121 = —22,
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dessen Losung durch
ap =1, an =4, ay=-2
gegeben ist. Somit erhalten wir das Ergebnis

X +3x - 12x% - 3x+ 18 1 4 2
x—22(x+2) DRy S 5

Bemerkung 1: Die Koeffizienten der Partialbriiche mit der hochsten Potenz einer Nullstelle lassen
sich einfacher bestimmen, indem man im Ansatz mit (x—x j)*f multipliziert und dann x = x; setzt.

In unserem Beispiel lassen sich so aj, und a,; bestimmen:

232+ 9x — 22 , 232 +9x — 22 8+18—22
ap = o (x-2? = ==,

(x=2)(x+2) — x+2 — 4

252 +9x—22( o2 2%+ 9x — 22 8-18-22
a = —_— (X = ===/,
2! (x —2)%(x +2) s x—-22 |_, 16

Bemerkung 2: Wir haben angenommen, daf3 das Nennerpolynom in Linearfaktoren faktorisiert.
Uber dem Korper der komplexen Zahlen C ist dies immer der Fall, da C algebraisch abgeschlos-
sen ist. Uber dem Korper der reellen Zahlen R gibt es allerdings irreduzible Polynome vom Grad
groBer als Eins. Ein Beispiel ist

P41 = (x=)(x+10).

Dieses Polynom I48t sich iiber R nicht in Linearfaktoren zerlegen. Tritt dieser Fall auf, so hat man

zwei Moglichkeiten: Zum einen kann man von den reellen Zahlen R zu den komplexen Zahlen C

iibergehen. Die zu bestimmenden Koeflizienten a j sind dann im Allgemeinen komplexe Zahlen.
Die zweite Methode besteht darin, nur mit reellen Zahlen zu arbeiten: Sei

r /1]
90 = c[ [|a;)]
=1
die Zerlegung des Nennerpolynoms in iiber R irreduzible Polynome g;(x). Wir setzen d; =
deg g;(x) und setzen voraus, daB der Koeffizient der hichsten Potenz x% in g;(x) gleich Eins
ist. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet dann

ro 4 di-1

R() = P(x)+ZZZ awr_

j=1 k=1 =0 qj(x)

wobei die zu bestimmenden Koeffizienten a j; reell sind.

Beispiel:
X+ 1 3 N x+1
= X —x .
2 +1 2 +1
Alternativ erhalten wir iiber den komplexen Zahlen
3 o .
Sel_ s, 1000 1axn
x2+1 2(x—=1) 2(x+1i)
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sin(p) cos() tan(p)

©»

cot () sec(i) ese(p)

dhWah

/
/

dhwdh
ARWAR

Abbildung 2: Die geometrische Interpretation der Funktionen sin, cos, tan, cot, sec und csc am
Einheitskreis.

5.3.2 Trigonometrische Funktionen

Neben den Winkelfunktionen Sinus und Kosinus

1, . . ) 1, . .
COoS X = — (e”‘ + e‘”‘) , sinx = — (e”‘ - e‘”‘) ,
2 2i

gibt es weitere trigonometrische Funktionen:

sin x

tanx = , Tangens
CcoS X
CcoS X

cotx = ——, Kotangens
sin x
1

secx = ,  Sekans
CcoS X

cscx = ——, Kosekans
sin x

Die geometrische Interpretation dieser Funktionen ist in Abbildung 2 gezeigt. Die Umkehrfunk-
tionen werden mit arcsin, arccos, arctan, etc. bezeichnet:

arcsin(x) = sin!(x), Arkussinus
arccos(x) = cos '(x), Arkuskosinus
arctan(x) = tan'(x), Arkustangens
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Diese Umkehrfunktionen lassen sich durch den Logarithmus ausdriicken:

arcsin(x)

%ln(ix+ 1—x2),

1
arccos(x) = -—1In (x +iVl - xz) ,

1 1+
arctan(x) % In ( I zx) .
i —ix

5.3.3 Hyperbolische Funktionen

Neben den bereits eingefiihrten hyperbolischen Funktionen

1 1
coshx = 3 (e"+e™), sinhx= 3 (e —e™),
definiert man auch
inh
tanhx = ik x.
cosh x

Bemerkung: Fiir sinh und cosh gilt
cosh’ x —sinh*x = 1.

Die inversen Funktionen werden als Areafunktionen bezeichnet:

arsinh(x) = sinh'(x), Areasinus Hyperbolicus
arcosh(x) = cosh™!(x), Areakosinus Hyperbolicus
artanh(x) = tanh™'(x), Areatangens Hyperbolicus

Diese Umkehrfunktionen lassen sich ebenfalls durch den Logarithmus ausdriicken:

arsinh(x) = In (x + VX2 + 1) ,
arcosh(x) = In (x + Vx% - 1),

1 1
artanh(x) 3 In ( 1 al x) .
— X

Zur geometrischen Interpretation betrachten wir zunéichst nochmal den Einheitskreis x> +y* = 1.
Wir betrachten ein Kreissegment mit Winkel 2¢ wie in der linken Abbildung in Abbildung 3
gezeigt. Dann ist die Fliche dieses Kreissegments ¢. Wir konnen die trigonometrischen Funk-
tionen daher anstelle als Funktionen des Winkels auch als Funktionen einer Fliche betrachten.
Diese letztere Interpretation iibertriagt sich auf den hyperbolischen Fall
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N

Abbildung 3: Die trigonometrischen Funktionen konnen sowohl als Funktionen des Winkels als
auch als Funktionen einer Flache betrachtet werden. Letzteres iibertréagt sich auf den hyperboli-
schen Fall.

T — y2 =1 e -y =
sinh(ep) : cosh(yp) / tanh(¢p)

Abbildung 4: Die geometrische Interpretation der Funktionen sinh, cosh und tanh.

57



Es sei ¢ die Fliche wie in der rechten Abbildung in Abbildung 3 dargestellt. Die geometrische
Interpretation der hyperbolischen Funktionen sinh, cosh und tanh ist in Abbildung 4 gezeigt.

Fir den Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen und den hyperboli-
schen Funktionen gilt

1
— sinh (ix),
i

sinx =
cosx = cosh(ix),
1
tanx = - tanh(ix),
i
1
arcsin(x) = —arsinh (ix),
i
1
arccos(x) = —arcosh(x),
i
1
arctan(x) = —artanh (ix).
i

5.4 Differentialrechnung

Sei D c Rund f : D — R eine Funktion. f nennt man im Punkte x € D differenzierbar, falls es
mindestens eine Folge (£,) € D\x mit lim &, = x gibt und fiir jede solche Folge der Grenzwert
e = & S@ L SO @

n—oo é:n —X B E—x éf - X
existiert. Man schreibt auch

df(x) if(x) _ lim flx+h)— f(x)
dx  dx -0 (x+h)—x

[ =

Man bezeichnet eine Funktion als in einem Intervall differenzierbar, falls sie in jedem Punkt des
Intervalls differenzierbar ist.

Seien f,g : D — R in x € D differenzierbare Funktionen und 4 € R. Dann sind auch die
Funktionen f + g, f - g und Af in x differenzierbar und es gilt

(f+9' ) = f)+g W),
(f-8) () = [f(xgx)+ f(x)g'(x), (Produktregel)
) (x) = af' (.

Dies folgt unmittelbar aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen. So ist zum Beispiel

I S(x+h)g(x +h) — f(x)g(x)
1m
h—0 h

1
= lim [f(x+h)glx+h) = f(x+ h)g(x) + flx + hgx) - f(x)g(x)]

(f-8) (%)
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o)~ )
h—0 h g

gx+ h; - g(x) N )

lim f(x + )
f0g' (x) + f(x)g(x).

Quotientenregel: Ist weiter g(x) # O fiir alle x € D, so ist auch die Funktion f/g in x differen-
zierbar und es gilt

£\ S8 - f()g' ()
- ('x) - 2 .

8 g(x)

Ableitung der Umkehrfunktion: Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall, f : D — W eine

stetige, steng monotone Funktion und f~' : W — D die Umkehrfunktion. Ist f im Punkt x € D
differenzierbar und ist f”(x) # 0, so ist f~' im Punkt y = f(x) differenzierbar und es gilt

1 1
[ e
Bemerkung: Die Voraussetzung der strengen Monotonie impliziert nicht f/(x) # 0, wie das Bei-
spiel f(x) = x° zeigt: Diese Funktion ist streng monoton, aber f(0) = 0.

(o =

Kettenregel: Seien f : D; —» W, und g : D, — W, Funktionen mit W; C D,. Falls f im
Punkte x € D, differenzierbar ist und g im Punkte y = f(x) € D, differenzierbar ist, so ist die
zusammengesetzte Funktion g o f : D; — W, in x differenzierbar und es gilt

(go fY () = g () f .

Ableitungen einiger Grundfunktionen:
fO=x"  f)=n"",
Jf=¢e, [fix)=¢€"
Die Ableitung des Logarithmus erhilt man mit Hilfe der Regel iiber die Umkehrfunktion: f(x) =
e, ') = Iny, (fY () = 1/f(f7'(3) = 1/ exp(Iny) = 1/y, also
, 1
f=lhx,  fi(x)= T
Die Ableitungen von Sinus und Kosinus erhélt man aus der Darstellung sin(x) = (e — e™)/(2i),
cos(x) = (e + e7)/2 zu
f(x) =sin(x),  f'(x) = cos(x),
f(x) =cos(x),  f(x) = —sin(x).

Die Ableitung aller weiteren trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen lassen sich eben-
falls mit den obigen Regeln bestimmen:

f) =tan(x),  f'(x) =

cos?(x)’

59



f(x) = arcsin(x),

f(x) = arctan(x),

f(x) = sinh(x),
f(x) = cosh(x),

f(x) = tanh(x),
f(x) = arsinh(x),

f(x) = artanh(x),

1
') = ,

1 —x?

F® =1
J'() = cosh(),
f'(2) = sinh(x),

o
f= cosh?(x)’
o
TO=Tm=
1
Fo =

Hohere Ableitungen: Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion. Ist f* : D — R ebenfalls
wieder differenzierbar, so bezeichnet man mit

) &f(x) .
() e ()

die zweite Ableitung. Ist auch f”(x) wieder differenzierbar, so erhédlt man durch Ableiten die
dritte Ableitung f””(x). Allgemein schreiben wir fiir die n-te Ableitung
dn
o = D
dx"
Unter der O-ten Ableitung einer Funktion versteht man die Funktion selbst.

5.4.1 Die Regeln von I’Hospital

Seien f,g : D — R zwei in xy € D stetige Funktionen mit f(xy) = g(xo) = 0. Weiter seien f und
g in einer Umgebung von x, differenzierbar. Existiert lim f”(x)/g’(x), so gilt:
X—XQ

i fx) f'(x)
im — = lim .
X—X0 g(_x) X—X0 g’(_x)
Beispiel:
I 1—-cosx sinx 1. cosx 1
im——— = lim—— = = lim = —=.
x—0 X2 x—0 2_x 2 x—0 1 2
Ist lim |f(x)| = co und lim |g(x)| = oo und exisitiert lim f’(x)/g’(x), so gilt ebenfalls
X—X0 X—X0 X=X0
T fx) f'(x)
im — = lim .
0 g() e gW)
Beispiel:
. Inx . i .
lm(} —- = lim — = lim (-x) = 0.

x—0 —= x—0
X x2

Bemerkung: Die I’Hospitalschen Regeln gelten auch fiir xy — *oo.
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5.5 Integralrechnung

Definition einer Treppenfunktion: Man nennt ¢ : [a,b] — R Treppenfunktion, falls es eine
Unterteilung

a=xp<x<..<x,=b

gibt, so da} ¢ auf jedem offenen Intervall ]x;_;, x;[ konstant ist. Der Wert auf diesem Intervall sei
mit ¢; bezeichnet.

Das Integral einer Treppenfunktion wird definiert als
b

ft(x)dx = ch(xj—xj_l).

a ‘/:1

Die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [a, b] bilden einen Vektorraum. Wir be-
zeichnen diesen Vektorraum mit 7'[a, b]. Sei f : [a, b] — R eine beliebige beschrinkte Funktion
und ¢ € T[a, b]. Man schreibt f > ¢t falls f(x) > #(x) fiir alle x € [a, b] gilt.

Wir definieren nun das Ober- und Unterintegral fiir f:

b* b

ff(x)dx inf{ft(x)dx t € Tla,b], t>f}
llb a

ff(X)dx

b

sup{ft(x)dx t € Tla,b], t<f}
Das Infimum einer Menge mit einer Ordnungsrelation < ist die grofite untere Schranke. Das
Infimum ist nicht notwendigerweise ein Element dieser Menge. Das Minimum einer Menge ist
dagegen (falls es existiert) das kleinste Element dieser Menge. Es gibt Mengen, die ein Infimum
besitzen, aber kein Minimum. Ein Beispiel ist die Menge

(1[ner).

Das Infimum ist Null, aber die Menge besitzt kein Minimum. Analog definiert man das Supre-
mum als die kleinste obere Schranke einer Menge mit einer Ordnungsrelation <. Das Maximum
einer Menge ist (falls es existiert) das groBte Element dieser Menge.

Definition des Riemann-Integrals: Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heiflt Riemann-

integrierbar, falls
b* b
f f(x)dx = f f(x) dx.
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In diesem Fall setzt man

b b*
ff(x)dx = ff(x)dx.

Satz: Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.
Satz: Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen und A € R. Dann sind auch die Funktionen
f+gund A- f integrierbar und es gilt

b b b
[rowar = [rware [ewax
a , a . a

[anwas = a [ ax

Desweiteren ist auch die Funktion fg integrierbar, im allgemeinen ist allerdings

fb(f'g)(X)dx * (fbf(X)dX}'[fbg(X)dX].

Eine differenzierbare Funktion F : D — R heilit Stammfunktion einer Funktion f : D — R,
falls F'(x) = f(x).

Eine weitere Funktion G : D — R ist genau dann ebenfalls eine Stammfunktion, falls F — G
eine Konstante ist.

Man schreibt auch
F(x) = ff(x) dx.

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird auch als unbestimmtes Integral bezeichnet.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b
ff(x)dx = F() - F(a).

Man schreibt auch

Fl, = F(b)-F(a).

62



Stammfunktionen einiger Grundfunktionen:

n+1

; X
f=x',  FO)=-——0,
J=e, Fx)=e',

n+ -1,

1
fx) = pe F(x) =In|x],
f(x) = sin(x), F(x) = —cos(x),
f(x) = cos(x), F(x) = sin(x),
flx) = %xz’ F(x) = arctan(x).

Substitutionsregel: Sei f : [a,b] — W, eine stetig differenzierbare Funktionund g : D, —» W,
eine stetige Funktion mit W; C D,. Dann gilt

b 1)
f g ) dx = f g(x) dx.
a f@

Die Substitutionsregel ist die Umkehrung der Kettenregel: Sei G(x) eine Stammfunktion zu g(x).
Dann ist

d
SOV = g(f () f ()
X

und somit

b

fg(f(X))f'(X) dx = G(f(b)-G(f(a).

a

Andererseits ist aber auch
f(b)
fg(X) dx = G(f(D)-G(f(a),
fla@)

womit die Substitutionsregel bewiesen ist.

Beispiel: Wir betrachten das Integral

I = fd@ sin0(500529+30059+1).

0

Fiir die Substitution u = — cos 6 gilt

76 = sinf
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und daher ergibt sich mit Hilfe der Substitutionsregel

1
5 3
_ 2 _ 3 2
1 = fdu(Su —3u+1) = (gu —Eu +u)

1

-1

Partielle Integration: Seien f, g : [a, b] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
ff(X)'g'(X) dx = f(X)'g(X)IZ—ff'(X)'g(X) dx.

Die partielle Integration ist die Umkehrung der Produktregel. Es sei H(x) = f(x) - g(x) und
h(x) = H(x) = f()-g @+ (0 -gx.

Somit ist

b

f h(x)dx = H®).

a

Setzen wir nun die Ausdriicke fiir #(x) und H(x) ein, so erhalten wir

b b
ff(x)~g’(X) dX+ff'(x)'g(X) dx = f(x)-gWl;.

Beispiel: Wir betrachten das Integral

1

I = fdxxex.

0

Setzen wir f(x) = x und g'(x) = exp(x), so ldBt sich die partielle Integration anwenden, falls
wir eine Stammfunktion zu g’(x) kennen. In diesem Beispiel ist dies besonders einfach, es ist
g(x) = exp(x). Somit erhalten wir

1

I = )cexl(l)—fa’xe)C = (x=-1 exl(l) = 1.
0

Integrale iiber rationale Funktionen: Wir betrachten als Beispiel

1

/ fx4+3x3—12x2—3x+18

= X
(x=2)2%(x+2)
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Im ersten Schritt zerlegt man den Integranden mit Hilfe der Partialbruchzerlegung:

X +3x3 1247 -3x+ 18 1 4 2
= x+5+ + - )
x=22%(x+2) x=2? x-2 x+2

Somit ist

f(x+5) dx + (x 2)2

Wir berechnen nun die einzelnen Integrale:

L0 11
f(x+5)dx = 5x+§x20:7,
1
f ~ 1 1_1 1 1
x=22%  x=2l 22
0

1
d
f T = m(x-2)=Inl-In2=-In2,
x—2
0
rd
X
fx+2 = In(x+2|)|y =In3 -1In2,
0
Somit erhalten wir
1 1
I = S +3+4(-In2)-2(In3-In2)=6-2In2-2In3=6-2In6.

5.5.1 Uneigentliche Integrale

Unter einem uneigentlichen Integral versteht man ein Integral, bei dem eine Integrationsgrenze
unendlich ist oder bei dem der Integrand an einer Integrationsgrenze nicht definiert ist. Es kann

auch eine Kombination der beiden Fille auftreten.

Wir betrachten zunichst den Fall, daf} eine Integrationsgrenze unendlich ist. Sei f : [a, o[— R
eine Funktion, die iiber jedem Intervall [a, A] mit a < A < co Riemann-integrierbar ist. Falls der

Grenzwert

A
lim f f(x) dx
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existiert, nennt man das Integral von a bis Unendlich konvergent und man setzt

oo A
ff(x) dx = /{im ff(x) dx.

Analog definiert man das Integral fiir das Intervall | — oo, b].
Beispiel:
dx

_xz A—o00 X A—oo X
1 1

Wir betrachten nun den Fall, dal der Integrand an einer Intervallgrenze nicht definiert ist. Sei
f :la, b] — R eine Funktion, die iiber jedem Teilintervall [a + &, b] mit O < & < (b — a) Riemann-
integrierbar ist. Falls der Grenzwert

b
lim f f(x)dx
e—0+

at+e

existiert, nennt man das Integral iiber [a, b] konvergent und man setzt

b b
ff(x)dx = lil(l)}rff(x)dx

ate

Analog definiert man das Integral fiir den Fall in der die Funktion an der oberen Intevallgrenze
nicht definiert ist.

Beispiel:

1
-0+ -0+

1
dx dx 1
—~ = lim — =2 1im Vx| =2-2 lim =2.
Ve 8_>0+f N \/_L Ve

Allgemeiner Fall: Sei f :]a,b[— R, a € RU {—c0}, b € R U {oo}, eine Funktion, die iiber jedem
Teilintervall [a, 8] Cla, b[ Riemann-integrierbar ist und sei ¢ €]a, b[ beliebig. Falls die beiden
uneigentlichen Integrale

c c b B
ff(x) dx = 1im+ff(x) dx, ff(x) dx :ﬂlir}gl_ff(x) dx

existieren, nennt man das Integral {iber ]a, b[ konvergent und man setzt

b c b
ff(X)dx = ff(X)dX+ff(x)dx.
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5.6 Taylorreihen

Wir haben bereits die Reihendarstellung einiger Funktionen, wie zum Beispiel der Exponential-
funktion, Sinus oder Kosinus kennengelernt. In diesem Abschnitt geht es um die systematische
Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen.

Taylorsche Formel: Sei / ¢ Rund f : I — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funk-
tion. Dann gilt fiira € Jund x € 1

f/(a) f/l(a) 5 fl/l(a)

f™(a)
T (x—a)+ X (x—a) + 3 (x—a)3+...+ py

fx) = fla)+

(x —a)" + Ry1(x).

Hierbei bezeichnet f™ die n-te Ableitung. Fiir das Restglied gilt

Ry(x) = % f (x = 0" f"* D (@)t

Eine alternative Form fiir das Restglied geht auf Lagrange zuriick: Es gibt ein & zwischen a und
x (d.h. £ € [a, x] fiir x > abzw. € € [x, a] fiir x < a), so dal}

(n+1)
Run() = @+fﬁwwWP

Bemerkung: Dies ist eine Existenzaussage, & ist im allgemeinen schwer zu bestimmen.
In der Praxis verwendet man die ersten n Terme der Taylorentwicklung, um eine Funktion zu
approximieren und vernachlissigt das Restglied. Das vernachlissigte Restglied liefert den Feh-

ler dieser Abschétzung.

Sei nun f : I — R eine beliebig of differenzierbare Funktion und a € I. Wir definieren die
Taylorreihe einer Funktion f um den Entwicklungspunkt a:

0
Ty(x) = Z ! nfa) (x—a).

Bemerkungen:

1. Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist nicht notwendig > 0.

2. Falls die Taylorreihe von f konvergiert, konvergiert sie nicht notwendigerweise gegen f.

3. Die Taylorreihe konvergiert genau fiir diejenigen x € I gegen f(x), fiir die das Restglied gegen
Null konvergiert.

Wir geben ein Gegenbeispiel zu Punkt 2 an: Wir betrachten die Taylorreihe der Funktion

exp (—xiz), x#0,

foo) = {0 o
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im Punkte a = 0. f ist beliebig oft differenzierbar und es gilt

f0) = 0.

Die Taylorreihe von f um den Nullpunkt ist also identisch Null.

Beispiel 1: In der speziellen Relativitétstheorie ist die Gesamtenergie eines Teilchens mit Ge-
schwindigkeit vV und Ruhemasse m gegeben durch

Fiir V] < cist x = % eine kleine GroBe und wir konnen in x entwickeln:

! = 1+lx+§x2+ix3+0(x4).

V1 —x 2 8 16

Somit erhalten wir fiir die Gesamtenergie des Teilchens
1 v
E = mc*+-mv* +mc*O|—=].
2 c*
Der erste Term gibt die Ruheenergie an, der zweite Term die nicht-relativistische kinetische Ener-

gie.

Beispiel 2: Wir betrachten den Fall, daf} sich ein nicht-relativistischen Teilchen in einem Po-
tential

Vi) = Vo(l — Ccos i)

X0

bewegt. Weiter wollen wir annehmen, daf3 die Auslenkungen klein sind, d.h. es gilt |x| < xj. In
diesem Fall liefert die Taylorreihe eine gute Ndherung:

1 x? 1 x* X0
% = Vyl=—=-——=|+0|—].
) 0[2x3 24xg] ()

Beriicksichtigen wir nur den fithrenden Term der Taylorreihe,

1 2 4
V) = Vs +0(x—4),
Xo

2 Xy

so reduziert sich das Problem auf den harmonischen Oszillator.
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5.7 Orthogonale Polynome

Wir betrachten Polynomfunktionen auf einem Intervall [a, b]. Die Menge aller Polynomfunktio-
nen P : [a,b] — R bilden einen (unendlich dimensionalen) R-Vektorraum. Eine Basis dieses
Vektorraumes ist zum Beispiel durch die Monome

1ox, x2, x0, x% .

gegeben. Ebenso bildet eine Sequenz von Polynomen Py(x), Pi(x), ..., wobei P;(x) vom Grad j
ist, eine Basis dieses Vektorraumes.

Wir wollen nun ein Skalarprodukt auf diesem Vektorraum definieren. Zunichst fithren wir den
Begriff einer Gewichtsfunktion ein. Man nennt eine Funktion w : [a,b] — R eine Gewichts-
funktion, falls

1. w(x) > O fiir alle x € [a, b];

b
2. fdx w(x) > 0;

b
3. [dxw(x)x/ < eofiralle j=0,1,2,...
Bemerkung: Es ist nicht gefordert, dall die Gewichtsfunktion ein Polynom sein muf.

Seien nun P;(x) und P;(x) zwei Polynome. Mit Hilfe einer Gewichtsfunktion definieren wir nun
ein Skalarprodukt wie folgt:

b

(P.P)) = f dx w(x)P;(x)P(x).

a

Bemerkung: Diese Definition hdangt von der Wahl der Gewichtsfunktion ab !

Man nennt zwei Polynome orthogonal, falls

b

(P.P)) = f dx w(x)P;(x)P;(x) = 0.

a

Gesucht ist nun zu einer gegebenen Gewichtsfunktion eine Basis des Vektorraumes der Polyno-
me iiber [a, b], die orthogonal beziiglich des Skalarproduktes ist. In anderen Worten, gesucht ist
eine Sequenz von Polynomen Py(x), P;(x), ..., wobei P;(x) vom Grad j ist, so daf3

b
f dx wx)P{(x)Pj(x) =0  firi# j.
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Die folgende Tabelle zeigt die Intervalle und die Gewichtsfunktionen der iiblichen orthogonalen
Polynome:

Intervall Gewichtsfunktion Polynome Bemerkungen
[-1,1] 1 Legendre

[-1,1] 1/ V1 — x? Tschebyscheff

[-1,1] (1 =x?y12 Gegenbauer w>-1/2
[-1,1] (1 -x)1 +x) Jacobi a, B> -1

[0, o0] x%e™ (verallgemeinerte) Laguerre «a > —1

[—o0, 0] e Hermite

Die eigentlichen Laguerre-Polynome entsprechen « = 0.

Fiir die Nullstellen von orthogonalen Polynomen gilt: Die Nullstellen von orthogonalen Poly-
nomen sind reell, einfach und befinden sich im Intervall [a, b]. Seien x; < x, < ... < x, die
Nullstellen des Polynoms P, (x), dann liegt in jedem Intervall [a, x;], [x1, X2], ..., [Xn—1, Xn], [X2, D]
genau eine Nullstelle des Polynoms P, (x).

5.7.1 Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome P,(x) sind auf dem Intervall [-1, 1] mit der Gewichtsfunktion w(x) = 1
definiert. Sie sind wie folgt normiert:

1

f dxP,(x)P,(x)

-1

2 0
2n+1""

Explizit sind die Polynome gegeben durch

| o2 ~
Pn(x) — ﬁ Z(_l)m( I:l/l )( 2n n2m )xn—Zm,

m=0

wobei [n/2] die grofte ganze Zahl kleiner oder gleich n/2 bezeichnet. Rekursiv erhdlt man diese
Polynome durch

Pox) =1, Pi(x)=x, (m+ 1DP,1(x)=2n+ DxPy(x) —nP, 1(x).
Die erzeugende Funktion lautet:

1
VI = 2xz+ 72

Formel von Rodrigues:

= ZP,,(x)z”, “1<x<1, |d<1.
n=0

L,
Pl = g™

Die Legendre-Polynome erfiillen die Differentialgleichung
(1 = x*)P/(x) — 2xP,(x) + n(n + HP,(x) = O.
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5.7.2 Tschebyscheff-Polynome

Die Tschebyscheft-Polynome der ersten Art 7),(x) sind auf dem Intervall [—-1, 1] mit der Ge-
wichtsfunktion w(x) = 1/ V1 — x? definiert. Sie sind wie folgt normiert:

%6nm’ n i 0’
TOnm, n=0.

\/—T (X)Tm(x) = {

Explizit sind die Polynome gegeben durch

n'G (n m—1)!
() = 5y 5

m=0

(zx)n—Zm.

Rekursiv erhidlt man diese Polynome durch
To() =1, Ti(x)=x,  Tui(x) = 2xT,(x) = Ty—1(x).

Die erzeugende Funktion lautet:

1 —xz =
_ T,(x0)z7", -1<x<1, 1.
1 —2xz + 22 ,IZ(; (x)z * I <
Formel von Rodrigues:
1)1 - 2\1/2 d" e
T.(0 =D"(d =)' r (1-2) 3

2T (n+d) d
Die Tschebyscheff-Polynome erfiillen die Differentialgleichung

(1 =T/ (x) = xT(x) + n*T,(x) = O.

5.7.3 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynome L,(x) sind auf dem Intervall [0, co] mit der Gewichtsfunktion w(x) = e™

definiert. Sie sind wie folgt normiert:

[ee)

fdxe_xL,,(x)Lm(x) = 6nm'

0

Explizit sind die Polynome gegeben durch

- S e
m! n—m

m=0
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Rekursiv erhilt man diese Polynome durch
Liv=1 Li=1-x,  (n+DL(x)=(2n+1)—x) Ly(x) —nL,_;(x).

Die erzeugende Funktion lautet:

(1-2) exp( ) ZL(x)z, 12 < 1.

Formel von Rodrigues:

L,(x) = c L (K"e™)

n!dx"

Die Laguerre-Polynome erfiillen die Differentialgleichung

xL(x)+ (1 —x)L) (x) + nL,(x) = 0.

5.7.4 Hermite-Polynome

Die Hermite-Polynome H,(x) sind auf dem Intervall [—co, co] mit der Gewichtsfunktion w(x) =
¢ definiert. Sie sind wie folgt normiert:

(o)

f dxe ™™ H,(X)H,(x) = 2" \an!6,,.

—00

Explizit sind die Polynome gegeben durch

[n/2] (Zx)n -2m

Hy(x) = mZ( ' ————

m!(n—2m)!’
Rekursiv erhilt man diese Polynome durch
Ho(x) =1, Hi(x) =2x,  Hp(x) =2xH,(x) — 2nH,_(x).

Die erzeugende Funktion lautet:

[ee)

e—t2+2xt — Z 1H (X)t

n=0

Formel von Rodrigues:

dn
H,(x) = (=1)¢ dne—x2

Die Hermite-Polynome erfiillen die Differentialgleichung

H/(x) - 2xH)(x) + 2nH,(x) = 0.
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6 Differentialgleichungen

Wir wollen nun Gleichungen betrachten, die eine unbekannte Funktion und deren Ableitung
enthalten. Diese Gleichungen nennt man Differentialgleichungen. Tritt nur die Ableitung nach
einer Variablen auf, spricht man von einer gewohnlichen Differentialgleichung. Hingt dagegen
die gesuchte Funktion von mehreren Variablen ab, und treten Ableitungen nach verschiedenen
Variablen auf, so spricht man von einer partiellen Differentialgleichung. Wir behandeln zu-
nédchst gewohnliche Differentialgleichungen. Beispiele sind

O fi@-b -0,
i) f'(0)-a -0,
i) f;()+Af ) =0,
@) () + @ fi (1) = 0.

Durch Differenzieren iiberzeugt man sich, da3

(i) f1(x) = bx+cy,
(i) fHLx) = %ax2 + c1X + ¢,

(iii) f3(x) = coe™,

(iv) fi(x) = ¢y sin(wx) + ¢; cos (wx)

Losungen sind. Hierbei sind ¢, ¢y, ¢, frei wéihlbare Konstanten. Wir mochten nun Methoden be-
trachten, die uns erlauben diese Losungen zu bestimmen. Die vier obigen Beispiele sind die am
hdufigsten vorkommenden Differentialgleichungen in der Physik: Beispiel (i) entspricht der Be-
wegungsgleichung eines Teilchens mit konstanter Geschwindigkeit, Beispiel (i1) entspricht der
Bewegungsgleichung eines Teilchens mit konstanter Beschleunigung, Beispiel (iii) beschreibt
den radioaktiven Zerfall und Beispiel (iv) den harmonischen Oszillator.

Definition: Sei D eine Teilmenge von R? und

G : D->R,
(x,y) = G(x,y)

eine stetige Funktion. Dann nennt man

’

Yy = GxYy)

eine Differentialgleichung erster Ordnung. Unter einer Losung versteht man eine auf einem
Intervall I C R definierte differenzierbare Funktion

f : I-R

mit folgenden Eigenschaften:
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e Der Graph von f ist in D enthalten, d.h.
I'y={(x,y) eI xR:y= f(x)} CD.
e Esgilt
') = Gx, f(x).

Beispiel: G(x,y) = —Ay fiihrt auf die Differentialgleichung

') = =Af().
Bemerkung: Hingt die Funktion G nur von x, aber nicht von y ab, so hat man
') = Gx)

und man erhilt eine Losung durch Integration:

X

flx) = c+fG(x) dx.

X0

Wir definieren noch Differentialgleichungen hoherer Ordnungen: Hierzu betrachten wir zunéchst
Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung und zeigen dann, daB sich Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung auf ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung reduzieren
lassen.

Sei D eine Teilmenge von R X R” und
G : D— R”,
(x,5) = G (x.))
eine stetige Funktion. Dann nennt man
y'o= 6y

ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Unter einer Losung versteht man
eine auf einem Intervall / C R definierte differenzierbare Funktion

f : I >R
mit folgenden Eigenschaften:
e Der Graph von f ist in D enthalten.
e Esgilt
fro = G(x flw).
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G and f sind Vektoren. Schreiben wir diese in Komponenten

G L (N
7=
fn

so ergibt sich ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung:

G=

Gy

[ = Gi(x, fi(x), s fu(0)),
fZ,(x) = GZ (X, fl(-x)’ seesy ﬁl(x))’
L) = Gu(x, fi(x), s fu())

Beispiel: Fiir n = 2 fiihrt die Abbildung

— )’1
G (x, yo, =
(X, y0, 1) ( Py )

auf das System

i = fitv),

[l = —w*folx).
Sei D eine Teilmenge von R X R” und
G : DR,

(x.5) = G ()
eine stetige Funktion. Dann nennt man
Y= Gy ™)

eine Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Unter einer Losung versteht man eine auf einem
Intervall 7 C R definierte differenzierbare Funktion

f : I-R
mit folgenden Eigenschaften:

e Die Menge

{630 315 s yuc) € IXR 2y = fP(x),0 < j <}

ist in D enthalten.
e Esgilt
fP00 = G (6 ), £/, 0 [ 0).
Beispiel: G(x, y1,y,) = —w?y, fiihrt auf die Differentialgleichung zweiter Ordnung

') =~ f(x).
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6.1 Reduktion einer Differentialgleichung hoherer Ordnung auf ein Sy-
stem erster Ordnung

Sei nun eine Differentialgleichung n-ter Ordnung gegeben:

Y= G(x,y,y',-'-’y(n_l))

Fiir
Yo Y1
5 _ ’ G» _ ,
Y Yn-2 ~yn—l
Yn-1 G(X,_)_})

betrachten wir das System von n Differentialgleichungen erster Ordnung:
y'o= 6(xY)

Ausgeschrieben in Komponenten haben wir

yE) = Vi
Yio = o
y;l—z = yn—l’

y;l_l G(X,YO,)’l,---,Y(n—l))-

Wir betrachten nun die n-te Ableitung von yj:

n) _ (n=1) _ .n-2) _
Yoo = ¥ =y, =

cee = y;z—l = G(X,YO,,Vl, ---ay(n—l))

= G (x, Y0 Yo» ...,ygl_l)) .

Somit erhélt man die Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung, indem man zunéchst das
zugehorige System von n Differentialgleichungen erster Ordnung 16st. Ist diese Losung ﬂx), SO
ist die erste Komponente von f Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung. (Die weiteren
Komponenten von f sind die Ableitungen der ersten Komponente.)

Beispiel: Zu der Differentialgleichung zweiter Ordnung

f'(x) = - f(x).

gehort das System von Differentialgleichungen erster Ordnung

f(;(x) = fl(x),
f(x) —w’ fo(x).
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6.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines
Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung. Wie wir im obigen Abschnitt gesehen ha-
ben, lassen sich Differentialgleichungen hoherer Ordnung immer auf ein System erster Ordnung
zuriickfiihren.

Definition: Sei D eine Teilmenge von R X R” und

-

G : D—->R"
(x.5) = G (x.9)
eine Funktion. Man sagt, G geniigt in D einer Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstanten
L > 0, falls fiir alle (x, ), (x,2) € D gilt
G(x7)-Gxa| < Lfp-1.

Man sagt, G geniigt in D lokal einer Lipschitz-Bedingung, falls jeder Punkt (x, y) € D eine Um-
gebung U besitzt, so da3 G in D N U einer Lipschitz-Bedingung mit einer von U abhédngigen
Konstanten L gentigt.

Satz: Sei D offen. Ist die Funktion G (x,¥) beziiglich der Variablen ¥ = (y, ..., y,) stetig par-
tiell differenzierbar, so gentigt G in D lokal einer Lipschitz-Bedingung.

Satz iiber die Eindeutigkeit von Losungen: Wir setzen voraus, daf} die Funktion G in D lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Seien f(x) und g(x) zwei Losungen der Differentialgleichung

¥o= G5
tiber einem Intervall / C R. Gilt dann
fro) = &)
fiir ein x( € 1, so folgt
fo = gw

fur alle x € 1.

Satz iiber die Existenz von Losungen von Picard — Lindel6f: Sei D offen und G : D — R" eine
stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem (xo, o) € D
ein € > 0 und eine Losung

f t o [xo—&,x9+¢€] o R”
der Differentialgleichung ¥’ = G (x, ¥) mit der Anfangsbedinung
J?(XO) = Yo

Bemerkung: Ubertriigt man dies auf eine Differentialgleichung n-ter Ordnung, so wird eine Lo-
sung eindeutig durch n Anfangsbedingungen f(xo), f'(xo), ..., f* P(xo) bestimmt.
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6.3 Elementare Losungsmethoden
Differentialgleichung mit separierten Variablen: Seien /, J C R offene Intervalle und
h:I—>R, k:J—>R,

zwei stetige Funktionen. Es gelte ausserdem k(y) # O fiir alle y € J. Wir betrachten eine Diffe-
renzialgleichung erster Ordnung

/

Yy = GxYy)

Die Funktion G ist auf dem Gebiet D = [ X J definiert und wir nehmen an, daf} die Variablen
sich trennen lassen:

G(x.y) = h(k().

Sei nun (xo, yo) € I X J. Wir setzen

X

,
d
H(x) = f hode,  K(y) = f W;)

X0 Yo

Es sei I’ C I ein Intervall mit xo, € I’ und H(I”) C K(J). Dann exisitiert genau eine Losung
f:I' > R mit

S (x0) = yo.
Diese Losung erfiillt die Beziehung
K(f(x) = H).
Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung
y = 2xe”

und suchen eine Losung zu der Anfangsbedingung f(0) = c¢. Die Variablen sind klarerweise
getrennt. Fiir dieses Beispiel konnen wir

h(x) =2x, k(y)=e"

setzen. Wir erhalten

H(x) = thdt:xz,

K@) = — = - ¢



Somit

/™ _ef = ¥

Umgeformt ergibt sich
f@) = In(x’+e).
Als zweites Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung

yr — y2.

Gesucht ist eine Losung zu der Anfangsbedingung y(0) = 1. Wir haben

d
—z = dx,
y
und somit liefert die Integration
-— = x+c
y
Durch Auflosen nach y erhilt man
3 1
YT Ty e

Die Anfangsbedingung y(0) = 1 liefert ¢ = —1, somit lautet die Losung

1
1-x

y:

Diese Losung hat einen Pol bei x = 1. Dies veranschaulicht die Bedeutung des Satzes von Picard-
Lindelof, der eine Losung lokal um den Punkt x, = O garantiert: In diesem Fall erhélt man eine
Losung auf dem Intervall | — oo, 1[ zu der Anfangsbedingung y(0) = 1. Die Losung 148t sich nicht
stetig tiber den Punkt x = 1 hinaus fortsetzen.

Wir betrachten einen weiteren Typ von Differentialgleichungen: Sei J C R ein Intervall, g :
J — R eine stetige Funktion und

1):{@weWxKXe4.
X
Wir betrachten die Differentialgleichung

£ )

Diese Differentialgleichung kann auf eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen zu-
riickgefiihrt werden. Hierzu betrachten wir die Differenzialgleichung

1
7 = —-@l-2.
X
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Sei I ¢ R* ein Intervall und (xq, yg) € D ein Punkt mit x, € /. Eine Funktion f(x) ist genau dann
Losung der ersten Differentialgleichung zum Anfangswert f(x) = yo, falls die Funktion

fo = 19

X

Losung der zweiten Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung f(xo) = yo/xo ist.

Beweis: Setzen wir z = y/x, so ist

dz — y ¥y _1(, y\_ yy_yl_1
== —ma =y -2)=lg(3) -2 = 6@ -2,
X x> x X x/ x\x) xI x
Beispiel:
2
y = 1+ Y, (X)
x \x
Die Substitution z = y/x fiihrt auf
ro— _ 1+ 2 ,
7= 1142
also
dz  dx
1+22  x

Mit der Anfangsbedingung z(xy) = zo = yo/xo findet man

X
arctanz — arctanzy = In—,
X0
also
X
zZ = tan (ln — + arctan zo) .
X0
Die Riicksubstitution y = xz liefert
X
y = x tan (ln — + arctan &).
X0 X0

6.4 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten nun einen wichtigen Typ von Differentialgleichungen. Ist die Funktion G(x, y)
linear in der Variablen y, so spricht man von einer linearen Differentialgleichung. Es sei ange-
merkt, dall nicht gefordert wird, dal G(x,y) auch linear in x ist. Ebenso spricht man bei einem
System von n Differentialgleichungen erster Ordnung von einem linearen Differentialgleichungs-
system, falls G(x, ¥) linear in ¥ ist.
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Wir betrachten zunéchst eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Da G(x, y) linear
in y ist, ldsst sich diese Funktion zweier Variablen aufgrund der Linearitdt mit Hilfe zweier
Funktionen a(x) und b(x) wie folgt schreiben:

G(x,y) = ax)y+b(x).

Sei I ein Intervall und seien a,b : I — R zwei stetige Funktionen. Die lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung lautet

’

Yy = a(x)y + b(x).

Man spricht von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung, falls die Glei-
chung von der Form

’

Yy = alx)y

ist. Ist im ersten Fall b(x) # 0, so spricht man auch von einer inhomogenen Gleichung.

6.4.1 Losung der homogenen Gleichung

Wir betrachten zuniéchst die homogene Gleichung. Wir werden spéter sehen, daf die Losungen
der homogenen Gleichung auch eine Rolle bei der Losung der inhomogenen Gleichung spielen.
Die homogene Differentialgleichung ist eine Gleichung mit getrennten Variablen und man erhilt
als Losung zum Anfangswert y(xg) = ¢

y(x) = cexp (fa(t) dt].

X0

Beispiel: Die Differentialgleichung

Yy = 2xy

hat zum Anfangswert y(0) = 1 die Losung

y(x) = exp [2 ft dt} = exp (xz).

0

6.4.2 Losung der inhomogenen Gleichung

Wir betrachten nun eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
y = a(x)y+ b(x).

Sei ¢ : I — R eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung, d.h.

¢'(x) = alx) ¢(x).
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Sei weiter ¢(xy) # 0. Dann ist auch ¢(x) # O fiir alle x € I, da die Exponentialfunktion stets
positiv ist. Fiir die gesuchte Losung der inhomogenen Gleichung machen wir daher den Ansatz

) = ox) gx).
Nun ist
f'(x) ¢'(x) g(x) + @(x) g'(x) = a(x) p(x) g(x) + ¢(x) g'(x).

Andererseits ist

a(x) f(x) +b(x) = alx) ¢(x) g(x) + b(x),

und somit

e(x) g'(x) = b(x).

Da nach Voraussetzung ¢(x) # 0 ist, erhilt man

, b(x)
('x) = —
¢ @(x)
und die Funktion g(x) ergibt sich zu
C b(r)
(x) = c+ | —dt.
¢ (1)

X0

Wir fassen zusammen: Die Losung der inhomogenen Gleichung y' = a(x)y + b(x) mit der An-
fangsbedingung f(xy) = c ergibt sich zu

fo) = [c+ f % dr] o),

wobei

p(x) = exp [fa(t) dt}

X0

eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ist. Losungen der homogenen
Gleichung haben die Form ¢’¢(x). Bei der Losung der inhomogenen Gleichung spricht man von
der “Variation der Konstanten”, da die Konstante ¢’ durch die Funktion g(x) ersetzt wird.

Beispiel: Wir betrachten die inhomogene Gleichung

’

y = 2xy+x°
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und suchen die Losung zur Anfangsbedinung f(0) = 1. Die Losungen der homogenen Gleichung
haben die Form

p(x) = cexp (xz) .
Wir machen nun den Ansatz
f) = get.
Fiir g(x) erhidlt man die Differentialgleichung
g = xe,

und somit

X

glx) = c+f‘t3e_t2 dt.

0

Wir berechnen das Integral mit Hilfe der Substitution s = > und partieller Integration

X x2 )Cz )Cz
1 1 d 1 F 1
ft3e_’2 dt = Efse_s ds:—ifs(ge”) ds = —Ese_so +Efe_s ds
0 0 0 0
1, o 1 o 1 1 1 N e
= —Exe —ze +§—§—§(1+X)€ .

Man erhilt als Losung der inhomogenen Gleichung

fx) = |[c+

(1 + xz) e

e)‘z:—%(l+x2)+(c+%)ex2.

N =
N =

Wir bestimmen noch die Konstante ¢ aus der Anfangsbedinung f(0) = 1:

: +|c+ ! 1
—+le+=]| = 1,
2 2
c =1
Somit lautet die vollstandige Losung
1 N 3 e
fx) = —§O+x)+§e.

83



6.4.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System von n linearen Differentialgleichungen erster Ordnung. Es ist zweck-
maissig, nicht nur reellwertige Funktionen, sondern auch komplexwertige Funktionen zu betrach-
ten. Dies ist eine naheliegende Erweiterung. Ein System von n komplexwertigen Differentialglei-
chungen ist dquivalent zu einem System von 2n reellwertigen Differentialgleichungen, da man
eine komplexwertige Funktion immer in zwei reellwertige Funktionen aufspalten kann, die den
Real- und Imagimarteil beschreiben. Sei K also R oder C. Weiter sei / C R ein Intervall. Beachte
das I immer eine Teilmenge von R ist. Gegeben seien n> Funktionen

ajj I - K, 1Si,j§n,

X — aij(x),

die wir in einer Matrix A(x) zusammenfassen:

an(x) ap(x) ... apx)
Ay) = an(x) an(x) .. an(x)
an(X)  ap(x) ... ap(X)
Weiter seien n Funktionen
b, : I —>K, 1<i<n,
x = bi(x),

. . . . -
gegeben, die wir in einem Vektor b(x) zusammenfassen:

bi(x)
B = by(x)
by(x)
Dann beschreibt die Gleichung
¥'o= AW+ b)

ein System von n inhomogenen linearen Differentialgleichungen. Die zugehorige homogene
Gleichung lautet

y'o= AWy

Satz: Sei I ein offenes Intervall und seien alle Funktionen a;; und b; stetig. Dann hat die inho-
mogene Differentialgleichung auf ganz I genau eine Losung zu der Anfangsbedingung y(xo) = ¢.

Bemerkung: Der Satz von Picard-Lindelof garantiert nur die Existenz einer Losung in der Um-
gebung eines Punktes x. Die wesentliche Aussage dieses Satzes ist, daf} eine Losung auf ganz 1
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existiert.

Wir betrachten zunichst wieder die homogene Gleichung. Wir bezeichnen mit L die Menge aller
Losungen ¢ : I — K" der homogenen Gleichung

¢'(x) = AWE(x).

Satz: Die Menge L aller Losungen ist ein Vektorraum iiber K. Der Beweis ist recht einfach:
Zuniachst ist die Menge L nicht leer, da die Nullfunktion O offensichtlich eine (triviale) Losung
der Differentialgleichung ist. Seien nun @,/ € L und A € K. Nun ist

(B+9) = @ +d =A@+
(Ag) = A¢’ =g =A(19).
Satz: Der Vektorraum L hat die Dimension n. Seien & (x), ..., ¢,(x) Losungen der homogenen
Gleichung. Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:
e &(x), ..., $,(x) sind linear unabhingig und bilden somit eine Basis von L.
e Es existiert ein xq € I, so daB} die Vektoren &;(xy), ..., .(xp) € K" linear unabhingig sind.

e Fiir alle x; € I sind die Vektoren @;(xy), ..., $.(x) linear unabhéngig.

Die wesentliche Aussage dieses Satzes besteht darin, daf es fiir einen Satz von Losungsfunktio-
nen g (x), ..., ¢,(x) geniigt, fiir einen Punkt x, zu iiberpriifen, ob die Vektoren & (xp), ..., G.(xo)
linear unabhingig sind. Damit sind dann auch automatisch die Losungsfunktionen linear unab-
hingig. Der Test, ob eine Menge von Losungsfunktionen linear unabhingig ist, reduziert sich
also auf ein Problem der linearen Algebra.

Wir bezeichnen eine Basis des Vektorraumes L als ein Losungs-Fundamentalsystem. Wir kon-
nen die Losungen ¢;(x) in Spaltenform schreiben:

@1 j(x)
Gi(x) = . |, 1<j<n
<Pnj(x)
Dies definiert eine Matrix

e11(x) . @1a(x)
O(x) =
®nl ()C) oo Qpnn(x)

Mit Hilfe des vorherigen Satzes bilden die Losungen @ (x), ..., ¢,(x) eine Basis, falls fiir einen
Punkt x5 €

det O(xp) # O
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gilt. Die allgemeine Losung des homogenen Systems 148t sich schreiben als

QB(X) = Cl‘ﬁl(x) +...t cn‘ﬁn(x)a

also
C1
¢(x) = D)0, =1 .. |.
Cn
Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung
Vo= AWY + b,

und bezeichnen mit L die Menge aller Losungen f : I — K" der inhomogenen Gleichung. Wie
zuvor bezeichne L die Menge der Losungen der zugehdrigen homogenen Gleichung.

Satz: Sei f?) € L eine Losung der inhomogenen Gleichung. Dann gilt
L = fo+L.

Man erhilt also die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung aus der Summe einer spe-
ziellen Losung der inhomogenen Gleichung plus der allgemeinen Losung der homogenen Glei-
chung.

Man bestimmt eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung mit Hilfe der Variation der
Konstanten: Beschreibe ®(x) das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Fiir die Lo-
sung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz

-

) = OFX).
Dies eingesetzt liefert
Fr = PWE® +eWE () = AWPEZR) + PF (1) = AXPXZ() + b(x),
also
OE'(x) = blx).
Da det @(x) # O fiir alle x € [ ist, existiert ®~'(x). Somit
g’ = o'(b)

und

X

gx) = ¢+ f O (H)b(1) dt.

X0
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6.4.4 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Wir hatten schon gezeigt, daf sich eine Differentialgleichung n-ter Ordnung immer auf ein Sy-
stem von n Differentialgleichungen erster Ordnung reduzieren 146t. In diesem Abschnitt soll auf
speziellen Fall einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung néher eingegangen werden.

Essei/ € Rein Intervallund g, : I - K (0 < k < n)und b : I — K stetige Funktionen.
Wie zuvor betrachten wir entweder reellwertige oder komplexwertige Funktionen. Man nennt

Y+ @ (Y + L+ @i ()Y +ag(x)y = b(x)

lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b(x) = 0, so spricht man von einer homogenen
Gleichung. Das zugehorige System von n Differentialgleichungen erster Ordnung ist gegeben
durch

y6 = Y
yio=
y:L—Z = )’n—l,
Yooy = =1 (XYt — oo — a1 (0)y1 — ap(X)yo + b(x),
also
Yo 0 1 0o .. 0 0
i 0 0 1 0 0
y=| .. |, A=| .. , b= ..
Yn-2 0 0 0 1 0
Yn-1 —ap(x) —a;(x) —ax(x) ... —a,.1(x) b(x)

Wir iibersetzen nun die Aussagen iiber Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung
auf die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung:

Satz: Sei L die Menge aller Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ord-
nung und L die Menge aller Losungen der inhomogenen Gleichung. Dann gilt:

1. L ist ein Vektorraum der Dimension #.
2. Fiir ein beliebiges fy(x) € L gilt
L = f() + L.

3. Ein n-Tupel ¢(x), ..., ¢,(x) € L von Losungen der homogenen Gleichung bildet genau
dann eine Basis von L, falls fiir ein xy € I (und damit fiir alle x € 1) gilt:

@1(xo) e n(x0)

@7 (x0) e @ (X0)

Wi(xy) = det # 0.

@ Pxo) o @l P (x0)

87



Man bezeichnet W(x) als Wronski-Determinante.
Beispiel: Die Differentialgleichung
1 1

"o /+_ —
Y ny 2x2y

besitzt auf dem Intervall I =]0, co[ die Losungen
pi(0) =x, @) = Vx,

wie man leicht durch Einsetzen iiberpriift. Die Wronski-Determinante ist

x Vx

1
1 2—\/}

1
W(.X) = = —5 \/;

Es ist W(x) # 0 fiir alle x € I, und somit spannen ¢; und ¢, den Losungsraum auf.

6.5 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten*
6.5.1 Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten®
Wir betrachten das lineare Differentialgleichunbgssystem

¥ o= AV +b(),

wobei A eine n X n-Matrix ist. “Konstante Koeffizienten” bedeutet, dall A von x unabhéngig
ist, b(x) darf dagegen von x abhidngen. Wir suchen ein Fundamentalsystem fiir die homogene
Gleichung

y'o= 4y,

eine Losung fiir die inhomogene Gleichung kann dann mittels der Technik der Variation der Kon-
stanten erhalten werden.

Satz: Sei v, ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A. Dann ist

gB(x) = \_ﬁeh

eine Losung der homogenen Gleichung.

Beweis: Fiir einen Eigenvektor gilt per Definition AV, = AV;. Wir berechnen @ ’(x):

d
B'(x) = Vi—e¥ = A" = AV eV = A@(x).
dx
Satz: Besitzt die Matrix A eine Basis V,,, ...., ¥;, von Eigenvektoren mit den paarweise verschie-

denen Eigenwerten Ay, ..., 4,, so bilden die Funktionen

G(x) = \7},{61")‘, 1<k<n,



ein Fundamentalsystem von Losungen der homogenen Differentialgleichung.

Beweis: Oben wurde bereits gezeigt, daBl jede dieser Funktionen eine Losung der homogenen
Gleichung ist. Es bleibt zu zeigen, dal diese n Losungen den gesamten Losungsraum aufspan-
nen. Hierzu gentigt es zu zeigen, daf die Vektoren gi(x = 0) = ¥, k = 1, ..., n, linear unabhingig
sind. Nach Voraussetzung bilden die v, , ..., v, eine Basis des K", sie sind daher linear unabhin-
gig.

Fazit: Die Bestimmung eines Fundamentalsystems reduziert sich fiir ein System linearer Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auf die Bestimmung von Eigenwerten und
Eigenvektoren einer Matrix.

Bemerkung: Nicht immer exisiert eine Basis aus Eigenvektoren der Matrix A. Eine solche Basis
existiert genau dann, wenn A diagonalisierbar ist. Ein Matrix ist aber immer triagonalisierbar,
d.h. sie kann durch einen Basiswechsel auf eine obere Dreiecksgestalt gebracht werden. Hat man
ein lineares Differentialgleichungssystem mit einer nicht-diagonalisierbaren Matrix, so bringt
man das System zunichst auf eine obere Dreiecksform. Man 16st dann die letzte Gleichung und
setzt diese Losung dann in die vorletzte Gleichung ein. Dies ergibt eine inhomogene Differenti-
algleichung (in einer Variablen) die man mit den bekannten Methoden 16sen kann. Man iteriert
nun diese Prozedur, bis alle Gleichungen gelost sind.

6.5.2 Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten*

In diesem Abschnitt betrachten wir eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten. Dieser Fall kommt in der Anwendung oft vor. Fiir diesen Typ von Differen-
tialgleichungen gibt es eine gute Losungstheorie iiber den komplexen Zahlen. Die Bestimmung
eines Fundamentalsystems ist wesentlich einfacher im Vergleich zum vorherigen Abschnitt. Da-
her betrachten wir in diesem Abschnitt nur die komplexen Zahlen.

Es seien (n + 1) komplexe Zahlen a; € C, (0 < i < n) gegeben. Wir betrachten die homoge-
ne Differentialgleichung

ay"” + a7V + o+ ayy +agy = 0.
Zu dieser Differentialgleichung betrachten wir das Polynom
P =aA"+a, A" + . +ad+ay € ClA]
Satz: Ist Ay eine Nullstelle von P(A), so ist
p(x) = v

eine Losung der homogenen Differentialgleichung.
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Zum Beweis betrachten wir zunichst die j-te Ableitung von ¢(x):

d’ _
ESO(X) = Ay ¢(x).
Eingesetzt in die linke Seite der Differentialgleichung erhélt man
a0 + a, 10"V + L+ + agp = @A + @y A o+ o+ @y A + agy
(a,,/lg + an_l/lg_l + .. ta A+ ao)go =P(1y) ¢ =0.

Die Suche nach den Losungen der homogenen Differentialgleichung reduziert sich daher auf die
Bestimmung der Nullstellen des Polynoms P(A).

Satz: Falls die Nullstellen Ay, ..., 4, des Polynoms P(1) paarweise verschieden sind, so bilden
die Funktionen

gi(x) = €%, 1<i<n,
ein Fundamentalsystem fiir die Losungen der homogenen Differentialgleichung.

Beweis: Wir miissen iiberpriifen, dal die Losungen linear unabhingig sind. Hierzu betrachten
wir die Wronski-Determinante am Punkte x, = O:

1 .
LA A,
wo) = |2 2 .2
PUSLIND Ul L

Eine Determinante dieser Form bezeichnet man als Vandermondesche Determinante. Fiir die
Vandermondesche Determinante gilt

wo) = [ [(a-2)=0,

i>j
da nach Voraussetzung alle Nullstellen paarweise verschieden sind.
Wir miissen noch den Fall betrachten, daf einige Nullstellen mehrfach auftreten. Das Polynom
P(1) habe also die paarweise verschiedenen Nullstellen A; mit Vielfachheiten v;, wobei 1 <i <r

und vy + ... + v, = n gilt.

Satz: Die homogene lineare Differentialgleichung
d
P|— = 0
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besitzt ein Losungs-Fundamentalsystem aus folgenden Funktionen:
@ii(x) = X', 1<i<r 0<j<vi—1.

Beispiel: Gesucht ist ein Losungs-Fundamentalsystem der Differentialgleichung

y' =2y +y = 0.
Das zugehorige Polynom lautet

PQ) = F-22+1=@Q-1).
Also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch
{e, xe'}

und die allgemeine Losung lautet

y = (c1x+cp)e’.

Den obigen Satz sieht man leicht ein, wenn man

d n
Z_aly =0
()

betrachtet. Fiir j € Nj ist
d . ,
(dx - /l) welt = jen

und somit

d o |
(a—/l) Y = j(j—l)...(j—n+1)x]—ne/lx

Fiir j < n ist einer der Vorfaktoren Null, und somit ist x/e** Losung der homogenen Differential-

gleichung fiir alle 0 < j < n.

Die inhomogene Gleichung

ay"” + a1y + L+ ay +agy = b(x).

16st man wie {iiblich, indem man zuerst die allgemeine Losung der homogenen Gleichung be-
stimmt. Man fiihrt dann die Differentialgleichung n-ter Ordnung auf ein System von n Gleichun-
gen erster Ordnung zuriickfiihrt und bestimmt hierfiir eine spezielle Losung. Die allgemeine
Losung ist dann gegeben als die Summe einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung

plus die allgemeine Losung der homogenen Gleichung.
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Fiir den speziellen Fall, dal der inhomogene Term von der Form
b(x) = ce*
ist, wobei « keine Nullstelle des zur homogenen Gleichung assozierten Polynoms P(Q) ist, d.h.
Pk)y # 0,

gibt es ein vereinfachtes Verfahren: Die Funktion

C

fx) = %em

ist eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

6.5.3 Der harmonische Oszillator*

Gesucht ist eine reellwertige Funktion x(¢) die folgende Differentialgleichung erfiillt:

d2
ﬁx + Zuax + a)(z)x = Acos(Weyt)

In der Physik ist es iiblich, Ableitungen nach der Zeit mit einem Punkt zu kennzeichnen:
d
x(t) = —x(1).
X(1) 750
Somit schreibt man die obige Gleichug auch oft als
X+ 2ux + w(z)x = Acos(Weyl)

wy ist die Eigenfrequenz des harmonischen Oszillators, der Term proportional zu p beschreibt die
Dampfung, die rechte Seite eine dullere treibende Kraft. Wir konnen ¢ > 0 und wy > 0 annehmen.

Es ist einfacher, zunédchst eine komplexwertige Funktion z(#) zu suchen, die die Differential-
gleichung

P2ui+wiz = Al
erfullt, und dann den Realteil zu nehmen:
x(t) = Re z(d).
Wir betrachten zunéchst die homogene Gleichung:

P+2ui+wiz = 0.
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Das zugehorige Polynom lautet
P() = A% +2ud+ wj.

Wir bestimmen die Nullstellen von P. Hierzu betrachten wir die Fille * < wj, u*> = wj und

W > wf getrennt.

1. Fall: 1* < wj. Dieser Fall beschreibt eine kleine Ddmpfung.

A = —piw)—p?=—ptio,

wobel wir

gesetzt haben. Wir erhalten somit das Losungsfundamentalsystem

pi(1) = e, py(1) = e,
und die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung lautet in diesem Fall

o(f) = cre e + cre e,
2. Fall: 4% = w;. In diesem Fall erhalten wir eine doppelte Nullstelle
A = —u=-w.
Das Losungsfundamentalsystem lautet
o) =™, 1) =te,
und die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung lautet in diesem Fall
o) = cre™ +cote™.

Den Fall 4 = wj bezeichnet man als aperiodischen Grenzfall.

3. Fall: 1> > w}. In diesem Fall erhalten wir reelle Nullstellen

A = —p+ 12— wg.

Beide Nullstellen sind negativ. Wir setzen

H1=pA AP - @), == A2 - Wl
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Das Losungsfundamentalsystem lautet
pi(t) =™, po(t) = e,
und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet in diesem Fall
o) = cie™ + cre .

Den Fall u* > wj bezeichnet man als Kriechfall.

Wir betrachten nun den Fall einer schwachen Dampfung mit einer dufleren treibenden Kraft,
d.h. fiir 4> < w} die inhomogene Differentialgleichung

PH2ui+wiz = Al

Wir kénnen annehmen, dall w,,, reell und positiv ist. Wie bereits oben gezeigt, ist das Funda-
mentalsystem der homogenen Gleichung gegeben durch
iwt

i(t) = e e 0(t) = e e w= wy — 2.

Fiir 4 > 0 haben wir immer
Wery # —HEiw,

somit ist (iw,,,) keine Nullstelle von P(1) und eine spezielle Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung ist

2,2 _n;
f() (l) — A eiwextt — A eia)ex,t A 0‘)0 Wy Zl:uwext
P (iw,y) w2 — W2, + 2iuw 2 2\ 2.2
e 0 ext HWext (wo - wext) + 4lu Weyr

eiwextt

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist somit

2 2
Wy — Wy —

2
2,2 2,2
(wo wext) + 4/1 Wy

2iUWey . .
el 4 cre M 4 cre M.

() = A

Es bleibt noch der Spezialfall u = 0 und w = wy = w, zu diskutieren. Man bezeichnet diesen
Fall als Resonanzfall. Dies entspricht der Differentialgleichung

P+w’z = A
Das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist

i) =€, t) = e

Wir schreiben die Differentialgleichung zweiter Ordnung um auf ein System zweier Gleichungen

erster Ordnung:
20 _ 0 1 <0 i O
)~ =0? 0\ z Aer |
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Das Losungsfundamentalsystem fiir dieses System lautet

eiwt e—iwt
(D(t) = (iweiwt _iwe—iwt

Das Inverse dieser Matrix lautet

: s —iwt  __ ,—iwt
o) = i ( iwe e )

20) _iwelwt elwt

Wir berechnen nun

t t

f O Db(Ddi

0 0

I
l\.)| -
g

i
—_
L
g €
S
& E
*UL
g 1
~ E
=
~———
—_—
8
. O
g
]
~———

Damit ergibt sich eine spezielle Losung zu
4 i 1 i L i
5 B _Ltelwt _ _e—lwt + _elwt
-1
o) [ormbnar = A T B
0

Wir benétigen die erste Komponente dieses Vektors, auBerdem konnen wir Terme, die nur Line-
arkombinationen der homogenen Losungen sind, zur Bestimmung der speziellen Lsoung weg-
lassen. Wir erhalten also

() = ———Ate™
2w

als eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Die allgemeine Losung im
Resonanzfall ist somit

iwt

i : - _
(1) = —2—Ate"‘” + 1 + cye
w

Die Amplitude des ersten Terms wichst linear mit ¢ an.

6.6 Exakte Differentialgleichungen und integrierende Faktoren*

Eine gewohnliche Differentialgleichung der Form

a(x,y) + b(x,y)y’ = 0
nennt man exakt, falls es eine stetig differenzierbare Funktion F(x,y) gibt, so dal

OF (x,y)

alx,y) = Fram
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OF(x,y)

b(x,y) = o

ist. Ist die Funktion F'(x, y) bekannt, so erhilt man eine Losung der Differentialgleichung durch
Auflosen der impliziten Gelichung

F(x,y) = ¢

nach y, wobei ¢ eine Integrationskonstante ist. Es 148t sich zeigen, dall eine Funktion F(x,y)
genau dann existiert, falls

(%a(x, y) = %b(x, y)
ist.
Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung
3x*tany + x° (1 + tan’ y) y = 0.
Diese Differentialgleichung ist exakt, die Funktion F(x, y) lautet
F(x,y) = x> tan v,

wie man leicht durch Nachrechnen iiberpriift:

0

—F(x,y) = 3x% tan v,
0x
0
a—yF(x, y) = X (1 + tan’ y) .
Somit miissen wir die Gleichung
x° tan y = ¢
l6sen. Dies ergibt
c
y = arctan (—3) .
X

Gilt fiir eine Differentialgleichung

a(x,y) + b(x,y)y’ = 0
0 0
a—ya(x, y) # ab(x, y),
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so ist sie nicht exakt. Findet man aber eine Funktion c(x, y) # 0, so da3

0 0
8_ (a(-x’ )’)C(xa .V)) = - (b(-x’ )’)C(xa y)) 5
'y 0x
gilt, so ist die Differentialgleichung

a(x, y)e(x,y) + b(x,y)c(x,y)y’ = 0

exakt. Da nach Voraussetzung c(x,y) # O fiir alle x und y ist, so ist eine Losung dieser Differen-
tialgleichung auch eine Losung der urspriinglichen Gleichung und umgekehrt. Man bezeichnet
die Funktion c(x, y) als integrierenden Faktor.

Beispiel: Wir betrachten fiir x > 0 die Differentialgleichung
3tany + x(l + tanzy)y’ = 0.

Diese Differentialgleiching ist nicht exakt, da
2(3 tany) = 3(1 +tan2y) # (1 +tan2y) = ix(l +tan2y).
ay 0x

Allerdings ist die Funktion

c(xy) = x°

ein integrierender Faktor (und ungleich Null fiir x > 0). Multiplikation mit c(x, y) = x> ergibt die
exakte Differentialgleichung

3x2tany+x3(1+tan2y)y’ = 0,

deren Losung wir schon oben betrachtet haben.
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7 Die Eulersche Gamma-Funktion®

In diesem Abschnitt behandeln wir die Eulersche Gamma-Funktion.

Definition: Sei x > 0. Man definiert die Eulersche Gamma-Funktion durch das uneigentliche
Integral

(o8]

I'(x) = ftx_le_’dt.

0
Diese Funktion hat die Eigenschaft, da3
I'n+1) = n! firalleneN,
I'x+1) = xI'(x) furalle x> 0.
Die zweite Behauptung beweisen wir mit partieller Integration:

b b

. _ . _41b . 1 - -1 -
lim ftxe ‘dt= lim —t¢”’| + lim xj\t)C ledt = xj\t)C le™'dt
a—0,b— 0 a—0,b—c0 a  g—0b—
0

a a

I'x+1)

= x['(x).

Um I'(n + 1) = n! zu zeigen, geniigt es nun, da die Funktionalgleichung bereits bewiesen wurde,
I'(1) = 1 zu zeigen.

b
Iy = lim | e'di=- lim e =1.

a—0,b— o0 a—0,b—c0 a

a

Die Eulersche Gamma-Funktion 146t sich auch axiomatisch definieren. Hierzu betrachten wir
zunichst den Begriff “logarithmisch konvex”. Sei I C R ein Intervall und bezeichne R’ alle
Zahlen x € R mit x > 0. Wir betrachten eine Funktion F' : I — R. Die Funktion F' nennt man
logarithmisch konvex, falls die Funktion In F : I — R konvex ist. Ubersetzt bedeutet dies, daB
fiir alle x,y € Iund 0 < 4 < 1 gilt:

Fx+(1 -2y < F@'Fy'™
Satz von H. Bohr: Sei F' : R} — R} eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
1. F(1) =1,
2. F(x+1) = xF(x) fiir alle x € R},

3. F ist logarithmisch konvex.
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Dann gilt F(x) = I'(x) fiir alle x € R}.

Es 146t sich zeigen, daf} sich die Eulersche Gamma-Funktion auf C fortsetzen 146t. Als Funk-
tion auf C hat I'(z) Pole entlang der negativen reellen Achse bei z =0, -1, -2, -3, ....

Oft bendtigt man die Taylorentwicklung der Gamma-Funktion um einen ganzzahligen Wert.
Diese Entwicklung enthélt man aus der Funktionalgleichung I'(x + 1) = xI'(x) indem man die
Entwicklung um x = n, n € N auf eine Einwicklung um n = 1 zuriickfiihrt. Die Entwicklung um
x = 1 gewinnt man aus der Formel

I(1+x) = exp (—yEx £ (—n1)" g,,x"] .
n=2

Hierin ist yg die Eulersche Konstante definiert durch

n—oo
=/

"
yp = lim[Z—,—lnn]:0.5772156649...

und ¢, der Wert der Riemannschen Zetafunktion an der Stelle s = n.

Bemerkung: Die Riemannsche Zetafunktion ist fiir s > 1 definiert durch

{s) = i}i
j=1

Diese Funktion 146t sich auf C fortsetzen. Die Lage der Nullstellen dieser Funktion ist ein unge-
lostes Problem der Mathematik.

Wir betrachten noch die Eulersche Beta-Funktion. Sie ist definiert fiir x > O und y > 0 durch

P tx—l
B(x,y) = fmdt
0

Durch Variablensubstitution 146t sich dieses Integral umschreiben auf
1
B(x,y) = f £ =y .
0
Die Eulersche Beta-Funktion 148t sich durch Eulersche Gamma-Funktionen ausdriicken:

I(x)ry)
C(x+y)

B(x,y)

99



Wir betrachten noch eine Anwendung der Eulerschen Gamma-Funktion. Wir betrachten zwei
Fogen (a,) und (b,) deren Folgenglieder alle ungleich Null sind. Wir bezeichnen diese Folgen
als asymptotisch gleich, falls

gilt. In diesem Fall schreiben wir

Bemerkung: Es wird nicht vorausgesetzt, da die Folgen konvergieren.

Satz (Stirling): Die Fakultét hat das asymptotische Verhalten

n! ~ 27rn(z) .
e
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8 Asymptotisches Verhalten®

Im letzten Abschnitt hatten wir bereits asymptotisch gleiche Folgen betrachtet. In diesem Ab-
schnitt wollen wir dies noch etwas vertiefen. Wir betrachten das Verhalten zweier Funktionen
f(x) und g(x) in der Umgebung eines Punktes x = xy. Wir sind im wesentlichen an dem Fall
interessiert, in dem beide Funktionen an diesem Punkte divergieren. Wir betrachten daher den
Grenzwert x — x,. Der Fall x — =+co ist ein Spezialfall mit x, = +co. Wir sagen, die beiden
Funktionen haben an diesem Punkte das gleiche asymptotische Verhalten, falls

lim £
im —
0 g(x)
gilt. Wir schreiben in diesem Fall
f(x) ~ gx) firx— xp.

Bemerkung: Sind beide Funktionen an der Stelle x = x, endlich und haben sie den gleichen Wert
f(x0) = g(xp), so haben sie natiirlich auch trivialerweise das gleiche asymptotische Verhalten an
dieser Stelle.

Wir fithren noch die Notation mit einem grofen O und einem kleinen o ein. Falls
IC))
im —
= ()
gilt, so schreibt man
f(x) = o(gx) fir x— xo.
Gibt es eine Konstante K, so daf3

Lf ()l

1m
=0 [g(x)|

gilt, so schreibt man
f(x) =0(gx) fir x — xo.

Bemerkung: Die Relationen ~ und o implizieren die Relation O.

Die formale Reihe

>
=0

nennt man eine asymptotische Entwicklung der Funktion f(x) um den Punkt x, falls fiir jedes
n fir x — xo

F@) = £ = 0 (f,(x)

J=0
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gilt. Dies bedeutet

F0 -3 £
Jj=0

lm —— = 0, Vn
X—X0 Ju(x)
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9 Fehlerrechnung*

Wir betrachten den Fall, da3 eine Person A eine bestimmte Gro3e experimentell mif3t. Sie fiihrt
diese Messung ofters durch. Aufgrund der experimentellen MeBungenauigkeit ergeben sich leicht
unterschiedliche Werte. Zum Beispiel:

MeSBreihe 1:

Messung‘l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Ergebnis | 2.6 23 25 23 26 24 22 23 24 25 26 28 2.7

Wir definieren den Mittelwert einer MefBreihe mit n MeBpunkten als

_ IS
X = Z Z Xj.
j=1
Fiir die obige MeBreihe ergibt sich
X = 248

Wir betrachten nun weiter den Fall, da3 eine Person B die gleiche Grofle experimentell bestimmt.
Person B verwendet allerdings eine schlechtere MeBapparatur und fiihrt weniger Messungen
durch. Person B erhilt die folgenden Melwerte:

MeSBreihe 2:

Messung ‘ 1 2 3 4

Ergebnis |03 52 3.1 14
Der Mittelwert ergibt sich zu
X = 248

Im zweiten Fall streuen die einzelnen Messungen wesentlich stdrker als im ersten Fall. Es ist
daher offensichtlich, dal das Ergebnis von Person A vertauenswiirdiger als das Ergebnis von
Person B ist. Wir wollen nun diese Aussage quantitativ machen und suchen ein Mal fiir die
Streuung der MeBpunkte.

Wir beginnen mit einigen Definitionen:

Q : Ergebnismenge eines Zufallsexperiments,
Zufallsfunktion : Funktion X : Q — R,
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Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Zufallsgrofle X:
W:x —» PwXw)=x).

Erwartungswert einer ZufallsgroBie: Nimmt die ZufallsgroBBe X die Werte x;, x5, ..., X, an, so
bezeichnet man mit

n

pX) = W)

J=1

den Erwartungswert von X.

Satz: Entsprechen die einzelnen Messungen einzelnen unabhingigen Realisierungen eines Zu-
fallsexperiments, so ist der Mittelwert X eine Schitzung fiir u(X).

Die Varianz einer Zufallsgrof3e ist definiert durch
- 2
Var(X) = ' (x;—p) W(x)).
=1
Die Standardabweichung einer Zufallsgrofe ist definiert durch

o(X) = +/Var(X).

Kennen wir den Erwartungswert u einer Zufallsgrof8e und machen n Messungen x;, so ist

N ()
j=1

eine Schitzfunktion fiir die Varianz.

Im allgemeinen ist u aber nicht bekannt und man verwendet X als Schitzung fiir u. In diesem
Fall ist

s = nilzl(xj_xf

eine Schitzfunktion fiir die Varianz der Zufallsgrofle X.

Sitze iiber die Varianz: Sei ¢ € R und seien X, X5, ..., X,, unabhéngige Zufallsgroen. Dann
gilt:

¢? Var (X),
Var (X;) + Var (X;) + ... + Var(X,) .

Var (¢X)
Var(X; + Xo + ... + X,)
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Insbesondere gilt

Var %(X+X+...+X) = %(Var(X)+Var(X)+...+Var(X)):%Var(X).

n mal

Varianz des Mittelwertes: Es interessiert in erster Linie nicht die Varianz der einzelnen Mes-
sungen Var(X), sondern die Varianz des Mittelwertes Var(X). Bei n Messungen gilt:

Var(X) = %Var(X ).

Somit erhdlt man als Schitzung fiir die Varianz des Mittelwertes

1 1 - _
S?—( = ;Szzmjz:;(Xj—X)z.

Fiir die Standardabweichung erhilt man

1 . \2
oy = Jn(n— 1);(xj—x) .
Somit findet man fiir die beiden oben aufgefiihrten Mefreihen:

MeBreihe 1 : oy = 0.05,
Mebreihe 2 : oy = 1.07.

Es ist tiblich mit dem Mittelwert auch immer die Standardabweichung anzugeben, also

MefBreihe 1 : x =248 +£0.05,
MeBreihe 2 : x =248 +1.07.

Zur Interpretation der Standardabweichung betrachten wir zunichst kontinuierliche Zufallsgro-
Ben. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(x) fiir eine kontinuierliche Zufallsgroe beschreibt

b

Pla<X<b) = fp(x)dx.

a

Definition: Man nennt eine kontinuierliche Zufallsgrole normalverteilt, falls sie die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion

1 1
px) = \/—z—ﬂ;exp(

besitzt. Der Erwartungswert dieser normalverteilten Zufallsgrofe ist u, die Standardabweichung
ist 0. Fiir eine normalverteilte Zufallsgrofle gilt:

1(x—u)2)

2 o2

Plu-o<X<su+o) = 6827%,
Plu-2c0<X<u+20c) ~ 9545%,
Pu-30c<X<u+30) = 99.73%.

105



9.1 Fehlerfortpflanzung”

Problemstellung: Gesucht wird eine Grole f = f(x,y) die von zwei weiteren Groen x und y
abhéngt. Die Funktion f wird als bekannt vorausgesetzt, die Grolen x und y werden durch eine
Messung mit Fehlern x + Ax und y + Ay bestimmt. Gesucht ist nun der Fehler fiir die GroBe f.

Fiir die GroBe f beginnen wir mit der Taylorentwicklung:

0D oy TN

fx+Ax,y+Ay) = f(x,y)+ pp e

Wir nehmen an, dal wir n Messungen fiir die GroBen x und y haben, die einzelnen Mel3werte
seien mit x; und y; bezeichnet. Somit haben wir auch n Ergebnisse fiir f. Fiir die Abweichung
eines Einzelergebnisses vom Mittelwert gilt fiir kleine Abweichungen

Somit gilt fiir die Varianz:

n

o} = '}LIEIO% Z (fj _f)2

- 332 (3 -7 (5] 2t 909 ) )

J=1

Wir definieren die Kovarianz als

Cov(x,y) = 0y = 31_)11010% 2 (Xj - )'c) (yj —)7)

_(arY af\ af\ (Of
7 = (3) 7+ () o2 (3 (7)

Falls x und y unkorreliert sind, gilt o, = 0 und somit

af\ of
A

2 2
o - T

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir diese Formel:

Somit haben wir

2
2
oy,

bzw.
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. f = x+y.Indiesem Fall haben wir

or = 4|02+ 02,

man sagt, die (absoluten) Fehler addieren sich quadratisch. Fir x = 15+ 3 undy = 17 £ 4
ergibt sich also f = 32 + 5.

. f=x-y.Indiesem Fall findet man

oy = Yo+ x*og,

R ERE

Bei einem Produkt addieren sich die relativen Fehler quadratisch.

oder anders geschrieben

. f = x—y. Hier findet man wie bei einer Summe

o = \Joi+ol

. f= f In diesem Fall findet man

1 x2
_ 2 2
(7f = (0 + gs.
32 VA

Schreibt man dies mit Hilfe der relativen Fehler erhilt man wie beim Produkt

F = -

. Zum Abschluss betrachten wir noch f = x“y”. Man erhilt

or o= \/(ax“‘ly”)z o2+ (bxeyb=1)? o

Auch hier empfiehlt es sich wieder, die Formel in relativen Fehler zu schreiben:
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Wir hatten zuvor den Fall betrachtet, dal eine Grofle durch zwei MeBreihen experimentell be-
stimmt wird:

MeBreihe 1 : x =248 +£0.05,
MeBreihe 2 : x =248 +£1.07.

Es stellt sich nun die Frage, wie man diese Ergebnisse miteinander kombiniert. Etwas allgemei-
ner seien fiir eine GroBe x n Messungen x; mit Fehlern o-; gegeben. Dann setzt man

1
2
9

1

1
.X1+0_%.XQ+...+O_%.X,, 1

J

S~
+

qul -
+
+

:qwl -

Fiir das Beispiel hat man

x; =248, o0 =0.05,
X, =248, o0,=1.07.

Man findet somit
x =248, o = 0.04995.

Die zweite MeBreihe liefert keinen wesentlichen Beitrag zur Verbesserung des Fehlers.

9.2 Fitten von Parametern®

Wir betrachten die Situation, in dem in einem Experiment eine MeBkurve bestimmt wird, d.h. zu
n bekannten Werten xi,...,x,, werden die Mepunkte y, + o,...,y, £ 0, mit den Fehlern o ,...,07,
bestimmt. Wir nehmen an, daf} diese n Messungen unabhéngig sind. Man sucht nun eine Funktion
y = f(x), die diese MeBreihe moglichst gut beschreibt. Da diese Funktion nicht bekannt ist,
verwendet man einen Ansatz fiir diese Funktion mit freien Parametern aq, ..., @,:

y = fxa).
Nun bildet man die GroBe y? wie folgt:

2

& (yj_f(xj’a/))
K@ = ) ;
j=1 g;
Offensichtlich nimmt y? Werte zwischen 0 und Unendlich an. Die Werte von a, die die GroBe y?
minimieren, bezeichnet man als den besten Fit.
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10 Differential- und Integralrechnung in mehreren Dimensio-
nen

Im letzten Semester haben wir uns eingehend mit der Differential- und Integralrechnung von
Funktionen einer Variablen beschiftigt. Hierbei war der Defintions- und Wertebereich jeweils
eine Teilmenge von R. Wir wollen dies nun verallgemeinern, indem wir R durch R” ersetzen.

Wir unterscheiden drei Situationen:

e [st der Definitionsbereich weiterhin eine Teilmenge von R, aber der Wertebereich eine
Teilmenge von R”, so spricht man von einer Kurve.

e Ist hingegen der Definitionsbereich eine Teilmenge von R”, der Wertebereich aber weiter-
hin eine Teilmenge von R, so spricht man von einer Funktion in mehreren Variablen.

e Im allgemeinsten Fall ist der Definitionsbereich eine Teilmengen von R” und der Wertebe-

reich eine Teilmenge von R™. In diesem Fall spricht man von einem Vektorfeld.

10.1 Topologische Grundbegriffe*

Um Begriffe wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit auf den allgemeinen Fall iibertragen zu kon-
nen, benotigen wir einige Grundbegriffe.

Wir beginnen mit dem Begriff einer Metrik: Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine
Abbildung

d : XXX >R,
(x,y) = d(x,y)

mit den folgenden Eigenschaften:

dix,y) =0 x =y,

d(x,y) = d(y, x),
d(x,y) < d(x,y) +d(y,z), Dreiecksungleichung

Man spricht von einem metrischen Raum, falls die Menge X eine Metrik besitzt. Die Grof3e
d(x,y) bezeichnet als den Abstand der Punkte x und y.
Bemerkung: Aus den oben aufgefiihrten Eigenschaften folgt, dafl

dlx,y) =2 0
fiir alle x, y € X gilt. Dies zeigt man wie folgt:

0=d(x,x) <d(x,y)+d(y,x)=2d(x,y).
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Wir interessieren uns insbesondere fiir den Fall, dall die Menge X ein Vektorraum ist. Sei V nun
also ein reeller Vektorraum. Wir definieren nun den Begriff einer Norm auf dem Vektorraum V.
Wir werden sehen, dal} dieser Begriff eng mit dem Begriff der Metrik verkniipft ist. Unter einer
Norm auf V versteht man eine Abbildung

I VR,

X = 1A,
mit den folgenden Eigenschaften:

1A =0e 2=0,
A7) = 4] - IR, A€R,
1%+ 7 < 117 + 17,

Satz: Sei V ein reeller Vektorraum mit einer Norm. Dann wird durch

d(xy) = [I¥-)

eine Metrik auf V definiert. Ein reeller Vektorraum mit einer Norm ist also automatisch ein me-
trischer Vektorraum.

Beispiele: Eine Norm auf dem R” ist gegeben durch

W = VEE= (a2t

Man nennt diese Norm die euklidische Norm (oder auch Zwei-Norm). Weitere Beispiele fiir
Normen auf dem R” sind die Maximum-Norm oder allgemeiner die p-Normen. Die Maximum-
Norm ist definiert durch

IW¥lee = max (lxl, [xa], ..., [x,]) .

Sei p > 1. Die p-Norm ist definiert durch
1
14, = (xl” +xl” + ..+ |x, )7

Die euklidische Norm ergibt sich fiir p = 2. Man kann weiter zeigen, dal man die Maximum-
Norm aus den p-Normen durch den Grenzfall p — oo erhilt.

Wir werden oft von einer offener Menge sprechen. Dieser Begriff wird durch eine Topologie
auf einem Raum definiert. Ein topologischer Raum ist eine Menge M zusammen mit einer Fa-
milie 7~ von Untermengen von M, so daf} die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1.0eT MeT

2. U, Uy eT =>U nNnU, €T
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3. Fiir jede Indexmenge A gilt U, € T;0 € A= J U, €T

acA

7 bezeichnet man als Topologie auf M, die Mengen U € 7 nennt man offene Mengen. Man
bezeichnet eine Teilmenge U als abgeschlossen, falls das Komplement M\U offen ist. Die Ei-
genschaft 2 impliziert dal der Durchschnitt endliche vieler offener Mengen wieder offen ist, die
Eigenschaft 3 bedeutet, dal die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen (auch unendlich vie-
ler) wieder offen ist.

Einen topologischen Raum bezeichnet man als Hausdorff-Raum, falls es zu jedem Paar verschie-
dener Punkte p, p, € M offene Mengen U,, U, € 7 gibt, so da} die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

pleUl, p2€U2, UlﬂUQ:(/).

Wir wollen den Begriff einer Topologie fiir einen metrischen Raum etwas genauer betrachten.
Sei X ein metrischer Raum mit der Metrik d. Wir definieren die offene Kugel mit Mittelpunkt x
und Radius r durch

B(xp,7r) = {xeX,d(x,xy) <r}

Wir bezeichnen eine Teilmenge U C X als Umgebung des Punktes x, € X, falls ein & > 0
existiert, so daf3

B(xp,e) € U.
Wir bezeichnen eine Teilmenge U C X als offen, falls fiir alle x € U ein € > 0 existiert, so dal3
B(x,e) € U.

Die so definierten offenen Mengen definieren eine Topologie und wir erhalten den folgenden
Satz: Ein metrischer Raum ist ein topologischer Raum. Somit haben wir die Implikationen:

normierter Raum = metrischer Raum = topologischer Raum.

Wir haben dariiberhinaus die zusétzliche Eigenschaft, da ein metrischer Raum ein Haussdorft-
Raum ist. Dies beweist man wie folgt: Seien x,y € X zwei Punkte mit x # y. Wir setzen & =
d(x,y)/2 und definieren

U=B(x,e), V=B(@y,e).

Diese beiden Umgebungen sind disjunkt. Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann gibe es
einz € U NV und es gilte

2e =d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < e + &,

also 2¢ < 2g, was zum Widerspruch fiihrt.
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Wir definieren noch den Begriff eines Randpunktes: Sei X ein metrischer Raum und Y eine
Teilmenge von X. Ein Punkt x € X heiit Randpunkt von Y, wenn in jeder Umgebung von x
sowohl ein Punkt von Y als auch ein Punkt X\Y liegt. Die Menge aller Randpunkte von ¥ wird
mit 9Y bezeichnet.

Wir haben die folgenden Eigenschaften:
e Die Menge Y\0Y ist offen.
e Die Menge Y U 9Y ist abgeschlossen.
e Der Rand 9Y is abgeschlossen.

Sei X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Man nennt A beschrénkt, falls
sup{d(x,y) : x,y € A} < oo.

Sei A eine Teilmenge des R". Wir bezeichnen A als kompakt, falls A abgeschlossen und be-
schriankt ist.

10.2 Konvergenz in metrischen Riumen*

In diesem Abschnitt betrachten wir metrische Rdume. Wir verallgemeinern nun die Konvergenz-
kriterien, die wir von Folgen reeller Zahlen kennen, auf Folgen von Punkten in metrischen Riu-
men. Im wesentlichen werden wir dabei den Betrag durch den Abstand (welcher durch die Metrik
definiert ist) ersetzen.

Sei X ein metrischer Raum und (x,) eine Folge von Punkten aus X. Die Folge (x,) nennt man
konvergent gegen den Punkt x € X, in Symbolen

A=
falls zu jeder Umgebung U von x ein N € N existiert, so da3
xpeU Vk > N.
Alternativ 148 sich dies wie folgt formulieren: Zu jedem & > 0 exisiert ein N € N, so da}
dx, x) <e Vk > N.
Wir bezeichnen eine Folge als Cauchy-Folge, falls zu jedem £ > 0 ein N € N existiert, so da3

d(xg, x,) < & Yk, m > N.

Es ist leicht zu zeigen, daf} jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge ist. Interessanter ist
allerdings die Frage, ob jede Cauchy-Folge auch eine konvergente Folge. Raume in der diese
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Umkehrung gilt, bezeichnen wir als vollstindige Rdume. Einen Raum bezeichnet man daher als
vollstdandig, falls in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert.

Fiir den R” 1468t sich zeigen, daf in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert, der R" ist also voll-
standig.

Allgemein bezeichnet man einen vollstandigen und normierten Vektorraum als Banachraum.

10.3 Stetigkeit”
Seien X und Y metrische Rdume und
f o X-=Y
eine Abbildung. f heil3t stetig im Punkte x, € X, falls
lim f(0) = fx)
d.h. wenn fiir jede Folge (x;) von Punkten aus X mit lim x; = x, gilt
jlg{}o f&x) = fxo).
Alternativ kann man die Stetigkeit auch iiber das e-9-Kriterium definieren: f ist genau dann im
Punkte x, stetig, falls es zu jedem & > 0 ein ¢ > 0 existiert, so daf3
d(f(x), f(x0)) <& VxeX mit d(x,x) <é.
Hierbei bezeichnet d die Metrik auf X und d die Metrik auf Y.

Die Abbildung f nennt man stetig auf X, falls f in jedem Punkt x € X stetig ist.
Wir behandeln noch die gleichmifBige Konvergenz von Funktionenfolgen: Seien X und Y me-
trische Rdaume, sowie
fu + X—=Y, neN
und
f i X->Y

Abbildungen. Man sagt, die Folge (f,) konvergiert gleichmiBig gegen f, falls es zu jedem &€ > 0
ein N € N existiert, so daf}

d(fi(x), f(x))<e VxeX und Vk > N.
Der Punkt hierbei ist, dal N von x unabhéngig ist.
Satz: Seien X und Y metrische Rdume und f, : X — Y eine Folge stetiger Funktionen, die

gleichmiBig gegen die Funktion f : X — Y konvergiert. Dann ist auch f stetig.
Bemerkung: Es geniigt nicht, nur die punktweise Konvergenz zu fordern.

113



10.4 Kurven

Sei I C R ein Intervall. Unter einer Kurve im R” versteht man eine stetige Abbildung
f . I >R

Wir bezeichnen mit f; die Funktion
fo + I-R,

die die k-te Komponente von f beschreibt. Es ist also

fi(®)
f(0)

f_)(t) -
Ja()
Eine Kurve f(t) ist differenzierbar, falls alle Funktionen f;(¢) fiir 1 < k < n differenzierbar sind.
Beispiel 1: Sei X, € R" und v € R™"\{0}. Die Abbildung
f Dt VE+ X

beschreibt eine Gerade im R” durch den Punkt X, und mit dem Richtungsvektor V.

Beispiel 2: Sei r > 0 und ¢ # 0. Die Abbildung

f @ RoR,
rcost

?t) = (rsint]
ct

beschreibt eine Schraubenlinie im R3.

Bemerkung: In der Physik betrachtet man oft die Variable t € R als Zeit und ﬂt) e R" als
Ort eines Teilchens. Die Kurve f(¢) beschreibt dann die Bahn einese Teilchens.

Sei f : I — R” eine differenzierbare Kurve. Man bezeichnet die Grof3e

VO]
P(l‘) — fz(t) cR"
Jn(@®)

als Tangentialvektor an die Kurve zum Parameterwert .
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Bemerkung: Betrachtet man ¢ als die Zeit und ﬂt) als den Ort eines Teilchens, so entspricht
f'(t) der Geschwindigkeit.

Wir betrachten nun die Bogenlidnge einer Kurve. Hierzu sei [a,b] C R ein Intervall und f :
[a, b] — R" eine Kurve. Unterteilt man das Intervall in n Teilintervalle

a=ty<t) <..<t,=b

und verbindet man die Punkte ﬂt j-1) und ﬂt ;) durch eine Gerade, so erhilt man einen Polygon-
zug. Die Linge dieses Polygonzugs ist

D UFe) = f .
j=1

Die Linge der Kurve wird nun definiert als der Grenzwert dieser Polygonziige bei immer feineren
Unterteilungen. Man erhélt somit fiir die Linge der Kurve zwischen a und b

b
L :~fwwmm

Beispiel: Sei r > 0. Wir betrachten die Kurve
£ : 10,27] > R,
) = ( rcost )

rsint
Diese Kurve beschreibt eine Kreislinie. Es ist

o = (

—rsint
rcost

und

IO = Vr2sin®r+ r2costr = r.

Somit erhiélt man fiir die Kurvenlidnge

2n

2r
L = f||ﬁ(z)||dz:frdz:2nr,
0

0

was natiirlich mit dem Umfang des Kreises iibereinstimmt.

Sei f : I — R” eine stetig differenzierbare Kurve. Man nennt f regulir, falls

Fo # 0
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fiir alle 7 € I ist. Gilt dagegen f’ () = 0, so bezeichnet man 7, als singuliren Punkt. Ein Beispiel
hierzu ist gegeben durch

Diese Kurve hat einen singulidren Punkt fiir 7y = 0.

Wir betrachten nun zwei regulidre Kurven
f:, >R, g:L >R,
die sich in einem Punkte schneiden, es gilt also
flo) = gt

fiir ein 1; € I, und ein t, € I,. Wir definieren den Schnittwinkel 6 der beiden Kurven als den
Winkel zwischen den Tangentialvektoren an dem Schnittpunkt. Wir erhalten also

F)-2 @)

cosf = 0<6<m.

FENEA

Zum Schluss betrachten wir noch Parametertransformationen. Sei f : [a,b] — R" eine Kurve
und [c, d] C R ein weiteres Intervall. Sei weiter

¢ : lc,d] - [a,b]

eine stetige bijektive Abbildung. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung
g=fo¢ : [c,d] >R,
g0 = fle@)),

wieder eine Kurve im R”. Man sagt, da} die Kurve g aus f durch die Parametertransformati-
on ¢ hervorgeht. Die Kurvenpunkte im R” von f und g sind dieselben, sie werden aber unter
Umstidnden verschieden durchlaufen. Es konnen die folgenden beiden Fille auftreten:

1. ¢ ist streng monoton wachsend. In diesem Fall werden die Punkte von f und g gleich
durchlaufen und man nennt ¢ orientierungstreu. Fiir die Anfangs- und Endpunkte gilt in
diesem Fall

fla)=3©, fb)=gad).

2. @ist streng monoton fallend. In diesem Fall werden die Punkte von g umgekehrt durchlau-
fen beziiglich f. Man nennt ¢ in diesem Fall orientierungsumkehrend. Fiir die Anfangs-
und Endpunkte gilt in diesem Fall

fla)y=ga, fb)=3go.

Betrachtet man die Variable ¢ als die Zeit, so entspricht eine orientierungsumkehrenden
Parametertransformation einer Zeitumkehr.
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Fiir den Tangentialvektor der Kurve g(7) folgt mit Hilfe der Kettenregel

g@ = flp)- ¢ @)

Insbesondere unterscheiden sich die Tangentialvektoren g’(7) und f’ (1), wobei t = () ist, nur
um den skalaren Faktor ¢’ (7).

Fiir die Bogenlingen gilt:

b d
f 7@l dt = f 12 (0l d.

Dies laBt sich leicht mit Hilfe der Substitutionsregel zeigen. Die beiden Kurven haben also die
gleiche Bogenlinge, d.h. die Bogenlinge ist von der Parametrisierung unabhéngig.

Wir betrachten ein Beispiel: Die Kurve

f -] > R?,
t
2 _p

¢ : 10,n] = [-rr],

beschreibt einen Halbkreis. Sei nun

p(t) = rcost

eine Parametertransformation. Diese Transformation bildet das Intervall [0, ] bijektiv auf das
Intervall [—r, r] ab. Wir erhalten

g : [0,7] > R

%0 = (

rCcosT
rsint |’

Wir sehen, dal} auch diese Kurve einen Halbkreis beschreibt.

Bemerkung: Die Parametertransformation ¢ in diesem Beispiel ist orientierungsumkehrend.

10.5 Funktionen in mehreren Variablen

Sei U eine Teilmenge des R”. Wir betrachten nun Funktionen

f : U—->R,

X1y X)) = (X1, 0y X))
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Die Funktion f ist partiell differenzierbar in der i-ten Koordinate, falls der Grenzwert

lim ey Xi+ gy X)) = (X0 ey Xiy ooy X)
h—0 h

existiert. Man schreibt

- A ) iy £t s Xi P oo X) = f (X1 s iy oo Xi)
. KXy ooy Xjyeeey X = .
axi : h—0 h

Diese Formel zeigt auch, wie man die i-te partielle Ableitung berechnet: Man hilt alle anderen
Variablen xi,...,X;_1, Xi11, ..., X, fest und nimmt die gewohnliche Ableitung nach der Variablen x;.

Wir nennen eine Funktion partiell differenzierbar, falls sie in allen Variablen partiell diffe-
renzierbar ist. Ebenso nennen wir eine Funktion stetig partiell differenzierbar, falls sie partiell
differenzierbar ist und alle Ableitungen stetig sind.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion

f @ RPSR,
(x1, X2, X3) — \/xf + X% + X%-
Es ist
X1
—f(x1,x2,x3) =

Ox; 2 2 2.
B i g

Wir konnen partielle Ableitungen auch hintereinander ausfiihren und erhalten hohere Ableitun-
gen:

o 0 o (0
__f(xl’ '“?xn) = o (8_f(x1, ceey xn)) .
Aj

Gx,- an Gx,-
Man beachte, da3 diese Schreibweise impliziert, dal zunéchst die Ableitung nach x; ausgefiihrt
wird, und das Zwischenergebniss dann nach x; abgeleitet wird. Wir interessieren uns dafiir unter
welchen Voraussetzungen das Endergebniss nicht von der Reihenfolge der Ableitungen abhéngt:

Satz: Sei f zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt fiir die partiellen Ableitungen

iif(xl,...,x,,) = iif(xl,---axn)

(9)(7,' an (9)(7]' axi
Allgemeiner gilt: Ist f k-mal stetig partiell differenzierbar, so vertauschen die k-ten partiellen
Ableitungen:

0 0 0 0

f(xl’“" xn) = f(xl’“" xn)’
OxXoiiyy  OXoriiy)

Gxil h ax,-k
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wobei o eine Permutation von (i, ..., i) ist.

Sei f : R" — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir sagen, da} f in
Xo € R" ein lokales Maximum hat, falls eine Umgebung U C R" von X, existiert, so daf}

f(X) = f(X),
fiir alle X € U. Gilt dagegen

f() < f(D),

fiir alle X € U, so spricht man von einem lokalen Minimum.

Es ist unmittelbar einsichtig, dal eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen
Minimums oder lokalen Maximums das Verschwinden aller partiellen Ableitungen an der Stelle
Xy ist:

2@ =0

Xi =3

Wiirde eine partielle Ableitung nicht verschwinden, so gibt es in jeder Umgebung von X, einen
Punkt, an dem f(¥) < f(Xp) gilt, sowie einen Punkt an dem f(¥) > f(X,) gilt. Ist zum Beispiel
die i-te partielle Ableitung ungleich Null, so betrachtet man hierzu zwei Punkte, die um einen
infinitessimalen positiven bzw. negativen Wert in Richtung des i-ten Einheitsvektors verschoben
sind.

Um eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums oder Maximums
zu finden betrachten wir die zweiten Ableitungen und definieren die Hessesche Matrix:

62
Gxiaxj

H;(x) = f(X), 1<ij<n.

Da nach Voraussetzung f zweimal stetig differenzierbar ist, vertauschen die partiellen Ableitun-
gen und die Hessesche Matrix ist offensichtliche symmetrisch:

H;j(x) = Hj(%).

Wir bezeichnen eine symmetrische n X n Matrix A als positiv definit, falls fiir alle 5 € R"\{@}
gilt:

57 Ag > 0.
Wir bezeichnen sie als negativ definit, falls fiir alle g? € R"\{@} gilt:

?Ag < 0.
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Wir bezeichnen die Matrix A als indefinit, falls es ein g? € R" und ein 77 € R" gibt, so daf3
EAE>0, ifTA7<O.

Man findet auch die Begriffe “positiv semi-definit” und “negativ semi-definit”. Eine symmetri-
sche n X n Matrix A nennt man positiv semi-definit bzw. negativ semi-definit, falls fiir alle
EeR" gilt:

ETAE>0, bzw. ETAE<O.

Satz: Eine reelle symmetrische n X n Matrix A besitzt eine Orthonormalbasis &, ..., &, von Ei-
genvektoren und alle Eigenwerte A4, ..., 4, sind reell.

= _ .—).
Ae; = Aje;.

Wir betrachten nun den Vektor 53 in dieser Basis:

und erhalten durch Einsetzen:

E'AE = ( cie*,-T)A[ cjzj]: cic; (@ A2))
. % :

Somit erhalten wir die folgenden Aussagen: Eine reelle symmetrische n X n Matrix A ist positiv
definit, falls alle Eigenwerte positiv sind. A ist negativ definit, falls alle Eigenwerte negativ sind.
A ist indefinit, falls mindestens ein positiver und mindestens ein negativer Eigenwert existiert. A
ist positiv semi-definit, falls alle Eigenwerte nicht negativ sind. A ist negativ semi-definit, falls
alle Eigenwerte nicht positiv sind.

Um zu entscheiden, ob eine symmetrische Matrix positiv definit ist, ist es nicht notwendig die
Eigenwerte zu bestimmen. Ein Kriterium, daf die Bestimmung der Eigenwerte vermeidet, wurde
von Hurwitz angegeben: Sei

ayy ... dpy

ayl ... Ay
eine reelle symmetrische n X n Matrix. A ist positive definit, falls

ayn ... aig

arl ... Aik
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fiir alle k € {1, ..., n} gilt.

Wir kehren zur Betrachtung der lokalen Minima und Maxima einer Funktion zuriick. Wir erhal-
ten die folgende Aussage: Sei f : R” — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion
und X, € R" ein Punkt, so daB

0
—f(X) = 0, Vli<j<n.
0x; =1

Ist die Hessesche Matrix H;;(X,) positiv definit, so besitzt f in X; ein lokales Minimum. Ist sie
negativ definit, so besitzt f in X, ein lokales Maximum. Ist die Hessesche Matrix indefinit, so
sagt man, dal f in X einen Sattelpunkt besitzt.

Beispiel 1: Sei
fluy) = 2+

Im Punkte X, = (0, 0) verschwinden die partiellen Ableitungen:

of of
6x 7=(0,0) 6y

= 2x|x*:(0,0) =0, = 2)’|x*=(0,0) = 0.

X=(0,0)

Die Hessesche Matrix ist gegeben durch
2 0
HE) = ( 0 2 )
Diese Matrix ist positiv definit und f hat an der Stelle X, = (0, 0) ein Minimum.

Beispiel 2: Sei nun

fy) = 2=y,
Im Punkte %y = (0, 0) verschwinden die partiellen Ableitungen:

of of
6x 7=(0,0) 6y

= 2X|f:(o,0) =0, = —2)’|f:(0,0) = 0.

2=(0,0)
Die Hessesche Matrix ist gegeben durch
2 0
Diese Matrix ist indefinit und f hat an der Stelle X = (0, 0) einen Sattelpunkt.
Abbildung 5 zeigt Beispiele fiir eine Funktion mit einem Minimum und fiir eine Funktion

mit einem Sattelpunkt.
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Abbildung 5: Darstellung einer Funktion zweier Variablen mit einem Minimum (oberes Bild)
und einem Sattelpunkt (unteres Bild).
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10.6 Vektorfelder

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall einer Abbildung, in dem der Definitionsbereich U eine
offene Teilmenge des R” und der Wertebereich W eine Teilmenge des R™ ist:

-

f @ U-Rr"

(X1, .00, xp) — ]?(xl, s X))

Man bezeichnet f als ein Vektorfeld. Jedem Punkt (xi,...,x,) € U wird ein Vektor f e R"
zugeordnet. Schreiben wir f in Komponenten

R fl (X1,..., -xn)
f (X, x,) =
fm (xla sy xn)

so haben wir m Abbildungen

fi + U-=R,

(X1, e X)) = fi (X0, X))

Wir schreiben im folgenden ¥ = (x1, ..., X,,).

Wir betrachten drei Beispiele fiir Vektorfelder:

fi : RS R
> 1
fl('x_f)_ Sinxl )s
£ RESRY
= _ xl
fZ(X))_ xz )7
f; : R2—>R2,
- _ —_XZ
foo=( 72 )

Diese Vektorfelder sind in Abbildung 6 graphisch dargestellt.

Wir bezeichnen eine Abbildung f : U — R™ als im Punkte Xy € U total differenzierbar,
falls es eine lineare Abbildung

A : R'->R"

X - AX
gibt, so daB in einer Umgebung von X gilt:
f(#+8) = FE)+AE+o(lE)).
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IS

Abbildung 6: Darstellung der drei Vektorfelder aus dem Beispiel.

Die kleine “o”-Schreibweise bedeutet, dal das Restglied durch eine Funktion 93(5) gegeben ist,
fiir die gilt

lim@ = 0.
-0 Il

Das Restglied verschwindet also schneller als der lineare Term fiir ||53|| — 0. Die Bedingung an
die totale Differenzierbarkeit bedeutet also, da3 sich die Abbildung in einer hinreichend kleinen
Umgebung von X, durch eine Konstante f (xy) und einen linearen Term A& beschreiben 146t.

Neben der totalen Differenzierbarkeit haben wir natiirlich noch die partiellen Ableitungen der
i-ten Komponente f; nach der j-ten Koordinate:

% _ limﬁ(xl,...,xj+h,...,x,,)—f,-(xl,...,xj,...,xn)'
Ox; h—0

Diese partiellen Ableitungen definieren eine m X n Matrix J;;

ofi
Jij (%) = —f, 1<i<m, 1<j<n,
6xj

die man als Jacobi-Matrix oder Funktional-Matrix bezeichnet. Auch die Bezeichnung Differen-
tial wird verwendet, und man findet die Notation

DF(®) = J(D.

Fiir den Zusammenhang zwischen totaler Differenzierbarkeit und partieller Differenzierbarkeit
haben wir die folgenden Sitze:

Satz: Sei U c R” eine offene Teilmenge und f : U — R™ eine Abbildung, die im Punkte
Xy € U total differenzierbar sei, d.h.

FB+€) = F@)+AZ+o(1d).

124



Dann ist f im Punkte ¥, stetig und alle Komponenten f; : U — R von f sind im Punkte X
partiell differenzierbar und es gilt

ofi ,,
—L = A
axj (XO) J

Satz: Sei wieder U C R” eine offene Teilmenge und f : U — R” eine Abbildung. Es sei weiter
vorausgesetzt, dal die Abbildung f im Punkte X, € U stetig partiell differenzierbar ist, d.h. alle
partiellen Ableitungen

afi .,
8_xj (xo)

existieren und sind stetig. Dann ist f in X, total differenzierbar.

Wir haben also die folgenden Implikationen:
stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar = partiell differenzierbar.

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.

Fiir die totale Ableitung gilt die Kettenregel: Seien U c R” und V c R” offene Mengen und
g:U - R", f_):V—>Rk

Abbildungen mit g(U) c V. Sei weiter vorausgesetzt, dall die Abbildung g im Punkte ¥, € U
total differenzierbar sei und dafl die Abbildung f im Punkte y, = g(Xp) total differenzierbar sei.
Dann ist die zusammengesetzte Abbildung

f og : U—-RF
im Punkte X total differenzierbar und fiir ihr Differential gilt
D(fog)(®) = Df(h) DE(%).

Betrachten wir hierzu ein Beispiel:

g : RR>R,
2 2
o [ XX
g(f)_(1+2X1X2)
f : RZSRY

Die zusammengesetzte Abbildung ist somit
fog : RS R
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2 2
1+x1+2x1xz+x2)

(Fog)0=( "o

(1) 5e0-(3).

Fiir die Differentiale findet man
Y 2xl 2.X'2
m - (23]
2.XQ 2.X1 xy=lxp=1
1
0

2, _ 1 1 -
Df (%) = ( 0 2y )yl:z,yz=3 _(

Sei weiter

Somit ist

Df () DF (%) = ((1) é)(g 5)2(142 142)‘

Andererseits erhélt man dieses Ergebnis auch aus der direkten Rechnung:

2 5\ o _ 2X1 + 2)(2 2X1 + 2)(2 _ 4 4
D(fog) (%) = ( 41 +2x0x0) dn(+2xx) | T\ 12 12)
Wir fithren im Zusammenhang mit Vektorfeldern noch einige wichtige Begrifte ein: Sei U c R”
eine offene Menge und ¢ : U — R eine partiell differenzierbare Funktion von n Variablen. Die
partiellen Ableitungen von ¢ definieren ein Vektorfeld, welches man als den Gradienten von ¢
bezeichnet:

grade : U —R",
{)1,0()?)

0x|
grad p(¥) =| ..
9¢(¥)
ox,
Der Gradient einer skalaren Funktion ist also ein Vektorfeld, da} in der j-ten Komponente die
Jj-te partielle Ableitung enthilt. Fiihrt man den Nabla-Operator V ein,

V =

so 14Bt sich dieses Vektorfeld auch als

<L
A

grad ¢ =
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schreiben.

Bemerkung: V ist ein Operator, der auf eine GroBle, wie zum Beispiel eine Funktion, die ab-
geleitet werden kann, wirkt. Man sollte diese GroBe daher immer mitangeben. Mathematische
Beziehungen, in denen die GroBe auf die ein Operator wirkt fehlt, machen nur Sinn, wenn sie fiir
alle moglichen GroBen des Problems (wie zum Beispiel fiir alle Testfunktionen) gelten.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion
¢ : R*>R,
@ (%) =1 + x5+ x3.

Wir erhalten fiir den Gradienten

2)61
gradp(¥) = Vo(X)=| 2x |.
2X3

Bemerkung: Wir hatten bereits gesehen, daf} eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines
lokalen Maximums bzw. eines lokalen Minimums im Punkte ¥, das Verschwinden aller partiellen
Ableitungen in diesem Punkte ist. Das Verschwinden aller partiellen Ableitungen ist gleichbe-
deutend mit der Aussage

690 (fo) = 6,
d.h. der Gradient verschwindet.

Sei U c R”" eine offene Menge und f : U — R" ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Wir
definieren die Divergenz dieses Vektorfeldes als eine skalare Funktion der n Variablen

div f . U—>R,
die durch

5 " Of;
av f = Y 20
T

gegeben ist. Mit Hilfe des Nabla-Operators schreibt man auch oft

-

div f(¥) = V- (.
Beispiel: Wir betrachten das Vektorfeld

-

f RS R
X+ X
f()?) = 3X2 — X1 .
S5x3+ 7xp

127



Wir erhalten fiir die Divergenz
div f(¥) = V-f(¥)=2x+3+5=2x +8.

Es ist auch interessant die Divergenz der drei Vektorfelder aus Abbildung 6 zu berechnen. Man
findet:

> . 0 0
div A® = V-A@) =—-—1+—sinx, =0,
8x1 8)62
. - w4 - a a
div o(X) = V- fo(3) = —x1 + —x =2,
6x1 aXQ
. - > 2 6 6
div (%) = V- fs(X) = — (=x2) + —x; = 0.
8x1 8)62

Von diesen drei Beispielen hat also nur f; eine nicht-verschwindende Divergenz. Die Divergenz
beschreibt die Quellen und Senken eines Vektorfeldes.

Wir betrachten noch die folgende Kombination von Gradient und Divergenz: Sei U C R” eine of-
fene Menge und ¢ : U — R eine zweimal partiell differenzierbare Funktion von n Variablen. Wir
wenden erst den Gradienten auf ¢ an, und dann die Divergenz auf das resultierende Vektorfeld.
Wir erhalten somit wieder eine skalare Funktion:

Ap : U—>R,

, = 0% (X
Ag (%) = div grad ¢ (¥) = > ax(;)
j=1 J

Mit Hilfe des Nabla-Operators konnen wir wieder schreiben:

Ap(®) = V-Vo(3).

Wir bezeichnen mit

den Laplace-Operator.
Wir betrachten noch den Spezialfall eines Vektorfeldes in drei Dimensionen:
A RRSR.

Wir setzen voraus, daB A partiell differenzierbart ist. Hier konnen wir noch eine weitere Opera-
tion einfiihren, die man als Rotation bezeichnet und wie folgt definiert ist:

rotA : R} - R?,
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0A3(%)  0Ay(%)

dx,  ox

rot X(Xr) — (')Al(z)?) _ (')A3(3)?)
ox ox

6A2€)2’) B aAI(f)

0x| oxa

Mit Hilfe des Nabla-Operators und des Kreuzproduktes 148t sich dies auch schreiben als
rotA(X) = VxA().
Beispiel: Sei
A R >R,
A ()Z) = X1 .
0
Dann ist
0
rotA(X) = VxA@=|0
2

Kehren wir nocheinmal zu den Vektorfeldern aus Abbildung 6 zuriick. Diese Vektorfelder sind
Abbildungen von R? nach R?, daher ist die Operation der Rotation nicht unmittelbar darauf
anwendbar. Wir konnen aber trotzdem fiir ein Vektorfeld f = (f1, f>) die anti-symmetrische
Ableitung

0 0
6_x1f2 - a—hfl
betrachten. Wir finden:

0 0 o . 0
6_xlf12_6_x2f“ = a—msmxl —a—le = cos(x}),

0 0 0 0
N - = —x,——x; =0,
ox, S oxs S £ X2 oxs X1

0 0 0 0
— - = —x1— —(—x) =2.
le f32 6)(?2]%1 le Y 6)(?2 ( XZ)

Die Rotation beschreibt die Wirbel eines Vektorfeldes.

Rechenregeln: Seien

R" - R",
R" - R",

ooy \»L

129



Vektorfelder und

¢ : R">R,

Y R'"->R,
Funktionen. Wir betrachten nun einige Rechenregeln des Nabla-Operators. Wir nehmen an, daf}
alle Felder und Funktionen zweimal stetig partiell differenzierbar sind. Im Folgenden wollen

wir implizit annehmen, daf3 in Regeln in denen das Vektorprodukt bzw. die Rotation vorkommt,
n = 3 vorausgesetzt wird. In allen anderen Regeln ist n beliebig.

Rotation eines Gradientenfeldes:

rot grad ¢ 0,
V x (ﬁcp) 0.

Beweis: Wir betrachten die erste Komponente von rot grad ¢:

09, 990, _,
8X2 6X3‘p 6X3 aXQSO B .

Gleiches gilt fiir die anderen Komponenten. Ein Gradientenfeld ist also rotationsfrei.

Divergenz eines Rotationsfeldes:

div rotf = 0,
$.(¥x7) = o
Beweis:
S o o (9 0 o (0 0 o (0 0
V- (V = —|—=—f- = i — ==
( % ]F) 8)61 (8)62](‘3 6x3f2) - 8)62 (8X3f1 6x1f3) - 6)(?3 (le f2 8.X2fl)
= 0.
Ein Rotationsfeld ist also divergenzfrei.
Produktregeln:
div (¢f) = (gradg)- f+¢div f,
V(ef) = (Vo) f+eVf.
Beweis:
= . 0 - 8(,0 & afj - - > >
\YJ = R = —_— = = Vv
(6) = Y (en) =250 )+ S = () oot



Analog gilt:

(gradgo)xf+g0rotf,
(Fo)x F+ 0¥ x f

rot (go fj
vV x (‘p fj

sowie
div(fx §) = (rotf) g f- (rot g),
V(fxg) = (Fx7) g F-(Fx
Man beachte das fiir den Laplace-Operator gilt:

Alpy) = (M) +2(Ve)- (Vo) + oAy,

Beweis:
n

i S 0 0 0
Z a2 W = Z o, [(G—XJQO)W + Soa—leﬁ]

j=1 J j=1

6x§¢ ij‘p Ox; Q08)(?

J=1

(Ap) v +2 (V) - (Vo) + gAw.

A (py)

Die zweimalige Anwendung einer Rotation 146t sich Vereinfachen zu
rot rot f = grad (diV f_) -A f,
Fx(Fxf) = F(9/)-af

Beweis: Wir betrachten die erste Komponente von rot rot f

& fi

6x1 G.XQ _8_)63 8)63 6x1
9 fi N ’f N R R
8)6% (9x1(9X2 8X18X3 axf 6x§ 6x§
2 2 2
_ 9ok Ok OBy (00 O ),
6x1 6x1 8)62 6x3

R + R
ax% axg 6x§
0 /o
= 6—x1 (V_]E) - Afl

0x,

Der Beweis fiir die beiden anderen Komponenten verlauft analog.
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10.7 Integralrechnung in mehreren Variablen

In diesem Abschnitt moéchten wir uns mit der Integration in mehreren Variablen beschiftigen.
Sei Q ein achsenparalleler kompakter Quader im R”. Q is gegeben durch

O = IIixhLx..xlI,

wobei jedes I; = [a;j,b;] C R ein beschrinktes und abgeschlossenes Intervall ist. Auf diesem
Quader betrachten wir eine stetige Funktion von n Variablen

f 0-R,

(X015 ooy Xp) = [ (X15eey X)) .

Halten wir x,, ..., x,, fest und integrieren wir iiber das Intervall /;, so erhalten wir eine Funktion
von (n — 1) Variablen

by

Fi(xo, .., x,) = fdxlf(xl,...,x,,).

ai

Ist f stetig, so ist auch F| wieder stetig.

Wir konnen diesen Prozess nun fortsetzen und definieren Fj, als eine Funktion von (n — 2)
Variablen, die wir durch Integration von F iiber /, erhalten:

by by b
F12 (.X3, veey x,,) = fd.XQ Fl (.XQ, veesy x,,) = fd.XQ fdxl f(xl, cees .Xn) .
a az aj

Setzen wir dies fiir alle Variablen fort, so erhalten wir nach der letzten Integration eine reelle
Zahl, die wir als das Integral von f iiber Q bezeichnen:

by by by

I = fdx,, fdxz fdxlf(xl,...,xn)

ay a ai

Wir schreiben oft auch

1 = fdxl...dxnf(xl,...,xn)
0

oder

I = fdn-xf(-xb-”’xn)’
o
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bzw.

I = fd"xf(f).
Q

Bemerkung: Das Integral / ist unabhéngig von der Reihenfolge, in der die Integrationen ausge-
fiihrt werden.

Beispiel: Sei Q =[1,2] x [0, 1] und
f i O0-R,

£ (x1,%0) = X7 + 3x1x + 53,

Dann ist
2

2
3 5
I = fdxl fdxz xl + 3x1x + 5x2) = fdxl (x%xz + lexg + Zx;‘

1

x=1
x2:0)

1
7 3 5 3 5 2
1
= fdxl(x%+§x1+z):gx?+zx%+zx1x1=1
1
~ 8+3+5_1_3_5_35
3 2 3 4 4 6

Wir betrachten nun Funktionen f : R" — R. Wir definieren den Tréger (engl. support) der
Funktion f als die abgeschlossene Hiille der Menge aller Punkte, in denen die Funktion von Null
verschieden ist:

supp f = [ReR": f(¥) #0).

Wir bezeichnen mit C.(R") die Menge aller stetigen Funktionen f : R” — R mit kompakten
Trager. Diese Menge ist ein Vektorraum. Aus dieser Definition folgt, daf} es zu jedem f € C.(R")
einen achsenparallelen Quader Q gibt, so daB3 f auBlerhalb von Q verschwindet. Fiir f € C.(R")

setzen wir nun
fd”Xf(f) - fd"xfm.

R” Q0
Das Integral hat die folgenden drei Eigenschaften:
1. Linearitit: Fiir f,g € C.(R") und A € R gilt
[axr@sen = [axr+ [axew,
R" R" R"

fd"x/lf()?) /lfd"xf()?).

R7 R7
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2. Monotonie: Gilt f (¥X) < g (%) fiir alle X € R", so folgt

[awr@ < [awew.

R R7

3. Translationsinvarianz: Fiir alle X, € R” gilt

fﬁuf(a :\[ﬂxf@—ﬁj

R7 R

Das Integral ordnet also jeder Funktion f € C.(R") eine reelle Zahl zu und definiert so eine
Abbildung

I : C.(R") >R,
fﬁfﬁufw.
Rn

Eine Abbildung von einem Funktionenraum in die reellen Zahlen nennt man ein Funktional.
Die obigen drei Eigenschaften des Integrals besagen, dal das Integral ein lineares, monotones
und translationinvariantes Funktional auf dem Funktionenraum C.(R") ist.

Eine wichtige Aussage der Integralrechnung lautet, dafl diese drei Eigenschaften das Integral
fast vollstandig charakterisieren. Es gilt der folgende Satz: Sei J : C.(R") — R ein lineares,
monotones und translationsinvariantes Funktional. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R,, so dal3

10) = ¢ [aar@.
Rn
Bemerkung: Ein lineares, monotones und translationsinvariantes Funktional J : C.(R") — R

nennt man auch ein Haarsches MaB auf dem R”. Der obige Satz sagt aus, daf} auf dem R” bis
auf einen konstanten Faktor genau ein Haarsches Maf} gibt.

Wir haben oben das Integral iiber den R” fiir stetige Funktionen mit kompakten Tréiger defi-
niert. Nun gibt es dariiberhinaus noch weitere Funktionen, fiir die das Integral sinnvoll definiert
werden kann.

Wir erinnern uns an die Definition des Integrals in einer Dimension: Wir hatten zunichst die
Menge aller Treppenfunktionen 7'[a, b] auf einem Intervall [a, b] definiert. Dies sind alle Funk-

tionen ¢, fiir die es eine Unterteilung

a=xg<x;<..<x,=b
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gibt, so da} ¢ auf jedem offenen Intervall |x;_;, x;[ konstant ist. Der Wert auf diesem Intervall sei
mit ¢; bezeichnet. Das Integral einer Treppenfunktion definiert man als

b
n

ft(x)dx = ch(xj—xj_l).

a J=1

Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschrinkte Funktion und # € T'[a, b]. Man schreibt f > ¢ falls
f(x) > t(x) fiir alle x € [a, b] gilt. Fiir f definiert man das Ober- und Unterintegral wie folgt:

b* b

ff(x)dx inf{ft(x)dx teTla,b], t>f}
ab a

ff(X)dx

b
sup{ft(x)dx t € Tla,b], t<f}
Ist fiir eine Funktion f : [a,b] — R das Oberintegral gleich dem Unterintegral, so bezeichnet
man die Funktion als Riemann-integrierbar und setzt

b b* b
ff(x)dx = ff(x)dx:ff(x)dx.

In einem zweiten Schritt haben wir dann den Integralbegrift auf nicht-kompakte Intervalle erwei-
tert. Dies fiihrte zur Definition der uneigentlichen Integrale:

S b
ff(x) dx = lir_n l}imff(x) dx.

Wir wollen nun den Integralbegriff im R" auf eine groflere Klasse als die stetigen Funktionen mit
kompakten Tréager erweitern. Dies wird uns auf die Definition des Lebesgue-Integrals fiihren.

Wir betrachten eine Funktionenfolge f, € C.(R") von stetigen Funktionen mit kompakten
Tréager, die monoton wachsend sein soll, d.h.

h<hsfh<

Bemerkung: Dies ist eine Bedingung, die fiir jedes X gelten muss, d.h.

fi®) < (D < (D) <. firalle ¥eR".

Fiir jedes X konvergiert die Folge f,(X) entweder gegen eine reelle Zahl oder uneigentlich gegen
plus Unendlich. Wir definieren nun eine Abbildung

[+ R' = RU{eo},
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fX) = lim f,(3).

Die Menge der Funktionen, die sich so als Limiten von Funktionenfolgen aus C.(R") erhalten
lassen, bezeichnen wir als die Menge H'(R"). Wir definieren das Integral fiir f € H'(R") durch

ff(f)d"x = lirgofﬁ,(@d"x € RU {o0}.
R~ R»

Analog konnen wir eine monoton fallende Funktionenfolge f, € C.(R") betrachten:

hzhz2h2>..

Fiir jedes X € R" konvergiert diese Folge entweder gegen eine reelle Zahl oder uneigentlich gegen
minus Unendlich. Dies definiert wieder eine Abbildung

f : R"> RU{-o0},
f(@) = lim £,(3).

Die Menge der Funktionen, die sich so als Limiten von Funktionenfolgen aus C.(R") erhalten
lassen, bezeichnen wir als die Menge H*(R"). Wir definieren das Integral fiir f € H*(R") durch

ff()?) d'x = lim ffn()?) d'x € RU{—o0}.
R R”
Es 148 sich zeigen, daB die Funktionen, die sowohl zu HT(R") als auch zu H*(R") gehoren, genau
die Funktionen sind, die in C.(R") liegen:
C.R" = H'R")NHR").

Mit Hilfe der Funktionen aus HT(R") und HY(R") definieren wir fiir f : R* — R U {+oo} das
Ober- und Unterintegral:

R[ D d'x

R[ D d'x

3k

inf{fgo(x') d"x; ¢ € HI(R"), s0>f},

R}’l

SUP{IQO(X? d'x; ¢ € H'R"), 90<f}-

Rn

Man nennt die Funktion f : R” — R U {+co} Lebesgue-integrierbar, falls

—oo<ff()?)d"x = f*f()?)d"x<oo
R” R?

*
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gilt. In diesem Fall setzt man

Rnf f@ d'x = Rf f@) d'x = Rf @) d'x.

*

Den Funktionen aus HT(R") und H(R") in der Definition des Lebesgue-Integrals entsprechen
die Treppenfunktionen in der Definition des Riemann-Integrals.

Satz: Jede Riemann-integrierbare Funktion f : R” — R ist auch Lebesgue-integrierbar.
Satz: Ist f : R* — R Lebesgue-integrierbar, so ist auch die Funktion |f| Lebesgue-integrierbar.

Bemerkung: Der obige Satz, dal} jede Riemann-integrierbare Funktion auch Lebesgue-integrierbar
ist, bezieht sich nur auf Riemann-Integral im eigentlichen Sinne. Fiir uneigentliche Integrale ist
diese Aussage im allgemeinen nicht korrekt, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt:

f : RoR,
(=1

f(x) = , fallsn<x<n+1, neZz.
n

Integriert man diese Funktion von Null bis Unendlich, so gilt fiir das uneigentliche Riemann-
Integral

(o9

n no el
f dx f(x) = lim f dx f(x) = limZ( 1; =In2.
0 J=1

0

Diese Funktion ist allerdings nicht Lebesgue-integrierbar, denn dann wire auch die Funktion |f]|
Lebesgue-integrierbar. Das Integral iiber |f| entspricht der harmonischen Reihe, welche diver-
giert.

Die Klasse der Funktionen, die Lebesgue-integrierbar sind, ist grofler als die Klasse der (ei-
gentlich) Riemann-integrierbaren Funktionen. Hierzu betrachten wir die Dirichlet-Funktion

f + [0,1] = [0,1],

w={ 153

Das Riemann-Integral existiert nicht, da alle Obersummen stets 1 und alle Untersummen stets
0 sind. Andererseits 146t sich zeigen, dal die Menge der rationalen Zahlen Q eine Lebesgue-
Nullmenge in der Menge der reellen Zahlen R ist. Daher existiert das Lebesgue-Integral und hat
den Wert Null.
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Hierzu miissen wir noch den Begrift einer Lebesgue-Nullmenge erlidutern: Sei M eine Teilem-
nge des R"”. Wir definieren die charakteristische Funktion y,, durch

1, xe M,
xu (%) = {O, x¢ M.

Wir bezeichnen eine Menge als integrierbar, falls ihre charakteristische Funktion Lebesgue-
integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Volumen (oder Lebesgue-Mal}) der Menge
M durch

Vol(M) = fd”xXM(f).
RV!

Wir bezeichnen eine Menge als Nullmenge, falls sie Lebesgue-integrierbar ist und das Lebesgue-
Maf Null hat.

Seien zwei Funktionen f : R” — Rund g : R" — R gegeben. Wir nennen die Funktionen f
und g fast iiberall gleich, falls die Menge

{xeR": f(¥) # (D)

eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Satz: Seien f : R” — Rund g : R — R zwei Funktionen, die fast iiberall gleich sind. Ist f
Lebesgue-integrierbar, so ist auch g Lebesgue-integrierbar und es gilt

[awrw = [axem.

R” R"

Fazit: Bei der Berechnung von Integralen kommt es auf Nullmengen nicht an.

Beispiel: Sei G ¢ R? das Gebiet

G = {¥eR+x <1}

und f(x;, x,) die Funktion

f : G->R

S (x,x0) =1

Dann ergibt

| 1-x} 1

I = fdlezfdxl f dx2-1:2fdx1 1 -2
G -1 = -1



1

= x4/ — x] + arcsin (x;)

die Flidche des Einheitskreises.
Bemerkung: In dieser Rechnung mussten wir eine Stammfunktion zu /1 — xf finden. Wir wer-

-1

den im nédchsten Abschnitt sehen, dal wir die Berechnung des Integrals mithilfe einer Koordina-
tentransformation wesentlich vereinfachen konnen.

Wir wenden uns nun den Rechentechniken fiir Integrale zu. In der Praxis fiihrt man oft eine
Koordinatentransformation durch. Wir wollen nun hierzu die Transformationsformel fiir das In-
tegral betrachten.

Wir kennen bereits fiir die Integration einer Variable die Substitutionsregel: Sei ¢ : [a, b] —
W, eine stetig differenzierbare Funktion und f : D, — R eine stetige Funktion mit Wy ¢ D, C R.
Dann gilt

b @(b)
f fle(x)¢'(x)dx = f f(x) dx.
a w(a)

Wir verallgemeinern diese Formel nun auf den R”". Seien U und V zwei offene Teilmengen des
R" und

¢ . U->V

eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung, die auBerdem noch die Bedingung erfiillt, daf3
auch die Umkehrabbildung

@' . vou

stetig differenzierbar ist. Wir bezeichnen mit D¢ die Funktionalmatrix

de1 de1
ox| St Oxy
DD = | .
9n O¢n
ox1 T Oxy
Sei nun
f : VoR

eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Dann gilt

[ax s r@a = [avro.

U \%

Diese Formel bezeichnet man als die Transformationsformel fiir Integrale.
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10.7.1 Die Substitutionsregel als Spezialfall der Transformationsformel

Betrachten wir zunidchst den Fall n = 1. Da ¢ invertierbar sein soll, nehmen wir an, daf}
¢ : la,b] > W

streng monoton wachsend ist. In diesem Fall ist W; = [¢(a), ¢(b)] und

ey = X0y >0
Somit lautet die Transformationsformel
b @(b)
[avremew = [avso
a w(a)

Dies ist die uns schon bekannte Substitutionsregel. Ist ¢ streng monoton fallend, so ist W; =
[@(D), p(a)] und ¢’(x) < 0. In diesem Fall hat man

b o(a) w(b)
fowmwm::—f@ﬂw=f@ﬂw
a w(b) o(a)

10.7.2 Polarkoordinaten im R?

Als nichstes betrachten wir den Fall n = 2. Schreiben wir fiir ¥ € R?

> X1
X =
X2

so bezeichnet man x; und x, als die kartesischen Koordinaten.
Wir kénnen jeden Punkt im R? auch durch andere Koordinaten beschreiben. Ein Beispiel sind
die Polarkoordinaten (7, ¢). Wir setzen

X| = rcosag,

X, = rsing,
wobel
rel0,of, ¢ €]0,2n].
Wir betrachten die offene Menge
U = {(n¢):r>0,0<¢<2r) cR?
und die Koordinatentransformation
¢ : U—R?

140



rsin ¢

o =750

Die Bildmenge von @ ist der R? bis auf die positive x;-Achse. Dies ist der R? bis auf eine Null-
menge. Es ist

cos¢ —rsing )

be = (sinqﬁ 7 Ccos ¢

Die Determinante der Jacobi-Matrix ist somit
detDg = r (0052 ¢ + sin’ ¢) =r.

Sei f : R? — R eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Wir erhalten aus der Transformationsfor-

mel
) ) 0 2r
fdzxf(xl,xz) = fdxlfdxz f(xl,xz):fdrfchﬁ rf (rcos ¢, rsin¢)
—00 —00 0 0

R2

Beispiel: Sei f(xi, x,) die Funktion

F o= 1, x%+x§£l,
0, sonst.

f ist also nur auf dem Gebiet G = {X € R2|x% +x§ < 1} von Null verschieden. Auf G ist f konstant
und hat dort den Wert 1. Wir erhalten

1 2n 1
fd2xf(x1,x2) = fdrquﬁr = 27rfdrr =
G 0 0 0

In Polarkoordinaten 148t sich die Fliache des Einheitskreises wesentlich leichter berechnen.

10.7.3 Zylinderkoordinaten im R?

Fiir Probleme, die symmetrisch um eine Achse sind, bietet sich die Verwendung von Zylinder-
koordinaten an. Wir nehmen an, daf} die Symmetrieachse die x3;-Achse ist.
Schreiben wir fiir ¥ € R?

X1
X2
X3

=L
Il

so bezeichnet man x;, x, und x5 als die kartesischen Koordinaten.
Fiir die Zylinderkoordinaten schreiben wir

X|] = rcosae,
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X3 rsin ¢,

wobei
re 0,00, ¢€[0,2n]. z€R.

Wir erhalten aus der Transformationsformel

(9] (o)

00 00 2 0
fd3xf(x1,x2,x3) = fdxlfdxzfdx3 f(xl,xz,x3):fdrfd¢fdz rf(rcos¢,rsing,z)
oo S oo 0 0 -o0

R3

10.7.4 Kugelkoordinaten im R?

Fiir Probleme, die kugelsymmetrisch sind, bietet sich die Verwendung von Kugelkoordinaten an.
Wir betrachten auch die Transformation auf Kugelkoordinaten fiir n = 3. Wir setzen

Xy = rsinfcosg,
X, = rsin#sing,
X3 = rcosé,

rel0,0[, 60€l0,n], ¢€l0,2n].
Wir betrachten die offene Menge
U = {(n6,¢):r>0,0<60<m0<¢ <21 cR}
und die Koordinatentransformation

g : U-R,
rsin@cosab]

@(r,0,¢9) =| rsinfsing
rcosé

Die Jacobi-Matrix lautet in diesem Fall

sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
Dg(r,0,¢) = sinfsing rcosfsing rsinfcos¢ |.
cos —rsiné 0

Fiir die Determinante dieser Matrix findet man

det D@(r,0,¢) = r*siné.
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Sei nun f : R?® — R eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Aus der Transformationsformel folgt

fdxlfdxzfd)@ f(x1, %2, x3)

(o0

fdrfd@fchpr sin@f (rsin6cos ¢, rsinfdsin ¢, rcosb).

0 0 0

fd3x S (x5 x2, x3)

R3

Beispiel 1: Wir berechnen das Volumen einer Kugel mit Radius R. Zu diesem Zweck definieren
wir

2
1, x1+x2+x3<R

[, x,x3) = {O

sonst.
Dann ist
R n 2n
fd3xf(x1,x2,x3) = fdrfdefckp r*sin @
R3 0 0 0
R n
= 27rfdrr2fd9 sin @
0 0
1 4
= 2n--R*-2 = —nR’.
T3 37
Beispiel 2: Wir berechnen die Gesamtmasse eines Objektes mit der Dichteverteilung
_ X +xz+xz 2 2 2 < R2
p (X1, X2, x3) = po(l ) o n G <k
0, sonst.
Wir erhalten
R n 2r )
M = fd3xp(x1,x2,x3) = pofdrfdﬁqub rzsine(l—%)
R3 0 0 0
R
4 f d 4 L] R’
= 4rn rlrr = —=| = 4npo|= - =
£0 £0 375
0
= —apoR>.
15”" ’

10.7.5 Der MaBtensor

Wir betrachten nochmal die Transformationsformel

f d'x [det DE(D)| £ (@) = f &y £ G

U 1%
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wobei @ : U — V eine bijektive Abbildung ist und sowohl @ als auch @' stetig partiell differen-
zierbar sind. U und V sind offene Teilmengen des R”. Die Funktionalmatrix ist eine n X n-Matrix,
dessen Eintrige gegeben sind durch

0p;

ij )

Wir definieren uns nun eine weitere n X n-Matrix g, deren Eintridge durch

C Op;  Op,
g .o = —_—
J1J2 ; ale asz

(Dsb))ij =

gegeben sind. Diese Matrix wird als MaBtensor bezeichnet. Offensichtlich gilt in Matrixschreib-
weise

g = (D@ (DP).
Nehmen wir auf beiden Seiten die Determinante, so findet man
detg = (detD@)’,

da die Determinante der transponierten Matrix gleich der Determinante der urspriinglichen Ma-
trix ist. Die rechte Seite ist ein Quadrat und daher nie negativ. Wir konnen also problemlos die

Wurzel nehmen und erhalten
ydetg = |det D¢’| )

Man bezeichnet |g| = det g als Gramsche Determinante. Somit 14t sich die Transformations-
formel auch schreiben als

[ax\Er@@ = [avro.

Diese Form ist in Hinblick auf Verallgemeinerungen niitzlich.

10.8 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Die Transformationsformel erlaubt es uns, das Integral iiber ein n-dimensionales Gebiet V zu
reparametrisieren und durch ein Integral iiber ein (einfacheres) n-dimensionales Gebiet U auszu-
driicken. Hierbei sind U und V Teilmengen des R”.

Wir wollen dies nun verallgemeinern und betrachten nun die Integration iiber k-dimensionale
Gebiete M. Diese Gebiete sollen wieder Teilmengen des R” sein, wobei k < n. Wir sagen, dal3
M in den R" eingebettet ist.

In der Anwendung wichtig sind vor allem Gebiete, die in den dreidimensionalen Raum R?
eingebettet sind. Fiir k = 2 spricht man in diesem Fall von einer Fldche und fiir K = 1 spricht man
von einer Kurve. Im allgemeinen sind diese eingebetteten Gebiete keine Geraden oder Ebenen,
sondern beliebig gekriimmte Objekte. Wiihrend der R® ein Vektorraum ist, sind diese einge-
betteten Gebiete im allgemeinen keine Vektorrdume mehr. Dies fiihrt uns zu der Defintion von
Mannigfaltigkeiten.
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10.8.1 Definition einer Mannigfaltigkeit*

Wir betrachten zunichst zwei topologische Rdume M und N sowie eine bijektive Abbildung
¢ : M—>N
zwischen den beiden Rdumen. Da f bijektiv sein soll, existiert die Umkehrabbildung
o' N> M.
Man bezeichnet ¢ als Homeomorphismus, falls sowohl ¢ als auch ¢! stetig sind.

Man bezeichnet ¢ als einen C!-Diffeomorphismus, falls sowohl ¢ als auch ¢! stetig partiell

differenzierbar sind. Etwas allgemeiner bezeichnet man ¢ als einen C¥-Diffeomorphismus, falls
sowohl ¢ als auch ¢! k-mal stetig partiell differenzierbar sind. Ist sowohl ¢ als auch ¢! belie-
big oft partiell differenzierbar, so spricht man von einem C*-Diffeomorphismus. Anstelle von
C>-Diffeomorphismus verwendet man auch die Sprechweise glatter Diffeomorphismus.

Besonders wichtig ist der Fall, in dem einer der beiden Riume, sagen wir N, der R” ist. Man
kann die Abbildungen ¢ und ¢! benutzen, um Rechnungen im Raum M auf den Raum R” zu-
riickzufiihren.

Eine offene Karte von M ist ein Paar (U, ¢), wobei U eine offene Untermenge von M und ¢
ein Homeomorphismus von U auf eine offene Untermenge von R” ist.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension 7 ist ein Hausdorff-Raum mit einer Fa-
milie offener Karten (U, ¢4 )aeca, S0 dall

Mi1:

M2: Fiir jedes Paar a, 8 € A ist die Abbildung @5 0 ¢, ' eine beliebig oft differenzierbare Abbil-
dung von ¢, (Ua N Uﬁ) auf ¢g (Ua N Uﬂ).

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit wird auch oft als C*-Mannigfaltigkeit oder glatte Man-
nigfaltigkeit bezeichnet. Da wir uns nur mit differenzierbaren Mannigfaltigkeiten beschiftigen
werden, werden wir oft die Bezeichnung “differenzierbar” weglassen und daher einfach und kurz
von Mannigfaltigkeiten sprechen.

Die Familie offener Karten (U,, ¢,)qca bezeichnet man als Atlas.
Fiir p € U, und
0o(p) = (x1(p)s-es Xu(P))
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bezeichnet man die Menge U, als die Koordinatenumgebung von p. Die Zahlen x;(p) bezeich-
net man als die lokalen Koordinaten von p.

Bemerkung: M schaut lokal in jeder Koordinatenumgebung wie der R” aus, doch gilt dies nicht
global.
Beispiele

a) R": Der Raum R” ist eine Mannigfaltigkeit. R” kann mit einer einzigen Karte iiberdeckt wer-
den.

b) S': Die Kreislinie
S'={ReRA* =1}

ist eine Mannigfaltigkeit. Fiir einen Atlas benétigt man mindestens zwei Karten. Eine Moglich-
keit besteht in der stereographischen Projektion. Sei die Kreislinie durch die Punkte (x;, x,) im
R? gegeben, die

2, 2 _
xp+x;=1

erfiillen. Wir projizieren vom Punkte (0, 1) (“Nordpol”) auf die x,-Achse. Hierzu legen wir eine
Gerade durch die Punkte (0, 1) und p = (x1, x;) und bestimmen den Schnittpunkt (z;,0) mit der
x1-Achse. Man findet

X1

i1 = .
1—X2

Dies definiert die Abbildung

o1 SO, 1)} >R,
ei1(p) = z1.

Die Abbildung ¢; bildet jeden Punkt der Kreislinie auf die x;-Achse ab, mit Ausnahme des
Punktes (0, 1). Sie iiberdeckt also nicht die komplette Mannigfaltigkeit. Wir benotigen also eine
zweite Karte, die den Punkt (0, 1) enthélt. Hierzu konnen wir die Projektion vom Punkte (0, —1)
(“Stidpol”) benutzen. Hier findet man

Z/ _ X1
! 1+X2.

Dies definiert nun eine zweite Abbildung

@ SN\(O0,-1)} > R,
©2(p) = 2]
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und somit eine zweite Karte. Diese beiden Karten zusammen iiberdecken die gesamte Kreislinie
und bilden somit einen Atlas der Mannigfaltigkeit. Fiir die erste Karte ergibt sich die Umkehrab-
bildung ¢;' zu

N 2Z1 N Z%_l
1= 5 2= 5.
z?+1 z?+1

Fiir die zweite Karte findet man fiir ¢’

27 77 -1
x| = , Xy =- .
B R R
Wir betrachten noch die Abbildung
@y © gaIl : R->R
2z
X1 z?+1 1

Diese Abbildung ist auf
R0} = 7' (ST, 1), (0.~ 1))
beliebig oft differenzierbar.
¢) §": Die n-Sphére, definiert durch
S"={XeR"W =1)
d) P*(R): Der projektive Raum definiert als alle Linien durch den Ursprung im R™*!:
(X0s X1scees X)) = AKX, Xy ooy X)), A # 0.
e) Die Menge aller Rotationsmatrizen in zwei Dimensionen:

cosy —sing
sing  Cos

Die Menge all dieser Matrizen bildet eine Mannigfaltigkeit, die homeomorph zur Kreislinie S
ist.

Gegenbeispiele

Zum besseren Verstindniss der Definition einer Mannigfaltigkeit seien einige Beispiele ange-
fiihrt, die keine Mannigfaltigkeiten sind:
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a) Eine ein-dimensionale Linie vereinigt mit einer zwei-dimensionalen Fliche, wie zum Beispiel
durch

X3 (x% +x§) =0

definiert. Die so definierte Punktmenge ist an einigen Punkten homeomorph zu R, an anderen
Punkten homeomorph zu R?. In der Definition einer Mannigfaltigkeit wird aber verlangt, daB die
Menge an allen Punkten homeomorph zu R" fiir ein festes 7 ist.

b) Der Kegel
M+ -x = 0.
Die Umgebung des Punktes (0, 0, 0) l:Bt sich nicht homoemorph auf den R? abbilden.
¢) Ein einzelnes Kegelsegment
N+x-x3 = 0, x3>0.

Hier liBt sich zwar eine Umgebung des Punktes (0,0, 0) stetig auf den R? abbilden, aber nicht
differenzierbar.

d) Das Liniensegment
[0, 1]

Hier gibt es zu den Endpunkten keine offene Umgebungen.

10.8.2 Untermannigfaltigkeiten des R"*

In der Anwendung sind k-dimensionale Mannigfaltigkeiten von Bedeutung, die in dem R” ein-
gebettet sind.

Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit und (V, ¢™!) eine Karte, d.h. V ist eine offene
Menge von M und ¢! ein Diffeomorphismus

o' Vo RA

(Wir haben hier gegeniiber der Definition einer Karte die Bezeichnungen ¢ und ¢! vertauscht.
Da diese Abbildung invertierbar sind, spielt es keine groffe Rolle welche man man mit ¢ bzw.
¢! bezeichnet.) Sei U = ¢~!(V) das Bild von V. U ist eine offene Menge im R¥. Die Abbildung

¢ : U->YV
geht dann von den lokalen Koordinaten in die Mannigfaltigkeit. Es ist

UcRF, VcR-
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Wir betrachten nun eine Abbildung

¢ : REoRY
mit der Eigenschaft
g, = ¢
In Komponenten haben wir
1(X1, ey Xg)
g(x) = .
(Pn(.X1, ceey Xk)

Da ¢ bijektiv ist, gilt fiir die Funktionalmatrix
Rank Dg(X) = k, VXeU.

Die Funktionalmatrix ist eine n X k-Matrix mit Rang k. Wir definieren nun wieder den Maf3tensor
durch

n

Op; Oy,
g .o — —_—
J1J2 ; ale asz

Der Mal3tensor ist eine k X k-Matrix und es gilt wieder
g = (DY (DY)
Allerdings handelt es sich hier nun um die Multiplikation einer k£ X n-Matrix mit einer n X k-

Matrix. Nehmen wir nun an, daf} wir fiir die Mannigfaltigkeit M nur eine Karte benotigen. Dann
definieren wir das Integral einer Funktion f(yy, ..., y,) iiber die Mannigfaltigkeit M durch

fds@) £3) = fdkx\/@f@@).

M U

Auf der linken Seite bezeichnet dS (¥) das k-dimensionale Fldchenelement (engl. “surface”).

Bemerkungen: Ist k = n, so reduziert sich diese Definition auf die uns schon bekannte Trans-
formationsformel

[avsw = [exVErew.

M U

Ist hingegen k = 1, so stellt die Mannigfaltigkeit M eine Kurve dar, die in den R" eingebettet ist.
Sei I ¢ M ein kompaktes Gebiet dieser Kurve und [a,b] = @' (I) € R. Betrachten wir weiter
den Spezialfall f(3) = 1, so erhalten wir

b b

vol(I) = de (f):fdx Iglzfdx Zn:(%)z

1 a a
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Dies ist nichts anderes als die uns schon bekannte Bogenlidnge der Kurve.

Als eine Anwendung betrachten wir die Integration auf einer Kugeloberflidche. Sei hierzu
M = {X’GR3 :x%+x§+x§:R2}.
Sei U das Gebiet

U = [0,7]x[0,2n]

und ¢ die Abbildung
g : U-R,
Rsinfcos ¢
@6,¢) =| Rsinfsing |.
Rcos@
Es ist
Rcosfcos¢ —Rsinfsing
Dg = | Rcosfsing Rsinfcos¢
—Rsin 6 0
und

R 0
_ NT >\
¢ = 0 0D=(§ ege )

Somit ergibt sich \/E zu
Vigl = VR*sin’6 = Rsin6.
Wir wollen nun die Funktion
3 2
F(0,¢) = —cos™ 0
4r

iber die Kugeloberflache integrieren:

2r

( 3 3, ( 3,2
de WMF = fd@fckﬁ (R2 sin@) (E 00529): EszSiIIQCOSZQZ ERz(g):Rz.
0

M 0 0

Bemerkung: Auf der Kugeloberfliche bezeichnet man die dort definierten Funktionen

20+ 1 (1 —|m])!
4r (I +|m])!

m+|m|

Yin(6,4) = (—1)7\/

P"(cos §)e™
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als Kugelfldchenfunktionen. Hierbei ist =/ < m < [ und die P}" stellen die assozierten Legendre-
Funktionen dar:

dm
PI) = (<11 =) P,

P, ist das [-te Legendre-Polynom. Fiir die Kugelflachenfunktionen mit negativen m gilt

Y (6, 0) (=1)"Y}(6, 9)".

Die ersten Kugelflichenfunktionen sind explizit gegeben durch

1
Yoo = ——,
Van
3
Y10 = ECOSQ,
3 .
Y1 = —+/—sinfe?,
8

(3cos 60— 1)

o
Il
ﬁ
O\LJ]
3

— sin6cos Be’?,

o

Il

|
|HOO>—
UIZIUI

o sin 0> .

Auf der Oberfliche der Einheitskugel sind die Kugelflaichenfunktionen orthogonal, d.h. es gilt

fde sin 0 fd¢Ylm(9a ¢)*Yl/m’ (0’ ¢) = 611’ 6mm/ .
0 0

10.8.3 Die Sitze von Gauf3 und Stokes

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Integralsitze néher betrachten. Dies ist zum einen der Satz
von GauB}, der es erlaubt das Integral {iber ein dreidimensionales Raumgebiet der Divergenz
eines Vektorfeldes durch ein Flichenintegral iiber das Vektorfeld selbst zu ersetzen. Als zweites
wollen wir dann den Satz von Stokes betrachten, der es erlaubt ein Flichenintegral iiber die
Rotation eines Vektorfeldes durch ein Linienintegral {iber das Vektorfeld selbst auszudriicken.
Diese beiden Sitze sind der Physik der Elektrodynamik sehr wichtig.

Sei A ¢ R”" eine kompakte Teilmenge (der Dimension n) mit glattem Rand. Der Rand von A
sei mit JA bezeichnet. Da A n-dimensional ist, ist der Rand eine (n — 1)-dimensionale Mannig-
faltigkeit. Allgemein bezeichnet man (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R”" als
Hyperfliichen. (Diese Bezeichnung leitet sich von dem Fall n = 3 ab: Im R? sind die zweidi-
mensionalen Untermannigfaltigkeiten Flichen.) Sei

n: 0A—-R"
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das duBere Einheitsnormalenvektorfeld auf dem Rand, d.h. in jedem Punkt X von dA ist 7i(X)
orthogonal zu jedem Tangentialvektor von A am Punkte ¥. /i(X) zeigt vom Rand 0A nach aussen
und ist auf Eins normiert:

ax)-ax) = 1.
Betrachten wir nun ein stetig differenzierbares Vektorfeld
F : R' SR

Der GauBsche Satz lautet:

fd"xdivﬁ(f) = de (@) a®-F@.

A 0A

Der Gaullsche Satz besagt, dal} das Integral iiber ein n-dimensionales Gebiet der Divergenz eines
Vektorfeldes gleich dem (n — 1)-dimensionalen Integral iiber dem Rand des Gebietes der Nor-
malkomponente des Vektorfeldes beziiglich des Randes ist.

Bemerkung: Der Satz gilt auch, falls A nur stiickweise glatt ist.

Beispiel: Wir betrachten ein Beispiel im R?. Das Vektorfeld sei

F : R)5 R
X
B
Es ist
i 1
leF = —2

|#

Sei A die Kugel um den Ursprung mit Radius R. Dann ist

R bid 2n R
= 1
fd”x divF (X) = fdrfdﬂfdgo r? sinﬂﬁ :47rfdr:47rR_
A 0 0 0 0

Andererseits konnen das Integral iiber die Kugeloberflidche betrachten. Es ist
dS (¥) = R*sindddde,

sowie

F@am =
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Somit erhalten wir

n 2n
de @ AR -F@ = fdﬂfdgastinﬁ% = 47R.
0A 0 0

Hiermit haben wir den Gauf3schen Satz an einem Beispiel verifiziert.

Wir betrachten nun den R?. Sei B eine kompakte Fliche im R® mit glattem Rand. Den Rand
bezeichnen wir mit dB. Weiter sei
F: R R

ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Der Satz von Stokes besagt

fds @ A otF (@) = fdsoa i) F (@)

B 0B

Hierbei ist 7 (¥) der Einheitstangentialvektor im Punkte ¥ an den Rand dB. Diese Orientierungen
sind so korreliert, daB die geschlossene Kurve dB die in Richtung von #(¥) durchlaufen wird und
n eine Rechtsschraube bilden.

Bemerkung: Der Satz gilt auch, falls dB nur stiickweise glatt ist.

Auch hier betrachten wir ein Beispiel: Es sei

F_) = X1
0

und B das Einheitsquadrat in der (x;, x,)-Ebene (d.h. das Quadrat mit den Ecken (0, 0, 0), (1, 0, 0),
(1,1,0)und (0, 1, 0)). Der Normalenvektor der Fliche B ist immer 7(¥) = (0, 0, 1)” und in diesem

Fall unabhingig von x. Weiter ist
0
rotF (X)) = | 0

2

und somit

frofi))- o

B

Wir betrachten nun die rechte Seite des Satzes von Stokes. Wir teilen den Weg 0B in vier Teilab-
schnitte

0B = yi+y+y3+ys

153



auf, wobei y; von (0,0, 0) nach (1,0, 0) verlduft, y, von (1,0, 0) nach (1, 1,0), y; von (1, 1,0)
nach (0, 1, 0) und y4 von (0, 1, 0) nach (0, 0, 0). Betrachten wir zunéchst y,. Entlang dieses Weges
gilt x, = 0 = const. Der Einheitstangentialvektor ist A(¥) = (1,0, 0)” und unabhingig von ¥. Wir

erhalten
1 1 0 1
ds i@ -F® = |da| 0| | x| = [ dx-0=o0.
J [l ] o

Y1 0

Entlang des Weges - ist x; = 1 = const und #(%) = (0, 1, 0). Somit

fds@)f(f)-ﬁ(f) - fldxz(z]-(_x(lz)] = fdxz-l = 1.

Y2 0

Entlang des Weges 3 ist x, = 1 = const und #(¥) = (=1,0,0)". Wir setzen x; = 1 — A, so daB
A = 0 dem Anfangspunkt und A4 = 1 dem Endpunkt entspricht. Dies ergibt

1 -1 -1
fds(xaf(f)-ﬁ(f) fd/l[ 0]-[1—1
0 0

V3 0

1

:fd/l-lzl.
0

Entlang des Weges 4 ist x; = 0 = const und #(¥) = (0,—-1,0)". Wir setzen x, = 1 — A und

erhalten
1 0) (-1 1
ds(@) £(X) - F (?) daf -1 [-| 0 |=[d1-0=0.
f [l )

V4 0

Zihlen wir alle vier Beitrage zusammen, so erhalten wir

fds(aaf(f)-ﬁ(f) = 2,

0B

in Ubereinstimmung mit der linken Seite des Satzes von Stokes.

Bemerkung: Da die Rotation eines Vektorfeldes involviert ist, gilt der Satz von Stokes in die-
ser Form nur im R?.

Wir fiithren noch zwei Sitze von Green an: Seien f und g Funktionen auf dem R” und A eine
kompakte Teilmenge des R” mit glattem Rand. Der erste Satz von Green besagt, daf3

[ax [r@ae@+(Fr@)- (o) = [as@ 5@ i@ (Fe@).

A 0A
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Dieser Satz ist eine direkte Anwendung des Gauf3’schen Satzes wenn man dort das Vektorfeld
F(® = f®V2®
einsetzt und die Produktregel fiir die Differentiation verwendet,
V- (f@ve@) = (V@) (Ve@)+r@ag®.
Der zweite Satz von Green lautet:

[ r@ss@-s@ar@l = [as@ [ a-Fe@-s@ - 97].

0A

10.8.4 Differentialformen*

Wir haben im vorherigen Abschnitt die Integralsédtze von Gaufl und Stokes kennengelernt. Diese
Integralsitze sind Spezialfille eines allgemeineren Satzes, der als der allgemeine Stokessche
Integralsatz bekannt ist. Mit Hilfe einer geeigneten Notation 148t sich der allgemeine Stokessche

Integralsatz kompakt als
f do = f w

A 0A

darstellen. In dieser Formel stell w eine Differentialform dar, die wir nun einfithren wollen.

Betrachten wir zunichst ein-dimensionale Integrale, welche wir durch einen Grenzwertprozel3
definieren konnen:

f dx f(x) = limZ F(x)Ax;
J

R

Ebenso zwei-dimensionale Integrale:

f dxdy g(x,y) = lim Z Z 8(xj> i) Ax Ay
ik

R2

Anstelle der Funktionen f(x) und g(x, y) werden wir nun neue Objekte

f)dx,  g(x,y)dx Ady

einfiihren, die iiber ein Gebiet der entsprechenden Dimension integriert werden konnen, einfiih-
ren. Der Grund hierfiir sind die iibersichtlicheren Transformationseigenschaften.
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Tangentialvektoren

Sei I c R ein Intervall und y : I — M c R” eine differenzierbare Kurve. Man bezeichnet

d
—y(t R"
dty()t €

0

als Tangentialvektor an M im Punkte y(¢)). Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren an M im
Punkte p = ¥(ty) wird mit 7,M bezeichnet. T,M ist ein Vektorraum. Die Dimension des Tan-
gentialraumes ist gleich der Dimension der Mannigfaltigkeit.

Wir bezeichnen mit M den dualen Vektorraum von 7),M, d.h. die Menge aller Linearformen
¢:T,M — R.

Die Elemente von ¢ € T, M heien auch Kotangentialvektoren.

Differentialformen erster Ordnung

Eine Differentialform erster Ordnung ist eine Abbildung

w:M—>UT;M
p

mit w(p) € T,M. Die Differentialform w ordnet also jedem Punkt p € M einen Kotangential-
vektor w(p) € T,M zu. Wir bezeichnen den Wert von w(p) auf dem Tangentialvektor v € T),M
mit

(w(p),v)

Wir bezeichnen mit &, ..., &, die Standardorthonormalbasis des R”". Wir konnen jeden Tangenti-
alraum 7', M als einen Unterraum des R" betrachten. (Ist die Mannigfaltigkeit M der R" selbst, so
ist auch der Tangentialraum an jedem Punkt der R”.) Wir fithren nun eine Basis des Kotangenti-
alraumes ein: Wir definieren die Differentiale

dxy,...,dx,
durch
<dx,~, é)j> = 6ij-

Mit Hilfe dieser Basis des Kotangentialraumes 148t sich jede Differentialform erster Ordnung
schreiben als

o = > fdy,
i=1
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Eine Differentialform erster Ordnung kann entlang einer Kurve integriert werden. Sei w eine Dif-
ferentialform erster Ordnung und ¥ : [a,b] — R” eine Kurve. Wir verwenden die Bezeichnung
v = ¥ ([a, b)) fiir das Bild von y. Dann wird das Integral von w tiber y definiert als

b
fw:\ﬂwmmJMX

Y
Mit Hilfe der Koordinatendarstellung findet man fiir die rechte Seite

b

b
n dv;
[waonywy = [y, s L.
i=1

a

Beispiel: Sei

w = 3dx; + 5+ x))dx; + x3dx3
und
y [0,1] - R?,
t
yoy=| ¢ |.
1+1¢
Dann ist

1
d d , d
fdt [3—t+ 5+ t)ztt + (1 +I)E(1 +1)

w
f dt
y 0

1 1

fdt [3+2t(5+t)+(1+t)]:fdt [4+11t+2t2]
0 0

4+H+2_61
2 3 6

Differentialformen hoherer Ordnung

Wir haben bisher gesehen, daf Differentialformen erster Ordnung iiber Kurven integriert werden
konnen. Wir mochten nun eine Verallgemeinerung, die eine Integration tiber hoher dimensionale
Gebiete erlaubt. Wir beginnen mit der Definition des Dachproduktes von Linearformen: Seien
wi, ..., wg € V* Linearformen, also Abbildungen

wj:V—>R.
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Dann wird die Abbildung
WA Awp: VESR
definiert durch

(Wi, v1) ... (w1, )
(w1 A oo ANwy) (v, ., v) = det

(W 1) e Wk i)
Eigenschaften des Dachproduktes:

e Das Dachprodukt ist linear in jedem Argument:

Wi A Aaw! +DOIYA oAy = a(W A AWFA o Awg) + b (w1 A AT A A wy)

e Das Dachprodukt ist alternierend:

Wo(y A oo AWy = SIEN(0) - wy A ... A Wy
Insbesondere ist
W NANwy, = —wy)N\wi,
wlNw = 0.

Wir bezeichnen die Menge aller alternierenden linearen k-Formen auf V mit
Av?
Definition: Eine Differentialform der Ordnung k (oder kurz k-Form) ist eine Abbildung

w:M—>U/\kT;M
)4

mit w(p) € /\kT;M . Fir k = 1 stimmt diese Definition mit der schon bekannten Definition fiir
Differentialformen erster Ordnung iiberein. Eine Differentialform nullter Ordnung ist eine reell-
wertige Funktion.

Koordinatendarstellung von Differentialformen k-ter Ordnung:

1

w = E Z fill_ikdx,-l Ao A dxik = Z f,-l_._,-kdx,-l AN A dxik.
T

Loeees ik i1<...<ik

Abbleitungen von Differentialformen: Sei

w = Z ﬁl---ikd-xil VANAN dx,-k.

i1 <...<ij
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eine k-Form. Dann bezeichnte dw die (k + 1)-Form

do = Y dfy.i Adx A Adxi,

1 <...<iy

wobel

- ai i
dﬁl...ik = Z fl._”kdxl'.

i=1 27

Bemerkung: Sei f : R” — R eine Funktion. Dann bezeichnet man mit d f das totale Differential
von f:

—dx;.
axi ~

df =

i=1

Das totale Differential d f einer Funktion f ist eine Einsform.
Rechenregeln: Seien w und w’ zwei k-Formen und o eine /-Form. Dann gilt

who = (D)o Aw.
Weiter gilt:
d(aw+bw') = adw+ bdw',
dwAo) = (dw) Ao+ (Do Ado),
ddw) = 0.

Zuriuckziehen von Differentialformen: Sei U ¢ R” und

1
w = F Zfilmikdx,-l AL A dxik.

eine k-Form in U. Weiter sei eine offene Menge V C R™ und eine stetig differenzierbare Abbil-
dung

@ =(Q1,.0npp) : VoU
vorgegeben. Dann definiert man eine k-Form ¢*w in V durch
. 1
po =7 Z (firi 0 @) depiy A .. Adg,.

Hierbei ist dy;; das totale Differential von ¢; , also

S d¢;;
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Wir definieren nun die Integration von k-Formen iiber k-dimensionale Gebiete. Wir beginnen mit
dem Fall £ = n. Sei w also eine n-Form. In diesem Fall 148t sich w schreiben als

w = f(X)dx; A...A\dx,.

Sei A eine kompakte Teilmenge des R”. Wir setzen

[o = [axr@.

Betrachten wir nun den Fall k < n: Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R” und
A eine kompakte Teilmenge von M, ebenfalls mit der Dimension k. Sei ferner w eine k-Form.
Wir nehmen an, daB es eine lokale Karte

0:RFS U

von M gibt, so da3 A € U. Wir mochten nun das Integral von w iiber A definieren. Hierzu
nutzen wir aus, daB wir die k-Form w mit Hilfe von ¢ auf den R¥ zuriickziehen konnen. Auf dem
R¥ erhalten wir dann eine k-Form ¢*w, die wir iiber dem kompakten Gebiet ¢~ !(A) wie oben
integrieren konnen. Wir setzten also

f w = f v w.

A ¢ l(A)

Fiir eine Eins-Form reduziert sich diese Definition auf die uns schon bekannte Vorschrift zur
Integration einer Eins-Form. In der obigen Definition zur Integration einer k-From haben wir
vorausgesetzt, dal M orientierbar ist und ¢ die orientierungstreu ist. Diese Begriffe sollen noch
kurz erldutert werden: Wir bezeichnen eine Abbildung

@ RF — RF
als orientierungstreu, falls fiir die Determinante der Funktionalmatrix stets
detDp > 0

gilt. Wir erinnern uns, dafl eine Mannigfaltigkeit per Definition einen Atlas von Karten besitzt.
Seien ¢; : R - M und ¢; : R* — M zwei Karten. Auf dem Uberlapp der Karten gibt es eine
Parametertransformation

gpi_l o R* — R,

Gibt es einen Atlas, so daB fiir zwei beliebige iiberlappende Karten des Atlases die Parameter-
transformation stets orientierungstreu ist, so nennt man die Mannigfaltigkeit orientierbar. Zum
besseren Verstdndnis sei ein Gegenbeispiel angegeben: Das Mdbiusband ist nicht orientierbar.
Wir bezeichnen eine Mannigfaltigkeit als positiv orientiert, falls sie die gleiche Orientierung
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wie der R¥ beziiglich der Standardbasis &),..., & besitzt.

Beispiel fiir die Integration einer Differentialform: Im R? sei die Differentialform
w = 3x3dx; Ndxsz + (xf + x%)dx3 Adx; + x1x3dx; N dx,
gegeben. Sei M die folgende zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
M = {(x1,%2,x3) €R?: x5 = x1x)
und A die folgende kompakte Teilmenge von M:

A = {(x;,x,x3)eM:0<x <1,0<x, <1}

[o

A

Wir mochten

berechnen. Wir wihlen zunichst eine lokale Karte von M
@ R? > M,
O y2) = (1, y2, Y1)2)

Die einzelnen Koordinatenabbildungen sind

©1=Y1, $Y2=Y2, @3 =Y1Y2,

und daher
doy =dy, doy, =dy,, des=ydy; +yidy,.
Somit
f w = f (©'w=
e 1(A)
= f 3y1yadyr A (yadyy + yidyr) + ()’% + y%) (2dyy + yidyz) Adyr +yi (yiy2) dyr Adys
o™ 1(A)
1 1 \
- f (viv2 = 4133 = 1) dy1 A dys = fa’yl fdyz (b2 —4yn3 -¥1) = -7
©~1(A) 0 0

Wir kdnnen nun den allgemeinen Stokesschen Integralsatz formulieren: Sei M eine orientier-
bare k-dimensionale Mannigfaltigkeit, A eine kompakte Teilmenge von M mit glattem Rand und
w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf M. Dann gilt

fe- I

0A
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wobei der Rand dA so orientiert ist, daf} der dulere Normalenvektor plus die (k — 1) Tangential-
vektoren die gleiche Orientierung wie M besitzen, d.h.

det (ﬁ, l"\l, . fk—l) > 0.

Dieser Satz erlaubt es uns, das Integral der Ableitung einer Differentialform iiber ein kompaktes
Gebiet durch das Integral der Differentialform iiber dem Rand des Gebietes auszudriicken.

Bemerkung: Der Satz gilt auch, falls A nur stiickweise glatt ist.

Spezialfdlle dieses allgemeinen Satzes sind der Hauptsatz der Integral- und Differentialrech-
nung, der Satz von Gaul} und der klassische Satz von Stokes in drei Dimensionen. Wir wollen
auf diese Spezialfille noch etwas genauer eingehen und beginnen mit dem Fall, in dem sich der
allgemeine Satz auf den Satz von Gaul} reduziert:

Sei A ein kompaktes n-dimensionales Gebiet und w eine (n — 1)-Form. Wir kdnnen w wie folgt
schreiben:

w = Z(—l)f‘lfj(f)dxl/\.../\é’}j/\.../\dx,,,

J=1

wobei der Hut bedeuten soll, daf} das entsprechende Differential ausgelassen wird. Dann ist

dw = Z f](f)dxl/\.../\dxj/\.../\dx,,

= ij
n a .
= (Z Ji (X))]dxl A ... Ndx,.
— an
j=1
Setzt man nun
f : R' SR,

SO 1st

[Z M] = div f(9),

j=1 axj

und die linke Seite somit

do = | (div f(9)dx A..Adx, = | d'xdiv £(3).
Joro ] /

A
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Andererseits zeigt man durch eine etwas lingere Rechnung

[o- [aswi@iw.
0A 0A

Wir erhalten somit den Satz von GauB.

Der Fall n = 1 und k = 0 verdient besondere Betrachtung. In diesem Fall ist die Differenti-
alform w eine Funktion einer Variablen. Wir schreiben

w = fx).
Weiter haben wir
dw = f'(x)dx.

Wir betrachten ein kompaktes Intervall A = [a, b] C R. In diesem Fall reduziert sich der Satz auf
den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

b

def'(X) = f(b) - f(a).

a

Wir betrachten als weiteren Spezialfall den Fall » = 3 und k = 2. In diesem Fall ist w eine
Eins-Form, die wir als

3
w = Y fi®dx
j=1

schreiben konnen. Wir erhalten nun

3 3
af; (x)
do = Y% ajxi dx; A dx;.

i=1 j=1

Das Dachprodukt ist antisymmetrisch, daher ist dx; A dx; = 0 und dx; A dx; = —dx; A dx;. Man
erhilt also

J (afz 2 ofs  0fa 0h  0fs
w

=2 g A d — - —=\|dx, Ad —— — =2 \dx; Ad
a1, 8x2) X1 x2+(6x2 6x3) X2 )C3+(ax3 6x1) X3 X1

(rot £(2)) - 71 (¥)dS ().

Hierbei haben wir f = (f1, f>, f3) gesetzt. Fiir die rechte Seite findet man mit Hilfe der Definition
des Integrals fiir eine Eins-Form

fw:fﬁwnwﬂﬂ
0B

0B
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Somit erhdlt man in diesem Fall den urspriinglichen Satz von Stokes:

f 45 (D) A (D) otf(@) = f 45 1@ - 7).

B oB

Betrachten wir ein Beispiel: Es sei M = R? und somit n = 3. Weiter sei B das Einheitsquadrat
in der (x;, x»)-Ebene, dies ist eine zweidimensionale Fliche und daher k = 2. Wir betrachten die
Eins-Form

w = —Xodx; + xi1dx,.
Es ist
dw = —dx; ANdx; +dxy Ndx, = 2dx; N dx,.
Schreiben wir

w = fldxl + f2d.X2 + f3dX3

SO 1st
S f 1 —X2
f = f2 = X
f 0

und wir erhalten das Beispiel, das wir bereits im Zusammenhang mit der urspriinglichen Version
des Satzes von Stokes diskutiert haben.

10.9 Variationsrechnung

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit den Eulerschen Differentialgleichungen der Varia-
tionsrechnung. Diese spielen in der theoretischen Physik eine wichtige Rolle.

Zunichst betrachten wir einige Hilfssitze. Wir betrachten eine Funktion f(z, x1, ..., x,) von (n+1)
Variablen. Diese Funktion integrieren wir iiber die Variable ¢ von a bis b. Dies liefert eine neue
Funktion g(xi, ..., x,), die nun nur noch von den n Variablen x; bis x, abhiingt. Die Hilfssitze
liefern Aussagen iiber die Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion g.

Sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall und U C R”. Ferner sei
f : la,b]xU - R
eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion

g : U->R
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g(ﬂ=fdtf(t,f3

stetig.
Ist dariiberhinaus f(t, xi, ..., x,) nach den Variablen x, ..., x, stetig partiell differenzierbar, dann
ist auch g(xy, ..., x,,) stetig partiell differenzierbar und es gilt

b b

0 0
— | dt f(t,x1,...,x,) = fdt —f(t, X1, X))
(9)(7,' axi

a a

Man darf also “unter dem Integralzeichen differenzieren”.

Wir kommen nun zu den Eulerschen Differentialgleichungen der Variationsrechnung: Sei I =
[a, b] C R ein kompaktes Intervall und

L : IXR'"XR" >R,
(t,é’, c?)—>L(t, q_),§)

eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion von (2n + 1) Variablen. (Hier betrachten
wir die Variablen ¢; und ¢§; als unabhiéngig, die Schreibweise wurde nur mit Hinblick auf die An-
wendung in der Physik so gewihlt.) Zu vorgegebenen Vektoren g, € R” und g, € R” betrachten
wir nun die Menge K aller zweimal stetig differenzierbaren Kurven

¢ : I >R
mit der Eigenschaft
@) =qa  ¢b) =g
Wir suchen nun diejenige Kurve ¢ € K, die das Funktional

b

S[g = f dt L(t, 36,8 )

a
minimiert.

Satz: Notwendige Bedingungen fiir das Vorliegen eines Minimums sind durch die Eulerschen
Differentialgleichungen gegeben:

dq; didg;
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Nehmen wir an ¢ minimiert das Funktional S. Dann betrachten wir eine zweimal stetig differen-
zierbare Kurve A(7) mit A(a) = A(b) = 0. Da @ das Funktional S minimiert, gilt

Sl < S|g+edl,

mit & € R. Insbesondere gilt

Nun ist aber

b
d =2 d e -
- |8+l = - f dt L(1, () + ed(1), g () + &1 (1))

b
[ oL oL
dt — () + —A(].
/ ;[aq,- O 54 l()]

Den zweiten Ausdruck kdonnen wir partiell integrieren:

b b b

oL oL b d L d L

dt —X@) = —A40)| — | dt |——|2,(0) =— | dt |[——|4(0).
f 0q; i 0q; ()a f (dtaqz') . f (dtafli) ®

a a a

Wegen A;(a) = A;(b) = 0 verschwinden die Randterme. Wir erhalten also

b
- OL d oL

dt |— - ==11(t) = 0.
Zlf t[aqi draq,-] ®

Da dies fiir beliebige “Variationen” A; gilt, folgt die Behauptung
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11 Partielle Differentialgleichungen

11.1 Distributionen

Die Verwendung von Distributionen ist oft recht niitzlich, um Rechnungen zu vereinfachen. In
diesem Abschnitt betrachten wir zunichst die formale Definition einer Distribution und gehen
dann niher auf die Diracsche Deltadistribution ein.

Wir beginnen mit der Definition einer Distribution. Hierzu bendtigen wir zunéchst einmal einen
Raum von Funktionen, die wir als Testfunktionen bezeichnen mochten. Als Testfunktionen be-
trachten wir alle beliebig oft differenzierbaren Funktionen f : R* — R mit kompakten Triger.
Den dazugehorigen Funktionenraum bezeichnen wir als C;° (R").

Wir sagen eine Folge von Testfunktionen f; € CZ (R") konvergiert gegen eine Testfunktion
f € Cr (R, falls die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. Es gibt eine kompakte Menge K C R”, so da3
supp(f) C K und  supp(f;) C K fiir alle j.

2. Fiir jeden Multiindex (iy, ..., i,) € N" konvergiert die Folge der Ableitungen

ai1+...+in
mf] (X15 ooy Xp)
| -0x,
gleichmifig auf K gegen
ai1+ +i,
o ()
| --0x,
In diesem Fall schreiben wir
i — f

Bemerkung: Die Forderung, dal jede Ableitung der Funktionenfolge gleichmiBig gegen die ent-
sprechende Ableitung der Grenzwertfunktion konvergiert, ist eine wesentlich stirkere Bedingung
als nur die punktweise oder gleichméfige Konvergenz.

Wir definieren nun eine Distribution als ein lineares Funktional
T : CC[R")—>R,
f=TIf],

welches die folgende Bedingung erfiillt: Gilt fiir eine Folge von Testfunktionen f; € C2° (R") und
eine Testfunktion f € C7” (R") die Relation f; — f, so folgt stets

imT|f] = T/

j—)OO
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Die Menge der Distributionen im R” bilden einen Vektorraum.

Wir betrachten zunichst ein einfaches Beispiel. Sei g : R" — R eine stetige Funktion. Dann
wird durch

T [f] = | d'xg(Df ()
/

eine Distribution definiert. Da auf diese Weise jede stetige Funktion g eine Distribution T, defi-
niert, unterscheidet man oft nicht zwischen g und 7. Es soll jedoch betont werden, daf es sich
bei g um eine Funktion und bei 7, um ein Funktional auf dem Raum der Testfunktionen handelt.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Diracsche Deltadistribution. Sie ist definiert durch

Ts[f1 = fO).

In Analogie mit dem ersten Beispiel verwendet man fiir linke Seite die Schreibweise

nl) = [@xecorm,

Rﬂ

so daB} sich mit Hilfe der Definition die Regel

f &x 5@ = (O

R}’l
fiir alle Testfunktionen f ergibt.
Bemerkung 1: Distributionen sind lineare Funktionale auf dem Raum der Testfunktionen. Ein

Produkt von Distributionen ist nicht definiert. Man sollte sich auch nicht durch die suggestive
Schreibweise §(X) dazu verleiten lassen, Distributionen miteinander zu multiplizieren.

Bemerkung 2: §(X) ist keine Funktion, kann aber durch eine Folge von Funktionen dargestellt
werden. Hierzu definieren wir den Konvergenzbegrift fiir Distributionen. Wir sagen, daf} eine
Folge von Distributionen 7'; gegen eine Distribution T konvergiert, falls fiir alle Testfunktionen
feCr R gilt

im7;[f] = TI[f].

Jj—ooo

d.h. die Folge der reellen Zahlen T',[ ] konvergiert im herkémmlichen Sinne gegen T'[ f].

Seinun f : R" — R eine integrierbare Funktion mit

fd”xf(f) = I

RVL
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Dann setzt man

[ = JfG-D.

Diese Folge konvergiert dann im Sinne der Distributionen gegen §(¥). (Im Sinne einer Folge von
Funktionen divergiert diese Folge natiirlich fiir ¥ = 0.) Fir f(¥) kann man beispielsweise

g

verwenden. Mit € = 1/ ergibt sich dann die Deltadistribution als Grenzwert £ — 0 der Folge

1 12
(evm)

Vollig analog definiert man 6(¥ — @), so daf} gilt

fo(®) =

f dxoE- DD = f(@.

Rﬂ

Die Ableitungen einer Distribution werden wie folgt definiert. Sei 7}, eine Distribution. Fiir die
Anwendung auf eine Testfunktion schreiben wir wieder

f d'x p(D) ().

Rn

Man definiert die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate durch

0 0
[ (o) = = [[awuw (=),
Gx,- Gx,-
R R
Mehrfache Ableitungen werden analog definiert:

6i1+-~-+in ) ) 6i1+-~-+in
f d'x [— u(f)]f(f) = (=D f d"xu(f)[—. f(xa).
Rn

Ox|...0x; ox| ...0x;
R}’l

Als eine Anwendung betrachten wir in einer Dimension die Heavysidesche Stufenfunktion. Sie
ist definiert durch

0 furx<O,
1 firx>0.

Ok = {

Diese Funktion ist im Punkte x = 0 weder stetig noch differenzierbar. FaB3t man dagegen O(x)
als Distribution auf, so kann man differenzieren und es gilt

d
a@(x) = o(x).

169



Wir stellen also fest, da3 im Rahmen der Theorie der Distributionen die Begriffe der Konvergenz
und der Differenzierbarkeit wesentlich weiter gefaf3t sind.

Zum Abschluf} stellen wir noch einige wichtige Eigenschaften und Rechenregeln fiir die Di-
racsche Deltadistribution in einer Dimension zusammen:

(o8]

fdx o0(x—a)f(x)

—00

f(@),

(o)

fdx & (x—a) f(x)

—00

-f'(a),

o(x—a) f(x) = o6(x—a)f(a).

Hat die Funktion g(x) nur einfache Nullstellen x; (d.h. g(x;) = 0 aber g’(x;) # 0), dann gilt
1
6(gx) = ——6(x — x)).
; |g'(xj)| !
Insbesondere gilt

olax) = i6()c).

|al
Weitere Relationen fiir die Deltadistribution:
xo(x) = 0,
x0'(x) = —=0(x).

11.2 Die Fourier-Transformation

Fourier-Transformationen spielen in der Anwendung eine gro3e Rolle. Man verwendet sie zum
Beispiel zum Losen partieller Differentialgleichungen.

Wir betrachten eine komplex-wertige Funktion auf dem R”, die Lebesgue-integrabel ist:

f : R">C,
X = fD),

Wir definieren die Fourier-Transformierte f von f durch das Integral
o = [ rcoe
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Hierbei bezeichnet

=L
<L
|

X1p1+ ...+ X,ps

das Skalarprodukt im R”.

Ist nun auch f Lebesgue-integrabel, so i sich in einem ersten Schritt zeigen, daB f mit ei-
ner stetigen Funktion, welche im Unendlichen verschwindet, tibereinstimmt bis auf Punkte, die
eine Lebesgue-Nullmenge bilden. Gehen wir nun davon aus, dal} f stetig ist und im Unendlichen
verschwindet, so haben wir die Umkehrformel der Fourier-Transformation:

3 d'p i3
@ = f S e

Bemerkung: Man findet in der Literatur unterschiedliche Konventionen fiir die Aufteilung der
Faktoren (27). Hier haben wir die Konvention verwendet, daf} in der Definition von f kein Fak-
tor auftritt, wihrend in der Formel fiir die Riicktransformation ein Faktor 1/(27)" auftritt. Dies ist
die in der Physik iibliche Konvention. In der mathematischen Literatur findet man auch oft eine
symmetrische Aufteilung. Innerhalb dieser Konvention haben sowohl die Transformationsformel
als auch die Riicktransformationsformel einen Faktor 1/(27)">.

Wir betrachten nun einige Anwendungen: Ist die Funktion f stetig partiell differenzierbar und
hat sie einen kompakten Tréger, so gilt

d _ d'p . Pron —itp
0 = [ S5 (cin) fwe.
Ist f dariiberhinaus k-mal stetig partiell differenzierbar, so hat man analog

i = i [
anl...ankf Y= !

d'p A in
G i fe .

Eine Differentiation nach x; bringt also in der Fouriertransformierten einen Faktor (—ip;) herun-
ter.

Wir betrachten noch die Faltung zweier Funktionen. Seien f und g zwei Lebesgue-integrierbare
Funktionen auf dem R”. Dann definiert man die Faltung f = g dieser beiden Funktionen durch

Fro@ = [ &y s@ea-.
Fiir die Fourier-Transformierte der Faltung gilt

F=0P) = f(Pe@.

Die Fourier-Transformation fiihrt also eine Faltung in ein einfaches Produkt iiber.

171



Wir konnen die Fourier-Transformation auch auf Distributionen erweitern. Man findet fiir die
Fourier-Transformierte der Diracschen Delta-Distribution

5'(P) :]ﬁ%mmﬁhn.

Die Fourier-Transformierte der Diracschen Delta-Distribution ist also eine Konstante.

11.3 Beispiele partieller Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir partielle Differentialgleichungen betrachten. Hierbei handelt es
sich um Differentialgleichungen, in denen die gesuchte Funktion von mehreren Variablen ab-
héngt und in denen Ableitungen nach mehreren Variablen auftreten. Die Losung partieller Diffe-
rentialgleichungen ist im allgemeinen sehr schwierig und wir wollen uns auf einige elementare
Beipiele beschrinken. Hierbei werden wir die Techniken der Fourier-Transformation und der
Distributionen verwenden.

11.3.1 Die Potentialgleichung

Als erstes Beispiel betrachten wir die Potentialgleichung. Sie wird auch als Laplacesche Dif-
ferentialgleichung oder Poissonsche Differentialgleichung bezeichnet. Gegeben sei im R” eine
Funktion p(X). Gesucht wird eine Funktion f(X), welche

Af(X) = p(X)
erfiillt. Wie iiblich ist der Laplace-Operator durch

i i

A= —+.+—
ox? dx2

gegeben. Die Gleichung
Ap(x) = 0

wird als homogene Laplacesche Differentialgleichung bezeichnet. Losungen der homogenen La-
placeschen Differentialgleichung werden auch als harmonische Funktionen bezeichnet.

Unter einer Fundamental-Losung versteht man eine Funktion g(X), welche die Gleichung
Ag(®) = ¢"(%)

erfullt, wobei auf der rechten Seite die Diracsche Delta-Distribution auftritt. Ist eine Fundamental-
Losung bekannt, so erhilt man eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung durch

f(®) =\fJ®Mﬁﬂf—ﬂ,
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wie man leicht nachrechnet:
M@ = [ dypset-9) = [ & o= = (o

Bemerkung: Wir konnen zu dieser einer speziellen Losung natiirlich immer eine Lésung der
homogenen Gleichung hinzuaddieren und erhalten wieder eine Losung der inhomogenen Glei-
chung.

Wie bestimmt man nun eine Fundamental-Losung ? Hierzu verwendet man die Fourier-Transformation.
Wir setzen

_ d'p .o _ivp
g(x) = f Gy g(Pe ™,
n dnp —iXp
0"(X) oy e P,

und bestimmen zunichst g(p). Hierzu setzen wir die Fourier-Darstellung in die zu 16sende Dif-
ferentialgleichung ein:

Ag(%) 8"(X),
d'p . . i _ fd"p —if:p
Af ey S0 = J e

d'p A —itp d'p  _iwp
f Gy (P3P = f Gy ¢

Da diese Gleichung fiir alle ¥ gelten soll, folgt die Gleichheit der Integranden. Wir erhalten also

R 1
8p) = -—.
p

Die Fundamental-Losung g(X) erhalten wir nun durch die Fourier-Riicktransformation:

~ dnp e—i)?-ﬁ
89 = ‘f e 7

Betrachten wir zundchst den Fall n = 3: Wir wihlen unser Koordinantensystem so, daf ¥ entlang
der positiven z-Achse liegt: X = (0, 0, r). In diesem Fall erhalten wir

00 Vg 2r

d3p €_i}ﬁ 1 : —irp cos
o A T —(Zﬂ)3fdpfdﬂfd‘p sin ¢} e P eos?

0 0 0
Lo
—(2 7 fdpfdu e, u=-cost
Vi
0 21
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(o) (o8]

1 1 /. _ 1 sin(rp) 1 =
_ dp— (et — e=irPu) = —_—_ d - =
(Qn)? f Pirp (7 =) =~ 55 f L 272 2r

0 0

11
Ar |
In n Dimensionen findet man durch eine dhnliche Rechnung

Linld, =2,
g = {2" HIM I Z;ez,

T n-2)S, MT’

wobel

die Oberflache der n-dimensionalen Einheitskugel ist.

Wir betrachten noch die Losungen der homogenen Gleichung. Dies sind die harmonischen Funk-
tionen. Fiir die harmonischen Funktionen gilt das Maximumsprinzip. Dies besagt folgendes: Sei
U c R” ein Gebiet und ¢ : U — R eine harmonische Funktion. Nimmt ¢ in einem Punkt ¥, € U
ihr Maximum an, so ist ¢ konstant.

Wir konnen dies auch anders formulieren: Ist U C R" ein beschriinktes Gebiet und ¢ : U — R
eine stetige Funktion die auf U harmonisch ist. Dann nimmt die Funktion ¢ ihr Maximum und
ithr Minimum auf dem Rand von U an.

Fordert man nun von der Losung der homogenen Gleichung die Randbedingung
lim p(x) = 0,
>0

so impliziert das Maximumsprinzip

e(x¥) = 0

auf ganz R".

Funktion mit kompakten Trdger. Dann hat die inhomogene Gleichung

Af(X) = p(X)

eine eindeutige Losung zu der Randbedingung

p%ig(}of(iﬁ = 0.

Betrachten wir nun den Fall n > 3 und sei p(X) eine zweimal stetig partiell differenzierbare
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11.3.2 Die Schwingungsgleichung

Wir betrachten nun die Schwingungsgleichung. Die homogene Gleichung lautet

2
(A - ia—)ga(t,)?) = 0.

c? or?

Diese Gleichung wird auch als Helmholtzsche Differentialgleichung bezeichnet. Die gesuchte
Losung ¢(t, X) ist eine Funktion von (n + 1) Variablen (¢, xy, ..., x,,). Wie man leicht nachrechnet,
stellen die ebenen Wellen

e, 7) = P w(p) = c|f.

Losungen der homogenen Gleichung dar. Zur Verifikation betrachten wir

1 6 . S > 1 . L
—-i(w(Pt-p%)  _ - 2| —i(w(Pr-p-xX) _
(A—E@)e ( pi=p = (—Ipl +§0))€ ( ptp)_O.

Somit ist auch jede Uberlagerung ebener Wellen eine Losung:

d" . S
— A —t(w( p)i— ~x)
(1, X) f Gy P(p)e PP,

Als néchstes wollen wir die Fundamental-Losungen betrachten, d.h. Losungen der Gleichung
1 o? 3 .
A - 25280 X) = 65" ().

Hier verfahren wir analog zur Potentialgleichung: Wir betrachten zunichst die Fouriertransfor-
mierten

g(t, X = f d_w (czlnﬁn 3w, ﬁ)e l(wt—ﬁ')?)’
n — n —t(wt p x)
s = [ [ Shetr

Bemerkung 1: Hierbei ist w nun eine Integrationsvariable und keine Funktion von p.
Bemerkung 2: Das Vorzeichen im Exponenten von p - ¥ ist Konvention und wurde wie bei der
Losung der homogenen Gleichung gewdhlt.

Mit diesem Ansatz findet man nun fiir die Fouriertransformierte

w?\ .
(—p2+g)g(w,ﬁ) = 1

und somit

gw,p) = .

2z P
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Transformiert man zuriick in den Ortsraum, so erhilt man

dnp e—t(wt ﬁf)
t, .
g( X!) f (271_)" U.)2 _ p2

Betrachten wir nun wieder den Fall n = 3, dies entspricht der physikalischen Situation von drei
Raumvariablen und einer Zeitvariablen. Wir haben also

d3p e z(wt ﬁ)?)
«wd =[5 G op

Hier tritt nun zunichst ein Problem auf: Hilt man 7 fest und integriert man iiber w, so sieht man
das der Nenner fiir

w = J_rc|ﬁ|

Null wird. Die Losung dieses Problems kommt aus der Funktionentheorie: Man darf den Inte-
grationsweg fiir w, der urspriinglich entlang der reellen Achse in der komplexen w-Ebene liegt,
in die komplexe Ebene verschieben. Auf diese Art konnen die beiden Pole umgangen werden.
Nun hat man aber bei jedem der beiden Pole die Méglichkeit, die Pole entweder “oben herum”
oder “unten herum” zu umgehen. Man stellt daher Zusatzforderungen die festlegen, auf welche
Art die Pole umgangen werden sollen. Eine mogliche Zusatzforderung wére zu verlangen, dal3

gt, ¥ = 0 firalle 1<0

gilt. Man kann zeigen, da83 dies impliziert, daf} beide Pole oben herum umgangen werden miissen.
Wir haben also den folgenden Integrationsweg:

Im(w)

M ™~ Re(w)
—clpl clpl

Nach einer etwas ldngeren Rechnung findet man

0.9 = o)

Offensichtlich ist g(z, X) = 0 fiir alle r < 0, da in diesem Fall das Argument der Delta-Distribution
immer negativ ist. Man bezeichnet diese Fundamental-Losung als retardierte Greensche Funk-
tion und verwendet oft die Schreibweise g*(z, X).

Man konnte allerdings auch verlangen, daB g(z, ¥) = O fiir alle ¢ > 0. In diesem Fall muf8 man
den folgenden Integrationsweg wéhlen:
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Im(w)

X ‘C'i' @ . Re(w)

d.h. man weicht den Polen nach unten aus. In diesem Fall findet man

11 1
gt = —Elza(ﬁzm).

Man bezeichnet diese Fundamental-Losung als avancierte Greensche Funktion und verwendet
die Schreibweise g~ (¢, ¥) fiir diese Losung.

11.3.3 Die Wiirmeleitungsgleichung

Die Wirmeleitungsgleichung lautet

P
(A - E)f(t,f) = 0.

Bemerkung: Im Gegensatz zu den obigen Beispielen ist diese Gleichung nicht homogen im Grad
der Ableitungen: Die Ableitungen nach den Variablen x; treten immer zweifach auf, die Ablei-
tung nach der Variablen # dagegen nur einfach.

Wir beschrinken uns hier darauf, eine Fundamental-Losung der Gleichung

a n
(A—E)g(t,@ = §"(Do()

anzugeben. Diese lautet

0, <0,
g(t"f) = _ 1 _2

e %, t>0.
(4n)?
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